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SOMMAIRE

Dans ce mémoire, on entend par algébre toute k-algébre de dimension finie sur un corps
commutatif algébriquement clos k. Si A est une k-algébre, on entend par A-module tout

A-module & gauche de type fini, sauf si spécifié autrement.

Apres avoir introduit les notions nécessaires de la théorie des catégories, nous présentons
la définition du radical de la catégorie des modules. Par la suite, nous exposons cer-
tains concepts de la théorie des représentations des algébres, notamment les morphismes

presque scindés dans le but de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme : Soit A = kQ/I, ou @ est un carquois connexe et I un idéal admissible de
kQ. Alors rad?(modA) = 0 si et seulement si () se compose d'un point ou d’une fléche

entre deux points distincts.

Mots-clés : Catégorie de modules, radical, carquois, morphismes scindés, nilpotent,

chemin pré-sectionnel.
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INTRODUCTION

Soient k£ un corps et A une k-algébre de dimension finie. Il a été prouvé au début des
années 1990 que A est de représentation finie si et seulement si le radical de la catégorie
des A-modules a droite de type fini est nilpotent [9]. Par ailleurs, d’aprés le lemme de
Harada-Sai, cet indice de nilpotence est borné par 2° -1, ou b est la dimension maximale
des A-modules indécomposables |[7]. En particulier, si A est de dimension finie, cette
nilpotence est décrite explicitement en termes de degrés d’un nombre fini de morphismes

irréductibles.

Le but de ce mémoire est de classifier les algébres de dimension finie dont le carré du
radical de la catégorie des modules est nul. Ainsi, aprés avoir rappelé, aux chapitres 1
et 2, quelques notions nécessaires sur les catégories, les trois derniers chapitres seront
consacrés a la théorie des représentations des algébres et la théorie d’Auslander-Reiten

pour enfin démontrer le résultat principal de nos recherches.



CHAPITRE 1

Catégories

La théorie des catégories est une branche des mathématiques qui a été développée dans
les années 1940 par les mathématiciens Samuel FEilenberg et Saunders Mac Lane, puis
propagée par Alexander Grothendieck durant les années 1960. Elle permet de générali-
ser le concept de structures algébriques et d’applications conservant ces structures. Les

définitions et résultats énoncés dans ce chapitre sont issus de [1].

1.1 Définition de catégories

L’objectif de cette section est de présenter une introduction & la théorie des catégories
dans le but d’étudier plus tard la catégorie de modules, modA. Nous n’y présenterons

que les notions nécessaires pour la compréhension de ce mémoire.

Définition 1.1.1. Une catégorie C est définie par la donnée :

(1) d’une classe Ob C, appelée classe des objets de C,



(2) pour chaque paire (X,Y") d’objets de C, d’un ensemble noté Home(X,Y')
dont les éléments sont appelés morphismes de X vers Y tel que si (X,Y) #

(X", Y"), alors Home(X,Y) n Home(X',Y") est vide,

(3) pour chaque triplet d’objets (X,Y,Z) de C, d’une application

o : Home(Y,Z)x Home(X,Y) — Home(X,2)
(f:9) — foyg

appelée la composition des morphismes de C et satisfaisant aux conditions
sutvantes :
(a) si f e Home(U,V),g € Home(V,W),h € Home(W, X), alors
hgf) = (hg)f,

(b) pour chaque objet X de C, il existe un morphisme idy € Home(X, X)
appelé morphisme identité de X tel que, si f € Home(X,Y) et
ge Home(W, X), alors foidx = f etidxog=g.

Remarque 1.1.2.
(1) Un morphisme f € Home(X,Y) d’une catégorie C est noté f: X — Y. L'objet X

est appelé le domaine de f et 'objet Y son codomaine.

(2) Soit C une catégorie. On définit la catégorie opposée C* de C de la fagon suivante :
(a) Ob C=0b C~,
(b) Pour tout couple d’objets (M,N) de C, Home«(M,N) = Home(N, M)
(autrement dit, le sens des morphismes est inversé),

(¢) La loi de composition sur C*, toujours notée o, est définie de la maniére

suvante :

frog=(gof)".



(3) La composition de deux morphismes f et g d’une catégorie C est souvent notée brié-

vement fg.

Exemple 1.1.3.

(1) La catégorie Ens des ensembles admet pour objets les ensembles, pour morphismes
les applications et pour composition la composition usuelle des applications.

(2) Soit (X, R) un ensemble pré-ordonné (c’est-a-dire que l’ensemble X est muni d’une

relation R réflexive et transitive). On peut obtenir une catégorie de la fagon suivante :

(a) Les objets sont les éléments de X,

(b) Les morphismes sont tels que

2R
HOmX(x’y)z{(x,y) si 2Ry,

1) sinon

(¢) Pour toutes paires (x,y) et (y,z), la transitivité du pré-ordre permet de

définir une opération de composition o car st xRy et yRz, alors xRz. D’ou

(y,2) o (2,y) = (x,2).

Définition 1.1.4. Soient C, D deux catégories. On dit que D est une sous-catégorie

de C st

(1) tout objet de D est un objet de C,
(2) tout morphisme de D est un morphisme de C,

(3) la composition est la méme dans D et dans C.

De plus, si Homp(M,N) = Home(M, N), pour tout M, N dans ObD, on dit que D est

une sous-catégorie pleine.



L’idée d’une application préservant les structures se généralise aux catégories. Ainsi, étant
données deux catégories C, D, il faudrait qu’a chaque objet ou morphisme de C, on fasse
correspondre un objet ou un morphisme de D. Cette correspondance qui doit étre com-

patible avec la composition des morphismes est établie par un foncteur [1].

Définition 1.1.5. Soient C, D deux catégories.

(1) Un foncteur covariant F :C — D est défini par la donnée pour chaque
objet M de C d’un objet F/(M) de D, et pour chaque morphisme f: M — N
de C d’un morphisme F(f): F(M)— F(N) de D tel que :

(a) Si gf est défini dans C, alors F(g)F(f) est défini dans D et

F(gf) = F(9)F(f)-

(b) Pour tout objet M de C, F(ida) = idp(ar-

(2) Un foncteur contravariant F : C — D est défini par la donnée pour
chaque objet M de C d’un objet F(M) de D, et pour chaque morphisme
f:M — N deC d’un morphisme F(f): F(N)— F(M) de D tel que :
(a) Si gf est défini dans C, alors F(f)F(g) est défini dans D et
F(gf) = F(f)F(g)-
(b) Pour tout objet M de C, F(idys) = idp(ar)-

Soient C et D deux catégories. Tout foncteur covariant F': C — D induit, pour chaque

paire d’objets (X,Y") de C, une application

F : Home(X,Y) — Homp(FX,FY)
f — Ff



Le foncteur F est dit fidéle si cette application est injective, pour tous X,Y ; plein si

elle est surjective, pour tous X,Y.

Remarque 1.1.6. Une catégorie C est dite concréte s’il existe un foncteur fidele

C — Ens appelé foncteur oubli.

Etant donnée une loi de composition dans une structure mathématique, on s’intéresse
souvent aux éléments simplifiables par rapport a cette loi. Dans la plupart des catégories
concrétes, il s’agit d'une généralisation des concepts d’injection, de surjection et d’iso-

morphisme.

Définition 1.1.7. Un morphisme f: M — N d’une catégorie C est appelé
(1) un monomorphisme si pour tout objet L de C et tout couple de mor-
phismes g, h: L — M, on a fog=foh = g=h.
(2) un épimorphisme si pour tout objet L de C et tout couple de morphismes
gh:N— L, onagof=hof = g=h.
(3) un isomorphisme s’il existe un morphisme g: N — M tel que

go f=idy et fog=idy.

Définition 1.1.8. Soient C,D deux catégories et F,G : C — D deux foncteurs. Soit
¢ F'—> G un morphisme fonctoriel. On dit que ¢ est un tsomorphisme fonctoriel si

¢x est un isomorphisme pour chaque objet X de C.

Définition 1.1.9. Soit (M) )aen une famille d’objets d’une catégorie C. Un produit de

cette famille est la donnée d’un objet M et d’une famille de morphismes (py : M —
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M) xen telle que, si (M, (p))ren) est la donnée d’un autre objet M' et d’une autre famille
de morphismes (p) : M' —> My)xea, alors il existe un unique morphisme f: M' — M

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

M -2 M,

A
f/
: Dy

Ml

paf =Pl pour tout X dans A. On note M =[] n My.

Définition 1.1.10. Soit (M))aen une famille d’objets d’une catégorie C. Un co-produit
de cette famille est la donnée d’un objet M et d’une famille de morphismes (qy : My —
M)sen telle que, si (M’,(q5)ren) est la donnée d’un autre objet M' et d’une autre famille
de morphismes (g} : My —> M")xen, alors il existe un unique morphisme f: M — M’

tel que le diagramme suivant soit commutatif :
M, DM

.
Al P
M/

far =4, pour tout \ dans A. On note M =ty pa M.

Définition 1.1.11. Soit k un corps. Une catégorie C est dite k-linéaire si :
(1) Pour tous objets X, Y de C, Home(X,Y') est un k-espace vectoriel,
(2) La composition des morphismes est k-bilinéaire, c’est-a-dire que, pour
tous morphismes f, fi, fo € Home(X,Y), g, ¢1, g2 € Home(Y, Z) et tous
scalaires Ay, Ao, i1, fio € k, on a :
go(Mfi+Xafa) =Ai(go fi) + Xa(go fo)
(1191 + p2g2) © f = pua(gi o f) + pa(gz © f),
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(3) Toute famille finie d’objets de C admet un produit et un co-produit dans C.

Définition 1.1.12. Soit {X1,Xs,... X,,} une famille finie d’objets d’une catégorie k-
linéaire C. Un biproduit de cette famille est la donnée d’'un objet X et de morphismes
pi: X —X;, q;: X; — X, ou1<i<n, tels que

(1) ;%’pi =lidx,

(2) pigj =0 sii#j et piq; =idx, pour tout i

Remarque 1.1.13. Un coproduit de Xi,..., X, dans une catégorie k-linéaire s’appelle

somme directe, noté¢ X, &---@® X,,.

Définition 1.1.14. Soit X un objet d’une catégorie k-linéaire C. Un sous-objet de X

est une paire (Y, f) telle que f:Y — X est un monomorphisme, appelé l'inclusion de

Y dans X.

Définition 1.1.15. Soit C une catégorie k-linéaire. On dit qu’un sous-objet N de M est

un facteur direct s’il existe un sous-objet L de M tel que M 2 N & L.

Définition 1.1.16. Soit C une catégorie k-linéaire.
(1) Un morphisme f: M — N de C est appelé une section s’il existe un
morphisme g: N — M de C tel que gf =idy,.
(2) Un morphisme f: M — N de C est appelé une rétraction s’il existe un

morphisme g: N — M de C tel que fg=idy.



Lemme 1.1.17. Soient C une catégorie k-linéaire, f : M — N et g : N — L des

morphismes dans C.

(1) Si f,g sont des sections, alors gf est une section.

(2) Si f,g sont des rétractions, alors gf est une rétraction.

Démonstration. (1) Supposons qu'il existe f/: N — M et ¢’ : L — N tels que f'f =idy,
et g'g =idy. Alors, (f'g")(gf) = f'f =idy. D’ou gf est une section.

(2) Supposons qu'il existe f': N — M et g’ : L — N tels que ff' =idy et gg’ = idy.
Alors, (gf)(f'g") = gg’ =idL. D’ou gf est une rétraction.

Lemme 1.1.18. Soit f: M — N un morphisme dans une catégorie k-linéaire C.

(1) Si f est une section, alors f est un monomorphisme.

(2) Si f est une rétraction, alors f est un épimorphisme.

Démonstration. (1) Si f: M — N est une section, alors il existe g : N — M tel que
gf =1idys. Soient h,h' : L — M des morphismes tels que fh = fh'. On a gfh = gfh'.
Donc idy; o h =idy o h'. D’ou h = h'.

(2) Si f: M — N une rétraction, alors il existe g : N — M tel que fg = idy. Soient
h,h': N — L des morphismes tels que hf =h'f. Ona hfg=h'fg. Donc hoidy = h/oidy.
Dot h = h'.



Définition 1.1.19. Soient C une catégorie k-linéaire et f : M — N un morphisme dans

C.

(1) Un noyau de f est une paire (U,u), ot U est un objet deC et u:U — M

un morphisme tel que :
(a) fu=0.
(b) Siu':U"— M est un morphisme tel que fu' =0, il existe un
unique morphisme g : U — U tel que u' = ug.

On note U = Ker(f) et u=ker(f).

(2) Un conoyau de f est une paire (V,v), ou'V est un objet de C etv: N —

V' un morphisme tel que :
(a) vf =0.
(b) Siv': N — V' est un morphisme tel que v'f =0, il existe un

morphisme h:V — V' tel que v’ = hv.

On note V' = Coker(f) et v = coker(f).

(3) On définit limage de f, notée Im(f), par Im(f) = Ker(coker(f)) et
la co-image de f, notée Coim(f), par Coim(f) = Coker(ker(f)).

Définition 1.1.20. Une catégorie k-linéaire C est dite abélienne si :

(1) il existe un objet 0 dans C,

(2) les produits et coproduits existent dans C,

(3) tout morphisme de C admet un noyau et un conoyau,

(4) tous les monomorphismes de C sont des noyauz, tous les épimorphismes

sont des conoyau.
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1.2 Idéaux dans une catégorie k-linéaire

Afin de pouvoir définir ce qu’est le radical d’une catégorie k-linéaire, nous aimerions dé-

finir la notion d’idéal qui joue un role de premier plan.

Définition 1.2.1. Un idéal bilatére T dans une catégorie k-linéaire C est la donnée,
pour tout paire (M, N) d’objets de C, d’un sous-espace Z(M,N) de Home(M, N) tel que
(1) Pour tous fe Home(M,N) et ge Z(Y,M), fogeZ(Y,N),
(2) Pour tous fe Home(M,N) et he Z(N,X), ho feZ(M,X).

Définition 1.2.2. Soient C une catégorie k-linéaire et 7T un idéal bilateére de C. Pour
tout n > 1, on définit I® comme étant l'idéal de f tel que pour toute paire d’objets (X,Y)
Uensemble I0(X,Y') soit constitué de toutes les sommes finies Y, fi ... fin, 0 m > 1,

i=1

Soient C une catégorie k-linéaire et f : L — M un morphisme. Si L = @ L; et M = @ M;,
j=1 i=1

alors f s’écrit comme suit :
Juu o fin
fml fmn

ou fij = pifg; avec p; + M — M; la projection canonique et ¢; : L; — L T'injecsion

f=1fij]=

canonique.

11



Proposition 1.2.3. Soit C une catégorie k-linéaire avec I un idéal. Soit

I =1fijlmxn: L — M un morphisme, ou L = égle et M = EnéMz Alors,
J= i=

(1) f=0 si et seulement si, fi; =0, pour tout i,j.
(2) feZ(L,M) siet seulement si, fi; € Z(Lj, M;), pour tout i, .

Démonstration. Soient p;: L; — L, qj: L — L;, pi: M — M; et ¢, : M; — M
les projections et injections associées & L et M. Alors f =idy fidy = (X ¢pl) f(X q;p;) =
i=1 j=1

m n
Y avifapi =X a(Pifa)p; = X d.fi; X pj =X q.fijp;
i i =1 a0

(1) Nécessité. Si f =0, alors fi; = p,fp; = 0.

Suffisance. Si f;; =0, alors f =Y q!fi;jp; = 0.
1]

(2) Nécessité. Supposons que f € Z(L,M). Comme Z(L,M) est un idéal bilatére, alors
fij =pifq; est dans Z(L;, M;), pour tout 1 <j<n, 1<i<m.

Suffisance. Supposons que f;; € Z(L;, M;). Comme f =Y. ¢! fi;p; et Z(L;, M;) est un idéal,
i,
f est dans Z(L, M) pour tout 1 <j<n, 1<i<m.
]

1.3 Radical d’une catégorie k-linéaire

La notion d’idéaux dans une catégorie k-linéaire que nous présentons plus haut est es-

sentielle pour définir le radical d’une catégorie k-linéaire.
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Définition 1.3.1. Soit C une catégorie k-linéaire. Le radical rade de C est tel que, pour
chaque paire d’objet (M, N) de C, rade(M, N) se compose des morphismes f: M — N

dans C tel que idy—gf : M — M soit une rétraction pour tout morphisme g: N — M.

Proposition 1.3.2. Soit C une catégorie k-linéaire.

(1) Le radical rade est un idéal de C.

(2) Un morphisme f: M — N deC est dans rade si et seulement si, idy — g f

est inversible pour tout g: N — M.

Démonstration. (1) 1l est clair que 0 € rade(M,N) et que si f € rade(M,N) et o € k
alors af € rade(M, N). Soit f, f' € rade(M, N). Comme pour tout g: N — M, il existe
h tel que (idy = gf)h =1ida on a (idy - gf)(ida = hgf') =idy = hgf' = gf + (gfh)gf" =
idy —hgf' —gf +(h—-idy)gf =idy —gf —gf' =idpy — g(f + f'). Or la composition de
deux rétractions est une rétraction. Donc, f + f' € rade(M, N).

Soient f € rade(M,N), u: N — Y. Alors, pour tout g : ¥ — M, idy — g(uf) =
idys = (gu) f est une rétraction. Donc uf € rade(M,Y). Soit v : X — M. Comme
ferade(M,N), pour tout g: N — X, idy; —vg [ est une rétraction. Donc, il existe un h
tel que (idps—vgf)h =idys. Alors, (idy —gfv)(idx+gfhv) =idx—gfv+gfhv—gfvgfhv =
idy—gfv+gf(ida—vgf)hv =idx -gfv+gfidav = idx. Donc idy — g fv est une rétraction.
D'ou fverade(X,N).

(2) Nécessité. Supposons que f est dans rade. Alors il existe un morphisme h tel que
(idyr—gf)h =idys. Donce, h =idy—g(=fh). D’aprées (1), —fh € rade donc h = idy—g(=fh)
est une rétraction. Mais h est aussi une section, et donc inversible. Alors idy; — gf = h™!

est inversible.

13



Suffisance. Supposons que id;—g f est inversible. Alors ¢’est une rétraction. D’ou f € rade.

]

Lemme 1.3.3. Soit C une catégorie k-linéaire avec f € rade(M,N).

(1) Si M est non nul, alors f n’est pas une section.

(2) Si N est non nul, alors f n’est pas une rétraction.

Démonstration. (1) Supposons que M est non nul. Si f est une section, alors il existe
f'+ N — M tel que f'f =idy;. Donc idy; — f/f = 0. Ce qui est impossible car M est non

nul. Donc f n’est pas une section.

(2) Supposons que N est non nul. Si f est une rétraction, alors il existe f': N — M tel
que ff'=idy. Doncidy — ff' =0. Ce qui est impossible car N est non nul. Donc f n’est

pas une rétraction.
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CHAPITRE 2

Catégorie de modules

Dans ce chapitre, nous introduisons les différents objets d’une catégorie de modules.
Pour des usages futurs dans diverses situations, nous y rappelons les concepts de mo-
dules projectifs, injectifs, simples et semi-simples dans le but d’introduire, plus tard, le

radical d’'une catégorie de modules pour, enfin, énoncer le premier résultat de ce mémoire.

Dans la suite de cette section, A est une k-algébre associative et unifére, ModA est la
catégorie des A-modules a gauche admettant pour objets les A-modules & gauche, pour
morphismes les applications A-linéaires et pour composition la composition usuelle des
applications. On note modA la sous-catégorie de ModA formée des A-modules & gauche

de type fini. Les définitions et résultats sont issus de |1, 3, 12].
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2.1 Morphismes scindés et suites scindées

Avant de pouvoir étudier, dans le chapitre 4, le concept de morphismes presque scindés
ainsi que celui de suites presque scindées, nous introduisons dans cette section quelques

nouvelles notions, en particulier celles de morphismes scindés et de suites scindées.

Définition 2.1.1. Un morphisme f: M — N dans modA est dit
(1) scindé a gauche si tout morphisme g: M — X se factorise par f.

(2) scindé a droite si tout morphisme h:Y — N se factorise par f.

Lemme 2.1.2. Soit f: M — N un morphisme dans modA.

(1) f est scindé a gauche si et seulement si f est une section.

(2) f est scindé a droite si et seulement si f est une rétraction.

Démonstration. (1) Nécessité. Supposons que f est scindé a gauche. Considérant id, :

M — M, il existe h: N — M tel que idy; = hf. Donc f est une section.

Suffisance. Supposons que f est une section. Alors, il existe h: N — M tel que hf =idy,.
Soit g : M — X un morphisme. On a g = goidy; = (gh)f, avec gh : N — X. Donc f

est scindé a gauche.

(2) Nécessité. Supposons que f est scindé a droite. Considérant idy : N — N, il existe

h: N — M tel que idy = fh. Donc f est une rétraction.

Suffisance. Supposons que f est une rétraction. Alors, il existe h : N — M tel que
fh=idy. Soit g : Y — N un morphisme. On a g =idy o g = f(hg), avec hg: Y — M.

Donc f est scindé a droite.
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Définition 2.1.3. Soit C une catégorie abélienne Une suite de A-modules et de mor-
phismes de C ... M Jin M, /i
Im(fis1) = Ker(f;). Elle est dite exacte si elle l’est en chaque M;.

M, —— ... est dite est exacte en M; si

Lemme 2.1.4. Soient f : X — Y et g : Y — X des morphismes dans modA. Si
gf =idx, alors Y =Im(f)® Ker(g).

Démonstration. Soit y € Y. On a y = f(g9(y)) + (v - f(9(v))) avec f(g(y)) € Im(f).

De plus, g(y = f(9(y))) = 9(y) - 1x e g(y) = 0. Donc y - f(g(y)) € Ker(g). D'ou Y =
Im(f)+Ker(g). Soit ye Im(f)nKer(g). Alors, y = f(z) et g(y) =0 avec x € X. Ce qui

implique que 0 = g(f(z)) =2 et donc y = f(0) =0. D’ou I'm(f)n Ker(g) = {0}.

Lemme 2.1.5. Soit

0 x—Jt .y ¢ .y 0
0 x—L oy v 0

un diagramme commutatif de A-modules avec u,v,w des isomorphismes. Alors, la ligne

d’en haut est exacte si et seulement si celle d’en bas est exacte.

Démonstration. Nécessité. Supposons que la suite d’en haut est exacte. Par la commuta-
tivité du diagramme, f' =vfut et ¢’ = wgv~'. Alors f’ est un monomorphisme car f,v et

~1 sont d hi De mé " est épi hi ¢ d’épi-
u~! sont des monomorphismes. De méme, g’ est un épimorphisme comme composé d’épi

morphismes. Soit y’ € Imf’. Alors il existe 2/ € X’ tel que f/(z’) = y'. Ce qui implique
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que ¢'(y") = g'(f'(z")). Or g'(f'(2")) = (wgv™') o (vfu)(a’) = (wg) o (fu)(a’) =0
car go f = 0. Donc ¢'(y') = 0. D’ou Imf’ ¢ Kerg'. Soit y’ € Kerg’. Comme v est un
isomorphisme, il existe y € Y tel que v=1(y’) = y. Donc g(v=1(y")) = wlg¢'(y’) = 0 car
g=wlgv ety e Kerg'. Alors v-1(y') € Kerg. Or Kerg = Imf. Donc v='(y’) € Imf.
Alors il existe z € X tel f(z) =v71(y"). Ce qui implique que vf(z) =y'. Donc flu(z) =y’
car vf = f'u. Do l'existence de u(z) € X' tel que f'(u(x)) =y'. Donc y’ € Imf’. D’ou
Kerg' cImf’.

Suffisance. Cela suit de ce que l'inverse d’un isomorphisme est un isomorphisme.

]

f y-2.7 0 dans modA

Définition 2.1.6. Une suite exacte courte 0 X

est dite scindée s’il existe un isomorphisme h:Y — X @ Z tel que le diagramme

0 x— 71t v 9 .z 0
idx h idgz
[idx]
0 i
0 X@ [0 idz] 0
soit commutatif.
Lemme 2.1.7. Soit 0 X f y 2.7 0 une suite exacte courte dans modA.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) La suite est scindée.
(2) f est scindé a gauche.
(3) g est scindé a droite.

(4) f est scindé a gauche et g est scindé a droite.
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Démonstration. (1) implique (2) : Supposons que la suite 0 X
est scindée. Notons ¢1 : X — X @ Z, ¢ : Z — X & Z les injections canoniques et
p:X®Z— X, py: X ®Z — Z les projections canoniques. Soit f/: Y — X tel que
f'=pih,avec h: Y — X @& Z. Alors, f'f =p1hf =p1qy =idx. Donc f est une section.

(2) implique (3) : Soit f': Y — X tel que f'f =idx. D’aprés le lemme 2.1.4,
Y = Im(g)® Ker(f'). On construit un morphisme ¢’ : Z — Y dans modA. Etant donné
z € Z, comme ¢ est un épimorphisme, il existe y € Y tel que z = g(y). Posons y = y1 + ya,
avec y; € Im(g) et yy € Ker(f"). Définissons

g + Z — Y

2 AP

On prétend que ¢’ est correctement défini. En effet, soit ¢ € Y tel que z = g(v').
Siy' =y +yh, avec y; € Im(g) et vy, € Ker(f'). Ainsi, g(y2) = g(y5) implique que
g(y2 —yh) = 0. Donc yo — y4 € Ker(g) = Im(f). Or yo,y5 € Ker(f'). Par conséquent,
yo—yy € Im(f)NKer(f"). Comme Im(f)e Ker(f"), Im(f)NKer(f')=0.Douy, = yb.
Comme ¢g(y) = z, g(y1) + g(y2) = z. Or y; € Ker(g). Donc g(y2) = z. Donc ¢’ est correc-
tement défini. Donc ¢g(¢'(2)) = z =idz(z). Alors g¢’ = idz. Donc g est une rétraction.

(3) implique (4) : Soit ¢’ : Z — Y tel que g¢’ = idz. D’aprés le lemme 2.1.4) Y =
Ker(g)®Im(g') =Im(f)®Im(g"). Donc pour tout y € Y, il existe des éléments uniques
y1 € Im(f) et yo € Im(g") tels que y = y1 + y2. Comme f est injective, il existe un unique
x € X tel que f(x)=vy;. Posons f/(y) = z. Ceci donne une application A-linéaire
fr:Y — X
y > €T
Pour tout z € X, posons y = f(z) € Y. Comme y = f(x) +0, avec f(x) € Im(f) et
0 € Im(g"), par définition, f'(y) = z. Ainsi, (f'f)(z) = f'(y) = z. Donc f'f =idx. D’ou f
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est une section.

(4) implique (1) : Supposons qu'il existe f': Y — X et ¢’ : Z — Y tels que f'f =idx et
gg’ =idz. Alors, d’aprés le lemme 1.1.18, f et ¢’ sont injectives. Comme on a vu ci-haut,
Y =Im(f)a® Im(g"). Donc pour tout y € Y, il existe des éléments uniques y; € Im(f) et
y2 € Im(g') tel que y = y; + yo. Comme f et ¢’ sont injectives, il existe unique x € X et
z e Z tels que y; = f(x) et ya = ¢'(2). Cest-a-dire que y = f(x) + g’(z). Ainsi, on définit
h:Y — X@Y
y — (2,2)
ouzeX etzeZtels quey= f(x)+g'(z). Solent y,y’ € Y. Par définition, h(y) = (z, z),
avec y = f'(x) + ¢'(2), et h(y") = (', 2"), avec y' = f'(z') + g'(2').
Supposons que h(y) = h(y’). C'est-a-dire, x = 2’ et z = 2’. D’on,
y=f(x)+g'(z)=f(z")+g'(z") =y’ Donc h est injective.

Pour tout couple (z,2) € X®Z, y = f(x) +¢'(2) € Im(f) ® Im(g"), avec

Im(f),Im(g") €Y. Ainsi, y € Y. Donc h(y) = (z,2). D’out h est surjective.

Par conséquent, h est bijective.

Il reste a vérifier que le diagramme suivant est commutatif :

0 X ! Y g Z 0
idx h idz
[idx]
0 i
0 X Xz 04d, 7 0

Pour tout z € X, comme f(z) = f(x)+¢'(0),ona hf(zx) = [x 0]. Donc le carré de gauche
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est commutatif. En outre, pour tout y € Y, on écrit y = f(z) + ¢’'(2), alors h(y) = (z, 2).
Donc, [0 idz] (h(y)) = [O idZ] (z,2) =2
]

Lemme 2.1.8. Soient A une algébre de dimension finie et M un A-module a gauche de

type fini. Si f: M —> M est une section ou une rétraction, alors f est un isomorphisme.

Démonstration. Si f : M — M est une section ou une rétraction, alors, d’apreés le

lemme 1.1.18, f est un monomorphisme ou f est un épimorphisme.

Si f est un monomorphisme, alors dim(M) = dim(Imf). Comme M est de
dimension finie, f est un épimorphisme. D’ott f est un isomorphisme.
Si f est un épimorphisme, alors dim(Kerf) = 0. Donc f est un monomor-

phisme. D’ou f est un isomorphisme.

2.2 Modules projectifs et injectifs

Cette section est consacrée a I'étude des modules projectifs et injectifs qui joueront un

role essentiel dans les chapitres a venir.

Définition 2.2.1. Soient C,D deux catégories k-linéaires. Un foncteur covariant (contra-
variant,respectivement) F' : C — D est dit exact si l’exactitude de la suite X Ty 2.y

Hory Py

de C implique 'exactitude de la suite induite de D FX
(Fz L py

FX | respectivement).
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Définition 2.2.2. Soit A une k-algébre. Un A-module a gauche P est dit projectif si le

foncteur covariant Homa(P, ) est exact.

Lemme 2.2.3. Soit A une k-algébre. Un A-module a gauche P est projectif si et seule-
ment si, pour tout épimorphisme f € Homa(M,N) et tout morphisme u € Homa(P,N),

il existe un morphisme v € Hom (P, M) tel que u = fuv.

Démonstration. Nécessité. Supposons que Hom 4( P, -) est exact. Alors toute suite exacte
courte 0 LM !
0— Homa(P,L) > Hom (P, M) Eial Homa(P,N)——0 (*). Comme la suite

N 0 de A-modules induit une suite exacte

(*) est exacte, alors f o — est un épimorphisme. Donc pour tout u € Homa(P, N), par

surjectivité de f o —, il existe v € Hom (P, M) tel que fowv =u.

Suffisance. Supposons que pour tout épimorphisme f € Hom (M, N) et tout morphisme
u € Homy(P,N), il existe un morphisme v € Hom4(P, M) tel que u = fv. Supposons

N 0 est exacte. Soit h € Hom4(P, N). Par hy-

que la suite 0 LM
pothése, f est un épimorphisme, donc il existe h' € Hom (P, M) tel que foh’ =h. D’ou
f o= est un épimorphisme.

Soit ¢ € Hom (P, L) tel que go¢ = 0. Comme g est un monomorphisme, on ¢ =0 et donc

g o — est un monomorphisme. Alors la suite
0—— Homu(P, L) = Homu(P, M) "= Hom(P,N) —=0

est exacte. Donc Hom (P, ) est exact.

Proposition 2.2.4. Soit A une k-algébre. Alors 4 A est projectif.
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Démonstration. Soit f: M — N un épimorphisme. Si g : A — N est A-linéaire, alors
x = f(1) e N. Comme g épimorphisme, = = g(y) avec y € M. On prétend que I'application
h : A — N

a — ay
est A-linéaire. En effet, pour tout «, 5 € k, aj,as € A, h(aay + fas) = (aay + Bag)y =
aary + fasy = ah(ay) + fh(ag). De plus, pour tout a € A, g(a) — fh(a) = g(a) —af(y) =
ag(l) —ax = ax—ax =0. Donc g = fh. Alors, en vertu du lemme 2.2.3, 4 A est projectif.

]

Proposition 2.2.5. ( [/, Proposition IV. 2.3) Soit A une k-algébre avec
M=M@®---&M,, ou M; des A-modules a gauche. Alors M est projectif si et seulement

st M; est projectif, pouri=1,...,n.

Lemme 2.2.6. Soit A une k-algébre. Si P est un A-module projectif, alors tout épimor-

phisme f: X — P est une rétraction.

Démonstration. Supposons que P est projectif. Soit f : X — P un épimorphisme.
Considérant idp : P — P, d’aprés le lemme 2.2.3, il existe v : P — X, tel que
fv=1idp. Donc f est une rétraction.

]

Définition 2.2.7. Soit M, N un A-module. Un sous-module N de M est dit superflu
st, pour tout sous-module L de M avec L + M, on a N+ L + M.

Définition 2.2.8. Soit M un A-module. Un épimorphisme f: P - M s’appelle couver-
ture projective de M si P est projectif et Ker(f) est superflu dans P.
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Définition 2.2.9. Soit A une k-algébre. Un A-module I est dit ingectif si le foncteur

contravariant Homa( , 1) est exact.

Lemme 2.2.10. Soit A une k-algébre. Un A-module I est injectif si et seulement si,
pour tout monomorphisme f € Homa(L, M) et tout morphisme uw € Homa(L,I), il existe

un morphisme v e Homa(M,I) tel que u=vf.

Démonstration. Nécessité. Supposons que I est injectif. Soient f € Hom (L, M) un mo-
nomorphisme et u € Hom(L, 1) un morphisme. Comme f est un monomorphisme, la
suite 0 — L —L= M induit une suite exacte Homa(M,I) =7, Homa(L,1)—=0.
Alors — o f est un épimorphisme. Et comme u € Homa(L,I), il existe un morphisme

ve Homa(M,I) tel que vo f=u.

Suffisance. Supposons que pour tout monomorphisme f € Hom(L,M) et tout mor-

phisme v € Homa(L,I), il existe un morphisme v € Hom (M, I) tel que u = v f. Suppo-

sons que la suite 0 L—tem—tonN 0 est exacte. Par hypothése, pour tout
morphisme u € Homa(L,I), il existe v e Homa(M,I) tel que u = vo f. Donc —o f est
un épimorphisme. Soit h € Hom (N, I) tel que hog=0. Comme g est un épimorphisme,
alors h =0 et donc — o g est un monomorphisme. Alors la suite

0— Homa(N, 1) —2% Hom(M,I) lf>l'17077”LA(L,I) ——=0 est exacte.

Donc Homa( , 1) est exact.

]

Proposition 2.2.11. ( [1], Proposition IV. 3.2) Soit A une k-algébre avec M = M; &
@ M,, ou M; des A-modules a gauche. Alors M est injectif si et seulement si M; est

injectif, pouri=1,...,n.
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Lemme 2.2.12. Soit A une k-algébre. Si I est un A-module injectif, alors tout mono-

morphisme g: I — X est une section.

Démonstration. Supposons que [ est injectif. Soit g : I — X un monomorphisme. Consi-
dérant id; : I — I, d’aprés le le lemme 2.2.10, il existe v : X — [, tel que vg = id;.
Donc g est une section.

O

Définition 2.2.13. Un sous-module N de M est dit essentiel si pour tout sous-module

non nul L de M, N n L est non nul.

Définition 2.2.14. Soit M un A-module. Une enveloppe injective de M est une paire
(I,7), ou I est un A-module injectif et j: M — I est un monomorphisme tel que Im(y)

est essentielle dans 1.

2.3 Idempotents d’algébres

Dans cette section, nous introduisons la notion d’idempotents qui joueront un roéle essen-

tiel pour la compréhension des algébres de chemins que nous définissons dans le chapitre 3.

Définition 2.3.1. Soit A une k-algébre de dimension finie. Un élément e de A est appelé
un tdempotent si e? = e. Deux idempotents e et e’ sont dits orthogonauz si ee’ = e'e = 0.

Un idempotent e est dit primitif si e =e'+e”, avec €, e" deux idempotents orthogonauz,
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entraine que €' =0 ou e =0. On dit que A est connexe si 0 et 1 sont les seuls idempo-

tents centrauz de A.

Lemme 2.3.2. Soit A une k-algébre. Si e est un idempotent de A, alors A= Ae®@ A(1-e).

En particulier, Ae est projectif a gauche.

Démonstration. Si e est un idempotent de A. Ona (1-€)?2=1-e—e+e?=1-ec—e+e=1-¢
et e(l-e)=e—-e2=e-e=0. Donc (1-e) est un idempotent et il est orthogonal a e.
Soit @ un élément de 4A. On a a = ae+a—-ae = ae+a(l —e) € Ae+ A(1 - e). Donc
A=Ae+ A(1-e). Supposons que a € Aen A(1-e). Alors a =xe =y(1-e), avec x,y € A,
et donc ze—y(1—e€) =0. D’ott 0 = 0e = (ze —y(1 —¢e))e = xe. Donc 0 = xe = a et donc
AenA(1-e¢) ={0}. Ainsi, 4A = Ae® A(1-e). Or d’aprés la proposition 2.2.4, 4 A est
projectif. D’oti, d’apres le lemme 2.2.5, eA est projectif.

]

Proposition 2.3.3. ([I/, VIII.1.4) Soient A une k-algébre de dimension finie et e € A

un idempotent. Alors Ae est indécomposable si et seulement si e est primitif.

Définition 2.3.4. Soit A une k-algebre. Un ensemble {eq,...,e,} d’idempotents de A
s’appelle un ensemble complet d’idempotents primitifs orthogonaux si les e; sont

n
primatifs et deux a deux orthogonaux tels que Y e; =14.
i=1

Définition 2.3.5. Soit A un k-algébre avec un ensemble complet d’idempotents primitifs

orthogonaux {e1,...,e,}. On dit que A est sobre si Ae; % Ae;, pour tout i + j.
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Lemme 2.3.6. ( [7] 1.5.17) Soient A une k-algébre et 4A = Ae; @ --- @ Ae,, la décom-
position de A en somme directe de sous-modules indécomposables. Alors, tout A-module

projectif indécomposable est isomorphe a P; = Ae;, pour un certain 1 <i<n.

Proposition 2.3.7. Soit A une k-algébre, dont e est un idempotent dans A.

(1) eAe={eae | a € A} est une algébre dont e est l'identité.
(2) L’application
¢ : Ends(Ae) — eAe
f — f(e)

est un anti-isomorphisme d’algébres.

Démonstration. (1) eAe est un sous-module du k-module A. Pour tous eae, ebe dans
eAe, on a (eae)(ebe) = e(aeb)e dans eAe, et e(eae) = eae = (eae)e. Ainsi, eAe est une

k-algebre dont e est 1'identité.

(2) Soit f dans Ends(Ae). Etant dans Ae, f(e) = f(e)e. Ainsi, f(e) = f(ee) = ef(e) =
ef(e)e. Soient fi, fo € Enda(Ae). Alors ¢(fi + f2) = (fi + f2)(e) = fi(e) + fa(e) =
¢(f1) +¢(f2). Soient f,g € Enda(Ae). Alors ¢(fg) = (fg)(e) = f(g(e)). Comme g(e) est
dans Ae, g(e) = g(e)e. Donc f(g(e)) = f(g(e)e) = g(e)f(e) car f est A-linéaire a gauche.
Dot ¢(fg) = #(9)o(f)-

Soient f,g € End4(Ae) tels que ¢(f) = ¢(g). Alors f(e) = g(e). Donc, pour tout ae € Ae,
on a f(ae) =af(e) =ag(e) = g(ae). Ce qui implique f =g. D’oil ¢ est injective.
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Pour tout x dans Ae, 'application

fe + Ae — Ae

a > Tae

est linéaire. En effet, pour tout aj,as € A et o, 5 € Ae, fo(ara+ asf) = x(ara + azfl)e =

rajoe + rasfe = xajea + xagsef = fo(ar)a+ fr(az)B. On a ¢(f,) = fo(€) =ze=x. D’on ¢

est surjective. Par conséquent, ¢ est un anti-isomorphisme d’algébres.

En prenant e = 14, on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.8. Soit A une k-algebre. Alors,

¢A : HomA(AA,AA) — A
f — f(1)

est un anti-isomorphisme d’algébres.

2.4 Modules semi-simples et algébres semi-simples

Cette section est une bréve introduction des notions de modules semi-simples et d’al-

gebres semi-simples. On introduit seulement les notions minimales pour nos besoins.

Définition 2.4.1. Soit A une k-algebre. Un A-module M non nul est dit simple si ses

seuls sous-modules sont 0 et M.

Proposition 2.4.2. Soient A une k-algébre et M un A-module a gauche non nul. Les

conditions sutvantes sont équivalentes :
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(1) M est simple,
(2) toute application f: M — L est nulle ou injective,

(3) toute application g: L — M est nulle ou surjective.

Démonstration. (1) implique (2) : Supposons que M est simple. Soit f : M — L
une application linéaire. Comme M est simple et ker(f) ¢ M, alors ker(f) = 0y ou

ker(f)= M.

Si ker(f) =0y, alors f est injective.

Si ker(f) = M, alors pour tout x dans M, f(z) =0g. Donc f est nulle.

(2) implique (3) : Supposons que toute application linéaire f : M — L est nulle ou
injective. Soit g : L — M une application linéaire. Considérons la projection canonique
p: M — M/Im(g). Si p est nulle, alors M/Im(g) = 0. D’'oa M = Im(g). Donc g est

surjective. Sinon, p est injective. D’ott Im(g) = ker(p) = 0. Donc g est nulle.

(3) implique (1) : Supposons que toute application linéaire g : L —> M est nulle ou
surjective. Soit N un sous-module de M. Considérons l'inclusion j: N — M. Si j est
nulle, alors N = 0. Sinon, j est surjective par (3). D’oa M = Im(j) = N. Donc M est
simple.

O
Définition 2.4.3. Soit A une k-algébre. Un A-module M est dit semi-simple si M =

@ M, ou chaque M), est simple.
AeA

Lemme 2.4.4. Soient A une k-algébre et M un A-module de type fini. St M est semi-

simple, alors M =S1®---® S, ou chaque S; est simple.
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Démonstration. Soit M un A-module engendré par vy, ..., vs. Supposons que M est semi-
simple. Alors M = @ S, ou Sy est un A-module simple et A est un ensemble d’indices. En

AeA

particulier, M = ¥ Sy. Donc v; = vj1+-+++0sp,, 1= 1,...,5, o0 v;; € Sy ; avec \j; € A. Ainsi,
AeA
S

n; n;

v; € 3 Sy, t=1,...,5 Par consequent, vy,...,vs € 35 3 Sy,,. Supposons que fy, ..., i
= i=14=1

sont les indices deux & deux distincts de P'ensemble {\;;|i =1,...,s,7=1,...,n;}. Alors

t t
v1,...,0s € 3, S, Comme M est engendré par vy,...,vs,ona M ¢y S,,. Par conséquent
i=1 i=1

t t
M=%5,=@®S5,,.
i=1 i=1
0

Définition 2.4.5. Soit A une k-algebre. On dit que A est semi-simple si le A-module

AA est semi-simple.

Corollaire 2.4.6. Soit A une k-algebre de dimension finie. Si A est semi-simple, alors

AA=P @ ---® P,, ou P, est projectif et simple.

Démonstration. Etant engendré par 14, le A-module 4A est de type fini. Alors, si A est

semi-simple, en vertu du lemme 2.4.4, 4A = Pi®---® P,, ou P; est simple. Ainsi, d’aprés

la proposition 2.2.4, 4 A est projectif. Donc, d’aprés lemme 2.2.5, P; est projectif.
O

Le résultat suivant dit de Wedderburn donne une caractérisation des algébres semi-

simples :

Théoréme 2.4.7. ( [1] VI 7.1) Soit A une k-algébre. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
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(1) A est semi-simple ;

(2) Tout A-module a gauche est semi-simple ;

(3) Tout A-module a gauche est projectif ;

(4) Tout A-module a gauche est injectif ;

(5) A=TI\, My, (k;), ot les k; sont des sur-corps sur k.

2.5 Modules indécomposables

Définition 2.5.1. Soit A une k-algeébre. Un A-module M est dit indécomposable si
M £0 et ss M =M, & My entraine M, =0 ou My = 0.

Théoréme 2.5.2. ( [I], VII. 6.13, Théoréme de Krull-Schmidt) Soit M un A-module
non nul de type fini. Alors, M = My, & ---& M, ou M; est indécomposable. Par ailleurs,
st M =Ny ®---& N, avec N; indécomposable, alors m =n et il existe une permutation

o sur{1,...,n} telle que M; = Ny, pour tout 1 <i<n.

Définition 2.5.3. Une k-algébre A est dite locale si elle n’a qu’un seul idéal a gauche

maximal.

Proposition 2.5.4. ([1], VII. 6.5) Soit A une k-algébre. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1) A est locale,
(2) Pour chaque x € A, x ou 1 —x est inversible,

(3) A/radA est un sur-corps de k.
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Proposition 2.5.5. ( [/, VII. 6.11) Soient A une k-algébre et M un A-module de

dimension finie. Alors, M est indécomposable si et seulement si End(M) est locale.

2.6 Radical de modules et d’algébres

Définition 2.6.1. Soit A une k-algébre. Un sous-module N de M est dit mazximal si
N+ M et st L est un sous-module de M tel que N < L < M, alors L=N ou L=M.

Remarque 2.6.2. On note qu’un module M est simple si et seulement si 0 est un sous-
module mazimal. En effet, si M est simple, alors ses seuls sous-modules sont 0 et M.
Donc 0 n’est contenu dans aucun sous-module autre que M. Si 0 est mazximal, alors il
n’y a aucun autre sous-module L de M qui contient 0. Donc les seuls sous-modules de M

sont 0 et M.

Définition 2.6.3. Soient A une k-algébre et M un A-module. On appelle radical de M,
noté rad(M), Uintersection de tous les sous-modules mazimaux de M. Si M n’a aucun

sous-module mazimal, par convention, rad(M) = M.

Remarque 2.6.4. Soit M un A-module. Si M =0, alors, par convention, radM = 0.

Proposition 2.6.5. ( [I/, VII. 1.4) Soient A une k-algébre et M un A-module. Si
M=M &---& M, alors radM =radM; & --- & radM,.
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Lemme 2.6.6. Soient A une k-algébre et M un A-module de type fini. St M est semi-

simple, alors radM = 0.

Démonstration. Si M est semi-simple, alors, d’aprés le lemme 2.4.4, M = M, &--- & M,,
ou les M; sont simples. Ainsi, d’aprés la proposition 2.6.5, radM = radM; ®---®radM;.
Comme 0 est le seul sous-module maximal des M;, radM; = 0. D’ou, radM = 0.

]

Proposition 2.6.7. Soient A une k-algébre et M, N deur A-modules et f: M — N
un morphisme. Alors, f(rad(M)) <€ rad(N).

Démonstration. Soit g; : N — S; une application non nulle ot (S;);c; est la famille de
A-modules simples. Alors 'application composée g; o f: M — S; est telle que
rad(M) = Ny Ker(giof). Donc, (giof)(rad(M)) = g;(f(radM)) = 0. Alors f(rad(M)) c
Ker(g;), pour tout i € I. Or rad(N) = Ner Ker(g;), donc f(rad(N)) c rad(N).

O

Lemme 2.6.8. ( [1], VIII.2.1) Soient P et M deux A-modules de dimension finie, avec
P projectif. Alors un épimorphisme f: P — M est une couverture projective si et seule-

ment si Kerf c radP.

Définition 2.6.9. Soit A une k-algebre. On appelle radical de Jacobson de A, noté
radA, le radical du A-module 4 A. On remarque que radA est l'intersection de tous les

idéaux a gauche mazimaux de A.

Proposition 2.6.10. ( [1], VII. 3.2) Soit A une k-algébre. Les conditions suivantes sont

équivalentes, pour tout a € A :
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(1) aerad(A),
(2) 1-ax est inversible pour tout x € A,

(3) 1 -=za est inversible pour tout x € A.

Lemme 2.6.11. Soit A une k-algébre. Si a € A est nilpotent, alors 1 —a est inversible.

Démonstration. Si a™ = 0, alors (1 -a)(1+a+---+a*!')=1-a" =1. Donc 1 —a est
inversible.

]

Proposition 2.6.12. (/5] corollaire 1.15) Le radical d’une k-algébre de dimension finie

A est l'unique idéal nilpotent I tel que Al soit semi-simple.

Proposition 2.6.13. ( [//, VII.4.4.) Soit A une k-algébre de dimension finie, alors

A= Alrad(A) est une k-algebre semi-simple.

Lemme 2.6.14. ( [3], 1.6.2) Soit k un corps algébriquement clos. Une k-algébre A de

dimension finie est sobre si AfradA=Fkx---xk.

Lemme 2.6.15. ([1], VI.4.3.) Soient A une algébre et M un A-module. Alors, M est

un A-module simple si et seulement si M est un A-module simple.

Lemme 2.6.16. Soient A une k-algébre et M un A-module a gauche. St I est un idéal
de A tel que IM =0, alors M est un (A/I)-module si on définit (a+ I)x = ax, pour tout
acAetxeM.

34



Démonstration. Soient a,b € A tels que a+ 1 =b+ 1. Alors, a —b € I. Ainsi, pour tout
xeM, (a-b)x =0. Ce qui implique que ax = bz. Donc la multiplication est correctement

définie et que les axiomes se vérifient.

]

Proposition 2.6.17. Soient A une k-algébre de dimension finie et M un A-module a

gauche. Alors rad(M) = (radA)M.

Démonstration. Soient x € M et application A-linéaire

fo t A — M

a — ar
Alors, (rad(A))z = f.(rad(A)) c rad(M), d’apreés la proposition 2.6.7. Donc rad(A)M c
rad(M). En vertu du lemme 2.6.16, M = M/rad(A)M est un A-module ot A =
A/rad(A) est une algébre semi-simple d’aprés la proposition 2.6.13. Alors, d’aprés
le théoréme 2.4.7, M est un A-module semi-simple. d’aprés le lemme 2.6.15, pour
tout 7 € M tel que z # 0, il existe f : M — S avec S simple tel que f(Z) # 0. Soit
p: M — M la projection canonique, on a fp(x) = f(Z) # 0. Donc x ¢ rad(M). Ainsi,
rad(M) c (radA)M.

O

Proposition 2.6.18. Soient A une k-algébre et M un module non nul dans modA. Alors

radM =0 si et seulement si M =S1@&---® .5, ou S; est simple.

Démonstration. Nécessité. Supposons que radM = 0. Alors, d’aprés la proposition
2.6.17, (radA)M = 0. Donc, d’aprés le lemme 2.6.16, M est un (A/radA)-module.

Ainsi, d’aprés la proposition 2.6.13, M est semi-simple.
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Suffisance. Supposons que M est semi-simple. d’aprés le lemme 2.4.4, M =S5,&---8 5,
ou S; est simple. Alors, d’aprés la proposition 2.6.5, radM = radS;®---®rads,,. Comme

0 est le seul sous-module maximal des 5;, radS; = 0. D’ou, radM = 0. m

2.7 Radical de la catégorie des modules

Avant de pouvoir classifier les algébres A dont rad™(modA) =0, n = 1,2, il est primor-
dial de connaitre les propriétés de rad(modA). Ainsi, dans ce but, nous énongons dans
cette section quelques résultats concernant le radical de la catégorie des modules. Pour
M, N € modA, on désignera par rad(M, N) I'ensemble des morphismes de rad(modA) de
M a N.

Le résultat suivant nous donne un lien entre les A-modules indécomposables et rad(modA) :

Proposition 2.7.1. Soient M, N des A-modules et f : M — N un morphisme de

A-modules.

(1) Si M est indécomposable, alors f € rad(M,N) si et seulement si f n'est
pas une section.

(2) Si N est indécomposable, alors f € rad(M,N) si et seulement si f n'est
pas une rétraction.

(3) Si M et N sont indécomposables, alors f € rad(M,N) si et seulement si

f n’est pas un isomorphisme.

Démonstration. (1) Nécessité. Soit f € rad(M,N). Comme M est non nul, d’aprés le

lemme 1.3.3 (1), f n’est pas une section.
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Suffisance. Si f ¢ rad(M, N), alors, il existe g : N — M tel que idy; — gf n’est pas in-
versible. Or gf € End4(M) et comme M est indécomposable, Enda (M) est local. Alors
gf ou 1y, —gf est inversible. Par hypothese, idy; — gf n’est pas inversible et donc, gf est
inversible. Alors, il existe h dans Enda(M) tel que h(gf) = (hg)f =idy. Donc f est une

section.

(2) Nécessité. Soit f € rad(M,N). Comme N est non nul, d’aprés le lemme 1.3.3 (2),

f n’est pas une rétraction.

Suffisance. Si f ¢ rad(M, N), alors il existe g : N — M tel que idy — fg n’est pas inver-
sible. Or fg € Enda(N) et comme N est indécomposable, Enda(N) est local. Alors au
moins fg ou idy — fg est inversible. Par hypothése, idy — fg n’est pas inversible et donc,
fg est inversible. Alors, il existe h dans Enda(N) tel que (fg)h = f(gh) =idy. Donc f

est une rétraction.

(3) Si M et N sont indécomposables, (1) et (2) impliquent que f € rad(M,N) si et

seulement si, f n’est pas un isomorphisme.

Corollaire 2.7.2. Soient A une k-algébre et S un A-module simple.

(1) Si S est projectif, alors rad(M,S) =0, pour tout A-module M.
(2) Si S est injectif, alors rad(S, M) =0, pour tout A-module M.

Démonstration. (1) Soit f € rad(M,S). Supposons que f est non nul. Comme S est
simple, d’aprés la proposition 2.4.2 (3), f est un épimorphisme. Puisque S est projec-

tif, d’apreés le lemme 2.2.6, f est une rétraction. Ce qui contredit la proposition 2.7.1
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(2). Donc rad(M, S) = 0.

(2) Soit g € rad(S, M). Supposons que g est non nul. Comme S est simple, d’aprés
la proposition 2.4.2 (2), g est un monomorphisme. Puisque S est injectif, d’apreés le
lemme 2.2.12; g est une section. Ce qui contredit la proposition 2.7.1 (1). Donc
rad(S, M) = 0.

O

Lemme 2.7.3. Soient A une algébre de dimension finie et M un A-module indécompo-

sable.

(1) Si M est non projectif, alors la couverture projective p: P — M appar-
tient a rad(P, M).

(2) Si M est non injectif, alors l’enveloppe injective j: M — I appartient a
rad(M,T).

Démonstration. (1) Supposons que M est non projectif. Soit p : P — M la couver-
ture projective de M. Supposons au contraire que p est une rétraction. Alors, il existe
f: M — P tel que pf =idy;. Donc, d’apreés le lemme 2.1.4, P = Im(f)® Ker(p). Alors,
d’aprés la proposition 2.2.5, Im(f) est projective. Or, d’aprés le lemme 1.1.18 (1),
f est un monomorphisme. Alors, M = I'm(f). Ainsi, M est projectif. Ce qui est absurde.
Donc, p n’est pas une rétraction. Puisque M est indécomposable, d’apres la proposition

2.7.1 (2), p appartient a rad(P, M).

(2) Supposons que M est non injectif. Soit j : M — [ l'enveloppe injective de M.

Supposons au contraire que j est une section. Alors, il existe g : [ — M tel que gj =idyy,.
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Donc, d’aprés le lemme 2.1.4, [ = Im(j) & Ker(g). Alors, d’aprés la proposition
2.2.11, I'm(j) est injective. Or, d’aprés le lemme 1.1.18 (1), j est un monomorphisme.
Alors, M = Im(j). Ainsi, M est injectif. Ce qui est absurde. Donc, j n’est pas une
section. Puisque M est indécomposable, d’aprés la proposition 2.7.1 (1), j appartient

arad(M,I). O

2.8 Catégorie de modules dont le radical est nilpotent

Définition 2.8.1. Soit A une k-algebre. Un élément x € A est dit nilpotent s’il existe
un entier m € N tel que ™ = 0. Un idéal I de A est dit nil si tout élément de I est
nilpotent. De plus, lidéal I est lui-méme dit nilpotent s’il existe un entier n € N tel que

1" =0.

Proposition 2.8.2. Soient A une k-algébre et f € Homa(A, A). Alors f est dans
rad(A, A) si et seulement si, f(1) €rad(A).

Démonstration. D’aprés le corollaire 2.3.8, un morphisme f: A — A de k-algébre est

inversible si et seulement si, f(1) est inversible.

Nécessité. Supposons que f est dans rad(aA,4 A). f(1) est dans A. Soit x € A. D’aprés
le corollaire 2.3.8, il existe g dans Hom (A, A) tel que ¢4(g) = g(1) = . Comme f
est dans rad(aA,4 A), ida — fg est inversible. De plus (id4 — f¢)(1) est inversible. Donc
ida(1) = (fg)(1) =1ida(1) —g(1)f(1) = ida — xzf(1) est inversible. Alors f(1) est dans
rad(A).
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Suffisance. Supposons que f(1) est rad(A). Pour tout g dans Homa(A, A), g(1) € A.
Donc ids — f(1)g(1) = ida - (¢gf)(1) =1ida(1) = (gf)(1) = (ida — ¢gf)(1) est inversible.
Alors, id4 — gf est inversible. D’ou, f e rad(4A,4 A).

Le résultat suivant est d'une importance capitale, en particulier, pour n=1,2 :

Proposition 2.8.3. Soit A une algebre de dimension finie. Pour tout entier n > 1,
rad™(modA) =0 si, et seulement si rad™(X,Y) =0, pour tous modules indécomposables

X,Y de modA.

Démonstration. Nécessité. Si rad™(modA) = 0. Alors, par définition du radical de modA,

rad™(X,Y) =0 pour tout X,Y dans modA.

Suffisance. Supposons que rad™(X,Y) = 0 pour tous modules indécomposables X,Y de
modA. Soit f dans rad"(M,N), avec M, N dans modA. Si M = 0 ou N = 0, alors
rad®(M,N) = 0. Supposons que M et N sont tous non nuls. d’aprés le théoréme 2.5.2,
M = EZBMZ et N = én) N;, ou M;, N; sont indécomposables. Soient p, : M — M;, ¢; :
M; —l;lM , p;. : N —]j\/j et q;. : N; — N les projections et injections associées. Ecrivons
f=1fi;], ou fij = pjfa : Mj — N;. Alors, d’apres la théoréme 1.2.3 (2), fi; est dans
rad™(M;, N;) = 0, pour tout ¢, j. Donc, d’aprés le théoréme 1.2.3 (1), rad®(modA) = 0.

O

Pour n = 1, le résultat suivant montre que si rad(modA) =0, alors I'algébre A est semi-

simple. Il nous simplifiera la preuve du premier résultat de ce mémoire :
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Proposition 2.8.4. Soit A une k-algébre de dimension finie. Si rad™(modA) =0 pour

un entier n > 1, alors rad™(A) = 0.

Démonstration. Supposons rad"(modA) = 0. Soit x dans rad™(A). Alors x = g: Ti1%ig - . . Tin,
ou z;; € rad(A). Comme le morphisme ¢ du corollaire 2.3.8 est surjectif, Jx:; =¢(fij) =
fij(1) avec fi; € Homa(A, A). d’aprés la proposition 2.8.2, f;; € rad(A, A). Ainsi
firfio. - fin€rad™(A, A) =0. D'ou, 2. .. 2y, =0, et done, z = 0.

Maintenant que le concept de radical d’une catégorie de modules est introduit ainsi que

la notion de nilpotence, le résultat suivant est I'un des résultats essentiels de ce mémoire :

Proposition 2.8.5. Soit A une k-algébre de dimension finie. Alors, rad(modA) =0 si

et seulement si, A est semi-simple.

Démonstration. Nécessité. Si rad(modA) =0, d’aprés la proposition 2.8.4, rad(A) = 0.

Alors A est semi-simple.

Suffisance. Supposons que A est semi-simple. Soient M, N des A-modules non nuls. Alors,

d’apres le théoréme 2.4.7, M =S5, ®---® S;, ou les S; sont simples et injectifs. D’apres
t

le corollaire 2.7.2, rad(M,N) = @ rad(S;, N) = 0. O
i=1
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2.9 Dualité standard

On introduit maintenant le principe de dualité, qui sera un outil puissant dans les dé-

monstrations.

Définition 2.9.1. Soient C, D deux catégories k-linéaires. Une paire (F,G) de foncteurs
contravariants F :C — D et G: D — C est appelée une dualité entre C et D s’il existe

des isomorphismes fonctoriels GF 2 ide et FG 2 idp.

Soit A une k-algeébre de dimension finie. On définit l’algébre opposée AP de A munie
de la méme structure de k-module que A et dont la multiplication est définie par a-b = ba,
pour tout a,b € A. Ainsi, si M est un A°’-module & gauche, on définit sur M une structure

de A-module & droite en posant x -a = ax, pour tout z € M et a € A.

Le foncteur D : modA®? — modA défini en affectant a chaque A°’-module & gauche
(c’est-a-dire, A-module a droite) M le k-espace dual DM = Homy (M, k) doté de la struc-
ture de A-module & gauche donné par la formule (ap)(m) = p(ma), pour p € Homy (M, k),
ae€AetmeM,etatout morphisme f: M — N le morphisme dual de A-modules a

droite
Df=Homy(f, k) : DN — DM
p — pf
est appelé dualité standard.
Sachant que le foncteur dualité standard induit une dualité entre A-modules a gauche et

A-modules a droite, les résultats suivants permettent de déduire les propriétés préservées

par cette dualité :
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Proposition 2.9.2. ([1] VIII. 4.5 et VIII. 4.6) Soit A une algébre de dimension finie.
Alors il existe une dualité D = Homyg(—, k) ; modA®? — modA: M — DM ; f — Df

telle que pour tout module M dans modA°P, on a :

(1) M est simple si et seulement si DM est simple.

(2) M est indécomposable si et seulement si DM est indécomposable.
(3) M est projectif si et seulement si DM est injectif.

(4) M est injectif si et seulement si DM est projectif.

Proposition 2.9.3. Soit f: M — N un morphisme dans modA. Alors

(1) f est un isomorphisme si et seulement si Df est un isomorphisme.

(2) f est dans rad(modA) si et seulement si Df est dans rad(modA°P).

Démonstration. (1) Nécessité. Supposons que f: M — N est un isomorphisme. Alors il
existe f': N — M tel que ff' =idy et f/f =idy. Ona D(ff") =idpy et D(f'f) =idpus-
Comme D est contravariant, D(ff") = D(f")D(f) = idpn et D(f'f) = D(f)D(f") =

idpys. Done Df est un isomorphisme.

Suffisance. Supposons que D f est un isomorphisme. Soit h : DM — DN l'inverse de
Df. Comme la dualité D est pleine, il existe g € Hom(DN, DM) tel que h = Dg. Donc
D(g9)D(f) = D(fg) =idpy = D(idy) et D(f)D(g) = D(gf) =idpas = D(idps). Comme

le foncteur D est fidéle, on a fg=idy et gf =idy;. Donc f est un isomorphisme.

(2) Nécessité. Supposons que f : M — N est dans rad(modA). Pour un morphisme
h: DM — DN, comme la dualité D est pleine, il existe g: N — M tel que Dg = h. Or
idpy—hDf =idpy-DgDf = D(idy-fg). Comme f est dans rad(M,N), on aidy—fg est
inversible. D’aprés (1), idpy — hDf est inversible. Donc D f est dans radae» (DN, DM).
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Suffisance. Supposons que Df : DN — DM est dans rad(modA°P). Pour tout mor-
phisme g: N — M, D(idy — gf) =idpy — DfDg. Comme D f est dans rad(modA°P),
idpys — DfDg est inversible. D’aprés (1), idy, — gf est inversible. Donc f est dans
rada(M,N).

O

Proposition 2.9.4. Soit A une k-algébre de dimension finie. Pour tout entier n > 1,

rad"(modA) =0 si et seulement si rad™(modA°r) = 0.

Démonstration. Nécessité. Supposons que rad®(modA) = 0. Soit f € rad®(modA°r).
Alors, f = gfil...fm, ot fi; € rad(modA°P). Or, d’aprés la proposition 2.9.3 (2),

D(f) = Z D(le fin) = Z D(fin)D(fin-1)---D(f1) est dans md"(modA) Comme
md”(modA) 0, D(f) =0. Pu1sque D est fidele, f =0. D’ou rad"(modA°) =

Suffisance. Supposons que rad™(modA°) = 0. On sait que rad"(mod(A°)°) = 0. Donc,
puisque (A°)°? = A, on a rad™(modA) = 0.
[

Proposition 2.9.5. Soit A une k-algébre de dimension finie. Alors A est semi-simple si

est seulement si AP est semi-simple.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.8.5, A est semi-simple si et seulement si
rad(modA) =0 si et seulement si rad(modA°) = 0 si et seulement si A° est semi-simple.

]
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CHAPITRE 3

Carquois, Algébres et Représentations

On introduit dans ce chapitre les concepts de base en théorie des représentations des
algebres dont la connaissance est essentielle pour la compréhension de ce mémoire. Nous
commencons par la notion de carquois et les algebres de chemins ainsi que les liens qui
existent entre la catégorie des modules modA d’une algébre et la catégorie des représen-

tations rep(Q). Les définitions et résultats sont issus de [3, 2, 11, 8, 5, 0].

3.1 Carquois et algébres de chemins

Cette section est consacrée a la structure graphique des algébres qu’est celle des carquois

et a I'introduction de la terminologie associée.

Définition 3.1.1. Un carquois est un quadruplet Q = (Qo, Q1,s,b) consistant en deux
ensembles Qg et Q1 dont les éléments sont les sommets et les fleches, respectivement, et
deuzx applications s,b: Q1 — Qo qui associent & chaque fleche o sa source s(«) et son

but b().
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Remarque 3.1.2. Un carquois Q = (Qo,Q1,5,b) est souvent noté par Q) et son graphe
sous-jacent, obtenu en omettant l'orientation des fleches, est noté par Q. Un carquois Q
est dit fini si Qg et Q1 sont des ensembles finis, connexe si () est connexe. De plus, on
dit que a € Qg est une source de () si a n’est le but d’aucune fleche de Q. En revanche,
b e Qg est un puits de Q si b n'est la source d’aucune fleche de Q). Enfin, une fleche
a € ()1 de source a et de but b est souvent représentée par o : a — b, et est appelée

boucle si a =b.

Définition 3.1.3. Soient Q) = (Qo, Q1,5,b) un carquois et a,b € Qy. Un chemin de lon-
gueur I > 1 de a vers b est une suite de fleches w = oqoy_q ...y telles que s(ay) = a,
b(e;) = s(es1) pour tout i tel que 1 <i<l—-1 et b(ey) =b. Un tel chemin est souvent

noté (bloyay_y ... aqla).

A chaque sommet a € Qy d’un carquois @, on associe un chemin de longueur 0 appelé
chemin stationnaire en a et noté ,. Un chemin non stationnaire (alogoy_q ... aq|b),
avec | >0, dans Q) est appelé un cycle orienté de () si a="0b, et Q) est dit acyclique s’il

ne contient aucun cycle orienté.

Exemple 3.1.4. Le graphe suivant est un exemple de carquois

1 B 3 A 4 n 5
al e °
o
X/
2
°

L’ensemble Qq des sommets de ce carquois est {1,2,3,4,5} et l'ensemble Q1 de ses fleches

est {c, B,7, A\, 0, 1,m}. ABa?0vy B est un chemin du carquois, {5} est un puits.
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Les carquois sont des outils essentiels a la théorie des représentations des algébres. Ils
permettent de visualiser graphiquement plusieurs algébres et facilitent la compréhension

de la catégorie de modules de celles-ci.

Définition 3.1.5. Soit Q = (Qo, Q1) un carquois. Le carquois opposé de Q) est le car-
quois QP tel que QF = Qo et QF ={a?:y - x| (a:x > y) € Q1}. Un chemin non
trivial p = o, ...y dans Q(x,y), ot a; € Q1 correspond au chemin p? = o3" ... ay dans
QP (y,z). Cependant, le chemin trivial de QQ & un sommet x sera identifié avec celui de

QP a .

Définition 3.1.6. Soit Q un carquois. L’algébre de chemins k(@) de () est la k-algebre
dont le k-espace vectoriel sous-jacent admet [’ensemble des chemins de () comme base, et
telle que le produit de deux éléments de la base est défini par (d|SBy, . .. Bilc)(blay . . . aq]a) =

Obe(d| B - - Pray ... cy|a) ot by est le symbole de Kronecker.

Exemple 3.1.7. On considére le carquois Q) suivant :

o4
Alors, une base de kQ est {e1,e2,¢3,e4,,8,7}. On montre que l'on a un isomorphisme
d’algebres
E 0 0 0
k' 'k 00
A P
E 0 0 k
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Remarque 3.1.8. Pour un carquois () donné, on note R l’idéal bilatére de kQ) engendré
par les fleches de (). En tant qu’espace vectoriel, R se décompose comme suit :
R=kQi®kQ:®---0kQ;®... ou kQ; est le sous-espace de kQ) engendré par [’ensemble

Q, de tous les chemins de longueur [.

3.2 Algebres définies par les carquois liés

Etant donné un carquois (), on peut lui associer une algébre de chemins. Dans cette sec-
tion, nous construisons une classe d’algébres qui généralise la classe d’algébres associée

aux carquois.

Définition 3.2.1. Soit Q un carquois. Un idéal bilatére I de kQ) est dit admaissible s’il

existe m > 2 tel que Ry € 1€ Ry,
Remarque 3.2.2. L%déal bilatére Ré est toujours admassible.

Exemple 3.2.3. Soit Q) le carquois
« C le —ﬁ> °2

Lidéal I = (Ba?,a?) est admissible. En effet, tout chemin de longueur supérieure ou égale
a 3 contient comme sous-chemins o ou o3. Donc Ré c I. D’autre part, il est clair que

Ic Ré puisque les générateurs de I sont de longueur 3. Par conséquent, Ré clc Ré.
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Définition 3.2.4. Soit QQ un carquois fini et I un idéal admissible de kQ. La paire (Q,I)
est appelée carquois lié et le quotient kQ[I = {p+1 | p € kQ} est algébre du carquois
lie (Q,1).

Remarque 3.2.5. Soit Q = (Qo, Q1) un carquois. Soit A = kQ/I. L’algébre opposée
de A est A = kQeoP[I°P, ou [P = {p°P | pe [}. En écrivant %P = P + I, pour 7y € kQ, on
obtient un anti-isomorphisme

O

hS]

o

&,_J
2

—
> O,

S|

-2

Exemple 3.2.6. Soient [’algébre de carquois A = kQ/[I = k{ey,eq,es,a+ 1, f+1,v+1,a%+
I,6y+1,Ba+1I,58a?+1) telle que Q est le carquois :

aClo p Qe il 3
et I = (a3,vB). Alors AP = kQ°P[IP = k{eq, ez, e3,aP + [P 3P + [P ~oP + [P (°P)? +

Iop’ 50}77017 + [01)7501)&017 + [op7ﬁop(aop)2 + [0}7)} ol Qop est le carquoz's .

wor C'l gop ) P 3

et 17 = ((a®)?, BoPy°P).

Proposition 3.2.7. Soit Q un carquois ayant n sommets. Alors kQ/R = k™ est semi-

simple.
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Démonstration. Supposons que Qo = {1,...,n}. Soit {e; + R | i € Qp} une k — base de
kQ/R. En effet, si i Ai(ei+R) =0+ R, avec \; € k, alors i Aig; € R. Comme R a pour base
=1 i=1

I'ensemble des chemins non-triviaux, ) A\ig; = ). p;q;, avec g; des chemins non-triviaux,
i=1 j=1
pj € k. Ce qui implique que Y N\ie; — X pjq; = 0. Or {g;, ¢;} est une famille libre puisque
i=1 j=1
c’est une partie d'une base de k@) et donc, A\; = p1; = 0. De plus, tout u dans k(@) s’écrit

n n n
u= ) N&;i+ ) [;q5, ou A, pi; dans k et g; des chemins non triviaux. Or . p;g; € R. Donc
i=1 j=1 j=1

u+ R = i (\ig; + R). Ainsi, 'application
i=1

[ kQ/R — kr
i/\z(ézﬂ-R) [ (Ah...,An)
=1

n
est un isomorphisme de k-espaces vectoriels. En outre, pour tout u = ¥ (\e; + R), v =
i=1

S (e, + R) dans kQ/R, on awv = ¥ (Mg + R) 3 (jje; + R) = ¥ (Miei+ R)(ye; + R) =
j=1 i=1 j=1 1<i<n
1<j<n

Z ()\iﬂjgiej + R) Or

1<n
<n

-
INA
.

{si sid =,
€i&5 = .
0 sinon
Ce qui implique que uv = %(Aiui&:i + R). Et donc
i=1
fluv) = (Aper, s Aaptn) = (A1, ooy M) (feay -+ oy i)

Donc f(uv) = f(u)f(v). Ainsi, f est un isomorphisme d’algebres. Dot kQ/R = kx---x k.

Or rad(kQ) = R. Alors rad(kQ/R) = 0. D’ou I'algébre quotient £Q/R est semi-simple.
[

Lemme 3.2.8. Soient QQ un carquois fini, R l'idéal de kQ) engendré par les fleches de kQ)
et I un idéal admissible de kQ. Alors, rad(A) = R/I ={X; N\i(pi+1) | p; des chemins non

triviaux}.
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Démonstration. Comme [ est un idéal admissible de k@), il existe m > 2 tel que R™ c I.
Par conséquent, (R/I)™ = 0. Donc R/I est un idéal nilpotent de kQ/I. Or, d’aprés la
proposition 3.2.7, (kQ/I)/(R/I) =2 kQ/R est isomorphe a un produit direct de copies
de k. Donc, d’aprés la proposition 2.6.12, rad(A) = R/I.

Si p est un chemin non trivial, alors p = aq, ol « est une fleche. Ainsi, p € R. Récipro-
quement, si u € R, alors u = ¥, p;a;q;, ou o; sont des fleches, p;, ¢; des chemins (peut-étre
triviaux). Mais p;c;q; est toujours non trivial. Ainsi R se compose de combinaisons li-

néaires de chemins non triviaux.

]

Soit A = kQ/I ot @ est un carquois fini, avec |Qo| = n, alors la catégorie modA admet
exactement n modules projectifs deux a deux non isomorphes. Ainsi, les modules pro-
jectifs P, de modA sont générés, en tant que k-espace vectoriel, par les classes modulo
I de tous les chemins de @ a partir de a et sont donnés par {FP, = e,A | a € Qy}. Par
conséquent, les éléments de P, sont de la forme Y, \;(c; + I), ou ¢; sont des chemins

commencant en a et \; € k.

Proposition 3.2.9. Soit A =kQ/I ou Q est un carquois fini. Alors les P,, avec a € Qq,

sont les modules projectifs indécomposables deux a deux non isomorphes dans modA.

Démonstration. Supposons que Qo = {1,2,...,n}. D’aprés la proposition 3.3.1 (3),

P, = Ae; est projectif indécomposable pour tout ¢ dans ()y. Soit u € A. Comme 1, =
n

€1+ +en, u=uly=ue +---+ue, ou ue; € Ae;. Supposons que Y u; =0, o u; € Ae;.
i=1

Posons u; = x;e;, ou z; est dans A. On a w;e; = x;e,e; = u; et wie; = xie;e; = 0, pour j # 4.

n n
Donc, pour tout j € Qo, (X w;)e; = Y. xie;ej = u; = 0. Par conséquent A = Ae; @ -+ & Ae,,.
i=1 i=1
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De plus, d’aprés le lemme 2.3.6, tout A-module projectif indécomposable de modA
est isomorphe a Ae;, i € (Qp. D’aprés la proposition 3.2.7, kQ/R = k x --- x k. Or
AlradA = (kQ/I)/(R/I) = kQ/R. Puisque les Ae; sont indécomposables, d’aprés la
proposition 2.3.3, les ¢; sont primitifs et donc d’aprés le lemme 2.6.14, A est sobre.
Ainsi, P; = Ae;, o1 € ), sont les projectifs indécomposables deux a deux non isomorphes

de modA.

]

Lemme 3.2.10. Soit A = kQ/I, ot Q est un carquois et un idéal I admissible. Alors,
{ea+T,a+I|aeQo,acQ} estlibre.

Démonstration. Posons Qo ={1,...,n} et Q1 ={ay,...,a,}. Si f: Ni(ei+ 1)+ i pi(aj +
i=1 =1

I) =0, avec \;, p1; € k. Alors, ¥ \ig; + X pjoj € I. Comme I € R? et que R? est engendré
i=1 =1

n T S
par les chemins de () de longueur au moins 2, la somme s’écrit Y. X\jg;+ Y p05 = Y. 6ipy, ot
i=1 j=1 =1
pi sont des chemins de longueur au moins 2 et 9; € k. Ce qui implique que A\; = p1; =6; =0
car les chemin sont linéairement indépendant dans Q. Donc {e,+[,a+1 | a € Qo€ Q1}

est libre. O

3.3 Modules projectifs indécomposables et

modules simples

Etant donnée une algébre de carquois lié A = kQ/I, nous montrerons dans cette section

que les A-modules simples, projectifs sont en bijection avec les sommets de Q).
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Proposition 3.3.1. Soit A =kQ/I ot Q est un carquois et I un idéal admissible de kQ.
Pour tout point a dans Qy, posons P, = Ae,, ot e, =, + 1. Alors,

(1) Po={X; \ilpi+I) | \i €k, p; sont les chemins commengant en a}.

(2) radP, ={YX; N\i(p; + I) | \i € k, p; sont les chemins non triviaux commengant en a}.

(3) P, est projectif indécomposable.

Démonstration. (1) Soit u € P,. Alors, u = ¥, A\i(p; + I)eq + X 7i(q + Deq = X Mi(pi +
I)+(0+1)=%, (pi+1), ou p; sont des chemins commencant en a, ¢; des chemins ne
commengant pas en a et v;, \; € k. Réciproquement, supposons que u = Y; \;(p; + I), on
p; sont des chemins commengant en a, \; € k. Onap;+ 1= (p;+1)(ea + 1) = (p; + I)e,.

Donc (p; + 1) € Ae, = P,. D'ot u € P,.

(2) Soit u € radP,. D’apres le lemme 3.2.8, v = Y, \i(pi + [eq + Xivi(qi + e, =
YiNi(pi+ 1)+ (0+1) =%, N(p;+ 1), ou p; sont des chemins non triviaux commencgant en
a, q; des chemins non triviaux ne commencant pas en a et v;, A; € k. Réciproquement, sup-

posons que u = Y,; \i(p;+1), ot p; sont des chemins non triviaux commencant en a, \; € k.

Onap;+1=(p;+1)(e,+1)=(p;i+I)e,. Donc (p;+1) € (radA)e, = radP,. D’ott u € radP,.

n
(3) Soit u = Ae, + ¥, vi(a; + 1) dans e, Ae, ou «; sont des cycles orientés de a vers a, A et
i=1

~; dans k. Soit m € N tel que R™ c I. Alors, (i vilag+1))m = Zt:,ulﬂﬁf out>n, 3 sont
des cycles orientés de a vers a de longueur alizrlnoins m. Donc z;@ est dans R™. Comme [
est admissible, R™ ¢ . Ainsi, ;€ R c 1. D’ou (i ~i(a; +1))™ =0+ 1. Alors
Si A =0, u est nilpotent. Donc d’aprés le lemme 1221.6.11, eq — u est inversible.

u _

Si A #0, posons u' = 5 =e, + ¥ F(a; +I). Comme 21 (o + I) est nilpotent, d’apres le

=1 1=

lemme 2.6.11, u’ est inversible. Ce qui implique que u = \u’ est inversible.
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Par conséquent, en vertu de la proposition 2.5.4 (2), lalgebre e, Ae, est locale. Or,
d’aprés la proposition 2.3.7 (2), End(Ae,) 2 e, Ae,. Comme e, Ae, est locale, End(Ae,)
I'est aussi et donc, d’aprés la proposition 2.5.5, Ae, est indécomposable. De plus,
comme e, est un idempotent, d’apres le lemme 2.3.2, P, = Ae, est projectif.

]

Proposition 3.3.2. Soit A=kQ/I ot Q est un carquois et I un idéal admissible de kQ).

Pour tout point a de (g,

(1) S, = P,/radP, est simple et {e, +radP,} en est k-base.

(2) La projection canonique p, : P, —> S, est la couverture projective de S,.

Démonstration. (1) Soit A € k tel que A(e, + radP,) = 0. Alors, Ae, € radP,. D’apreés la
proposition 3.3.1 (2), Ae, =¥ u;(p; + I), ot p; sont des chemins non triviaux commen-
cant en a, u; € k. Alors, Ae,— Y, p;p; est dans I. Donc Ae, =Y, pip; = ¥ v4q;, ot g; sont des
chemins non triviaux de longueur au moins 2 commencant en a, v; € k. Par conséquent,
A&, est une combinaison linéaire de chemins non triviaux. Posons \e, = d1p1+*-+0,,0m, OU
pi sont des chemins non triviaux deux a deux distincts. Alors, Ae,— (0101 4+ 3mpm) = 0.
Donc A = 0. D’oq, la famille {e, + radP,} est libre. Soit v+ radP, € P,/radP,, ot u € P,.
D’aprés (1), u=Y; \i(p; + ) + peq, ot p; sont des chemins non triviaux commengant en
a, \i, v € k. Alors, d’apreés (2), u — pe, € radP,. Donc {e, + radP,} est une k-base de S,.

De plus {e, + radP,} est de dimension 1. Alors S, est simple.

(2) Comme la projection canonique p, est un épimorphisme avec ker(p,) = radP,, d’aprés
le lemme 2.6.8, elle est une couverture projective.

]

Lemme 3.3.3. ([7], III. 2.1) Soit A=kQ[I ou Q est un carquois et I un idéal admis-
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sible de kQ. Alors, l’ensemble {S,|a € Qo} est un ensemble complet de représentants des

classes d’isomorphisme des A-modules simples.

Proposition 3.3.4. Soit A=kQ/I, ou Q est un carquois et I est un idéal admissible de

kQ. Soit S, un A-module simple associé a un point a de Q).

(1) Si Q admet une fleche a:a — b, alors S, est non projectif.
(2) Si Q admet une fleche 5:b — a, alors S, est non injectif.

Démonstration. (1) Supposons que ) a au moins un fléche o : a - b et considérons la
couverture projective m, : P, = S,. D’aprés le lemme 3.2.10, {¢,+1,a+1} est libre. Donc
la dimension de P, est supérieure a 1. Ainsi, w, : P, - S, n’est pas un isomorphisme.
Supposons que S, est projectif. D’aprés le lemme 2.2.6, m, est une rétraction. Donc
P, = kerw, ® S,. Mais d’aprés la proposition 3.3.1 (3) P, est indécomposable. S, est
simple, donc non nul. Alors, kerm, = 0. Ce qui implique que 7, est un monomorphisme.

Comme 7, est un épimorphisme, 7, est un isomorphisme, absurde.

(2) Si @ admet une fleche 5 : b — a, alors Q° admet une fleche 5°: a - b. D’aprés (1),
S¢ est non projectif. Considérons la dualité D = Homy(—, k) ; modA° — modA. Alors,
D(S2) = S,. Comme S¢ est non projectif, d’aprés la proposition 2.9.2 (4), S, est non
injectif.

]

Proposition 3.3.5. Soit A =kQ, ou Q est un carquois acyclique. Si a dans Qq, alors
(1) Enda(S,) = k(id).
(2) Enda(P,) = k{(id).
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Démonstration. (1) Soit f:S, — S, un morphisme A-linéaire. Comme {&, +radP,} est
une base de S,, f(e,+radP,) = u(e, +radP,), ou i € k et tout élément u de S, s’ecrit u =
AMeg+radP,), ot A€ k. Donc f(u) = f(Aea+radP,)) = Af(eq+radP,) = Au(e, +radP,).
Alors f(u) = uM(g, + radP,) = (pid)(u). D’ou f = pid.

(2) Soit f : P, — P, un morphisme A-linéaire. Comme €2 = ¢, est dans P,, on a
flea) = f(€2) = eaf(eq) est dans g,P,. Comme @ est acyclique, £,P, = k(eg,). Ainsi
f(eq) = peq, ott p € k. Pour tout u dans P,, on a u = ue,. Donc donne f(u) = uf(e,) =

UpE, = pue, = pu = (pid)(u). D’ov, f = pid. O

3.4 Représentations de carquois liés

Etant donnée une algébre de carquois A = kQ/I, nous étudions dans cette section les
liens qui existent entre la catégorie des modules modA sur I'algébre A et la catégorie des

représentations rep(Q, I) du carquois (Q, ).

Soient (Q,I) un carquois lié et wy,...,w,, des chemins de ) de mémes sources et de
mémes buts et de longueur au moins 2. Soient Aq,...,\,, des éléments non nuls de k.

m
L’élément w = Y, \;w; € I s’appelle une relation sur ().
i=1

Définition 3.4.1. Soit (Q,1) un carquois lié.

(1) Une représentation de (Q,I) est définie telle que :

(i) & chaque point a de @, on associe un k — espace vectoriel M,,
(ii) a chaque fleche o : a — b de Q, on associe une application k-linéaire

pa:Ma_>Mby
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m
(iii) Pour toute relation w = Zl)\iozi,mi .01, 0N €k et oy e Qr, onoa
7=

Tzn: )\zM(az,mz) O--+0 M(CkiJ) = O
i=1

Une telle représentation est notée par M = (Mg, pa)aecqo.aco, - Une représentation est dite

de dimension finie si chaque espace vectoriel M, est de dimension finie.

(2) Soient M = (M, pa) et M" = (M, pl,) deux représentations de Q. Un morphisme de
représentations f : M — M' est la donnée d’une famille de morphismes k-linéaires
(fa: My — M!)aeq, telle que, pour toute fleche o : a — b de Q, on a pfa = fopa-

C’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif :

MaLMb

lfa lfb
Pa

ML

St f: M — M et f': M — M" sont deur morphismes de représentations d’un
meéme carquois @, on définit leur composition par f'f = (fifa)aeq,- Alors la catégorie
de représentations du carquois @) est notée par Rep(Q, 1) et celle des représentations de

dimension finie est noté par rep(Q, ).

Exemple 3.4.2. Soit () le carquois

lié par l'idéal admissible I = (ya). Alors
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est une représentation de (Q,1).

On peut donc énoncer le résultat suivant qui est di a Gabriel et dont la démonstration

se trouve dans |[3].

Théoréme 3.4.3. ([5], IIl. 1.6.) Soit A=kQ/I, ou Q est un carquois fini et I un idéal

admissible de kQ. Il existe une équivalence de catégories E : modA = rep(Q,I).

Remarque 3.4.4. La représentation k-linéaire E(M) = (M, pa)acoacq, €St définie,
pour tout M € modA, par :

(1) Sia est dans Qq, soit e, = e+ 1 l'idempotent primitif correspondant dans
kQJI. Alors M, =e,M.
(2) St v:a - b est dans Q1 et & = a+ 1 est sa classe modulo I, alors on

définit po : My, — M, par po(x) = ax = eyae,x, pour tout © dans M,.

Etant donné un carquois ), la proposition suivante montre qu’il existe une bijection entre

les sommets de ) et les A-modules simples, projectifs et injectifs.
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Proposition 3.4.5. ( [/, II1.2). Soit A=kQ/I, ou Q est un carquois fini et I un idéal
admissible de kQ). Soit a un point de Q).

(1) Le A-module S, est donné par la représentation S, = (Sq(b), S.()), ot

k sia=0b
Sa(b):{ sia=b,

0 sinon

Sa(a) =0, pour tout v € Q.

(2) Le A-module projectif indécomposable P, est donné par la représentation
P, = (P,(b), P,(«)), telle que P,(b) est le k-espace vectoriel ayant pour base
un ensemble de classes p=p+1, ot p est un chemin de a vers b, et pour une
fleche ac: b — ¢, on définit P,(«) : P,(b) — P,(c) comme étant la multiplica-

tion a gauche par &= o+ 1.

(3) Le A-module injectif indécomposable 1, est donné par la représentation
I, = (1,(b),I,()) telle que 1,(b) est le dual du k-espace vectoriel ayant pour
base un ensemble de classes p=p+1, ot p est un chemin de b vers a, et pour
une fleche a: b — ¢, on définit 1,(a) : I,(b) — 1,(c) comme étant lapplica-

tion duale de la multiplication a gauche par & =a + 1.

Exemple 3.4.6. Soit A=kQ, ot Q est le carquois 1o —— 2 . Alors

(1) E(Py) = (M,,pa) est la représentation k-linéaire de Py, = Aey, ot M, est défini ainsi :
st a = 17 M, = 51<A>82 = k<51>;
sia=2, My=¢e9(A)eq = k{a),

et @, est défini comme suit :
Pa = kler) — Ka)
xey — T«
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Donc k{ey) 25 k(o) est une représentation correspondante de Py. Ainsi,

k{e1) = k{a)

b

k———k

f1 : k(51> — k ot fg . k((]l) — k

ou Aep —> A po >

, est un isomorphisme de représenta-

tions.

(2) E(radPy) = (Ja, pa) est la représentation k-linéaire de radPy = k(a), ou J, est défini
amst :

sta=1, J; =0,

sia=2, Jy=Fk{a),

et o est défini comme suit :

Ya 0 — k)
0 — 0

Done 0 22 k{a) est une représentation correspondante de radP;. Ainsi,

Wak

s
0 k

PR

fl : 8 — 8 et f2 : k(a) —

ol
Ao — A7

est un isomorphisme de représentation.
(3) E(Py) = (M,, ) est la représentation k-linéaire de Py = Aey, ot M, est défini ainsi :
sia=1, My =¢e1(A)es =0,
st a = 27 M, = 52<A>82 = k<52>;

et o est défini comme suit :

Ya 0 — kea)
0 +— 0
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Done 0 22 k(es) est une représentation correspondante de Py. Ainsi,

Pao

=
0 k

: : k - y )
ol hi 0 : 0 et f2 (e2) — , est un isomorphisme de représentation.
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CHAPITRE 4

Théorie d’Auslander-Reiten

Au chapitre précédent, nous avons vu quelques techniques de la théorie des carquois
permettant de visualiser les algébres de dimension finie et leurs modules. Cependant,
pour calculer réellement les modules indécomposables et les morphismes entre eux, nous
présenterons dans ce chapitre d’autres outils utiles de la Théorie d’Auslander-Reiten. En
particulier, 'existence de suites presque scindées dans modA et les morphismes irréduc-

tibles.

Partout dans ce chapitre, A est une k-algébre de dimension finie, les A-modules sont de

type fini et les morphismes sont dans modA. Les définitions et résultats sont issus de

[7 ) 77]'

4.1 Morphismes irréductibles

Définition 4.1.1. Un morphisme f: X — Y de A-modules est dit irréductible si :
(1) si f nest ni section, ni rétraction,
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(2) s’il existe des morphismes f1, fo tels que f = fifs alors, fi est une rétrac-

tion ou fo est une section.

X ! Y

N

Z

Lemme 4.1.2. Soit f: X — Y un morphisme irréductible dans modA.

(1) Sig:Y — Y est un isomorphisme, alors h = gf est irréductible.

(2) Sig: X' — X est un isomorphisme, alors h = fg est irréductible.

Démonstration. (1) Si h est une rétraction, alors il existe b’ : Y’ — X tel que hh' = idy-.
Donc gfh' =idy: implique que fh'=g=t. Dot fh'g =idy. Ce qui est absurde car f n’est
pas une rétraction. Donc h n’est pas une rétraction. Si h est une section, alors il existe
h':Y" — X tel que h'h =idx. Donc h'gf =idx. Ce qui est absurde car f n’est pas une
section. Donc h n’est pas une section. Posons h = hihg, o hy: Z — Y et hy: X — Z

pour un Z dans modA. Alors h = hihy = gf implique que f = g~thihs.

Si hy n’est pas une section, comme f = g~'hyhy est irréductible, g~1h; est une
rétraction. Donc, puisque ¢! est une rétraction, par le lemme 1.1.17 (2),

h, est une rétraction.

Par conséquent, h est irréductible.

(2) Si h est une section, alors il existe h' : Y — X’ tel que h'h =idx,. Donc h'fg = idx
implique que h'f = g~1. D’on gh'f =idx.. Ce qui est absurde car f n’est pas une section.

Donc h n’est pas une section. Si h est une rétraction, alors il existe h/: Y — X' tel que
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hh' =idy. Donc fgh' =idy. Ce qui est absurde car f n’est pas une rétraction. Donc h
n’est pas une rétraction. Posons h = hihg, ot hy : Z — Y et hy : X/ — Z pour un 2
dans modA. Alors h = hihy = fg implique que f = hihog™t.

Si hy n’est pas une rétraction, comme f = hihyg™! est irréductible, hog™! est

une section. Donc, puisque g~! est une section, par le lemme 1.1.17 (1), Ay

est une section.

Par conséquent, h est irréductible.

O

Lemme 4.1.3. Soit f: X — Y un morphisme irréductible. Alors, f est un monomor-

phisme ou f est un épimorphisme.

Démonstration. Soit f = jp la factorisation canonique de f

N A

Imf

ou p la surjection canonique et j I'injection canonique. Comme f est irréductible, p est
une section ou j est une rétraction.
Si p est une section, alors p est un monomorphisme, jp I'est aussi. Par consé-
quent, f est un monomorphisme.
Si j est une rétraction, alors j est un épimorphisme, jp I’est aussi. Par consé-

quent, f est un épimorphisme.

]

Lemme 4.1.4. Soient L, M des A-modules indécomposables. Un morphisme f: L — M
est irréductible si et seulement si, f € rad(L, M)\rad*(L,M).
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Démonstration. Nécessité. Supposons que [ est irréductible. Alors, par le lemme 4.1.3
f est un monomorphisme ou f est un épimorphisme. Comme L et M sont indécom-
posables, alors d’aprés la proposition 2.7.1 (3), f € rad(L, M). D’autre part, comme
toute décomposition f = gh de f est telle que h: L — N est une section ou g: N — M
est une rétraction, alors d’aprés la proposition 2.7.1 h ¢ rad(L,N) et g ¢ rad(N, M).
Et par la proposition 1.2.3, f ¢ rad?(L, M).

Suffisance. Supposons que f € rad(L, M)\rad*(L,M). Alors, f € rad(L, M) implique que
f n’est ni section, ni rétraction, d’aprés la proposition 2.7.1. De plus, f ¢ rad?(L, M)
implique que toute décomposition f = gh de f est telle que (h: L — N) ¢ rad(L, N) ou
(9: N— M) ¢ rad(N,M). Et d’aprés la proposition 2.7.1, g est une rétraction ou h

est une section. Par conséquent, f est irréductible.

]

Irr(M,N) :=rad(M, N)\rad*(M, N) est appelé I'espace de morphismes irréductibles de
M vers N.

Soit X un A-module indécomposable. En vertu de la proposition 2.5.4 (3),
Dx = End(X)/rad(End(X)) est un sur-corps. Ce qui nous meéne a énoncer le résultat

plus général qui suit :

Proposition 4.1.5. ( [/], 3.4) Soient X, Y deuzx modules indécomposables et fi, fo

deuz morphismes dans rad(X,Y).

(1) Le morphisme [f1 fg] : X @ X — Y est wrréductible si et seulement st
les classes f1 +rad*(X,Y), fo + rad?(X,Y") sont linéairement indépendantes

sur le sur-corps Dx de k.
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h
f2

classes f1 +rad?(X,Y), fa + rad?(X,Y") sont linéairement indépendantes sur

(2) Le morphisme [ : X — Y @Y est irréductible si et seulement si les

le sur-corps Dy de k.

4.2 Morphismes presque scindés

Dans le but de décrire les A-modules indécomposables d’une algébre A donnée et les
morphismes entre eux, nous consacrons cette section & I'introduction du concept de mor-

phismes presque scindés qui nous seront utiles pour la suite.

Définition 4.2.1. Un morphisme f: X — Y de A-modules est dit :
(1) Minimal a gauche si tout morphisme h € End(Y) tel que hf = f est
un automorphisme.
(2) Minimal a droite si tout morphisme p € End(X) tel que fp=f est un
automorphisme.
(3) Presque scindé a gauche si f n’est pas une section et pour tout
morphisme u : X — Z qui n’est pas une section, il existe un morphisme
u Y — Z tel que u'f = u.
(4) Presque scindé a droite si f n’est pas une rétraction et pour tout
morphisme v : Z — Y qui n’est pas une rétraction, il existe un morphisme
v 4 — X tel que fv' =w.
(5) Minimal presque scindé a gauche si f est a la fois minimal & gauche
et presque scindé a gauche.
(6) Minimal presque scindé a droite si [ est a la fois minimal o droite

et presque scindé a droite.
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Le résultat suivant donne un lien étroit, dans modA, entre les morphismes presque scin-

dés et les A-modules indécomposables :

Lemme 4.2.2. Soit f: X — Y un morphisme dans modA.

(1) Si f est presque scindé a gauche, alors X est indécomposable,

(2) Si f est presque scindé a droite, alors Y est indécomposable.

Démonstration. (1) Supposons que f est presque scindé & gauche et que X = X; @ X,
ou X; et X5 sont des A-modules non nuls. Soient p; : X — X, et ¢; : X; — X pour
(i = 1,2), les projections et l'inclusions canoniques correspondantes. Alors, pour tout
1=1,2, p; n’est pas une section. Et comme f est presque scindé & gauche, alors il existe
un morphisme u; : Y — X; tel que u;f = p;. Comme p; et ¢; sont telles que
lx, sit=j,
Piqi = .
0 sinon
2 2 2
et 1x = qip1+qopo, alors u = (uy) = X qui Y — X. Et donc uf = ¥ quif = ¥ qips = 1x.
i=1 i=1 i=1

Ce qui est une contradiction car f n’est pas une section. Donc X est indécomposable.

(2) Supposons que f est presque scindé a droite et que Y =Y, @ Y5 ou Y] et Y5 sont des
A-modules non nuls. Soient p; : Y — Y; et ¢; : Y; — Y pour (i = 1,2), les projections
et l'inclusions canoniques correspondantes. Alors, pour tout ¢ = 1,2, ¢; n’est pas une
rétraction. Et comme f est presque scindé a droite, alors il existe un morphisme v; :
Y; — X tel que ¢; = fv;. Comme p; et ¢; sont telles que

{1&, sii=j,
biq; = .
0 sinon
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2 2
et ly = qip1 + @apa, alors v = (vy,19) = L vp; Y — X. Et donc fv = Y fup =
i=1 i=1

2
Y qip1 = ly. Ce qui est une contradiction car f n’est pas une rétraction. Donc Y est
i=1

indécomposable.

Théoréme 4.2.3. Soit f: X — Y un morphisme non nul dans modA.

(1) Si f est minimal presque scindé a droite, alors [ est irréductible.

(2) Si f est minimal presque scindé a gauche, alors f est irréductible.

Démonstration. (1) Supposons que f est minimal presque scindé a droite. Alors, f n’est
pas une rétraction et d’apres le lemme 4.2.2 (2), Y est indécomposable. Donc la propo-
sition 2.7.1 (2) implique que f € rad(X,Y"). Si f est une section, il existe g: Y — X tel
que gf =1x. Donc 1x —gf =0 n’est pas inversible. Ce qui est absurde car f € rad(X,Y).
Donc f n’est pas une section. Supposons que f = fify avec f1 : Z — Y, fo: X — Z,

pour un Z dans modA.

Supposons que f; n’est pas une rétraction. Comme f est presque scindé a
droite, il existe f| : Z — X tel que f, = ff{. D’ou f = f1fa = ff{fo. Comme
f est minimal a droite, alors f]fs est un automorphisme. Donc f; est une

section.

Par conséquent, f est irréductible.

(2) Supposons que f est minimal presque scindé a gauche. Alors, f n’est pas une section
et d’apres le lemme 4.2.2 (1), X est indécomposable. Donc la proposition 2.7.1 (1)
implique que f € rad(X,Y"). Si f est une rétraction, il existe g: Y — X tel que fg =1y.
Donc 1y — fg = 0 n’est pas inversible. Ce qui est absurde car f € rad(X,Y). Donc f n’est
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pas une rétraction. Supposons que f = fifs avec fi: Z — Y, fo: X — Z, pour un 7

dans modA.

Si fo n’est pas une section. Comme f est presque scindé a gauche, il existe
f3:Y — Z tel que fo=f3f. Dot f = fife= fifsf. Comme f est minimal &

gauche, alors f; f} est un automorphisme. Donc f; est une rétraction.

Par conséquent, f est irréductible.

Proposition 4.2.4. ( [7], IV. 1.2)

(1) Si les morphismes f: X — Y et f': X — Y' sont minimauz presque
scindés a gauche, alors il existe un isomorphisme h: Y — Y’ tel que f' = hf.
(2) Si les morphismes g: M — N et g’ : M' — N sont minimaux presque

scindés a droite, alors il existe un isomorphisme w: M — M’ tel que g = g'u.

Lemme 4.2.5. §i Y est indécomposable et non projectif, alors un morphisme minimal

presque scindé a droite f: X — Y est un épimorphisme.

Démonstration. Soit f: X — Y un morphisme minimal presque scindé a droite. Comme
Y n’est pas projectif, alors il existe un épimorphisme g : P — Y qui n’est pas une
rétraction. D’aprés la définition un morphisme minimal presque scindé & droite, g = fh
pour un morphisme h : P — X. Comme ¢ est un épimorphisme, alors f est aussi un
épimorphisme.

]

Lemme 4.2.6. Soit f: X — Y un morphisme dans modA. Posons h=gf et p= fq ou

g:Y —Y et q:Y' — X sont des isomorphismes.
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(1) Si f est un morphisme minimal presque scindé a gauche, alors h et p le sont aussi.

(2) Si f est un morphisme minimal presque scindé a droite, alors h et p le sont aussi.

Démonstration. (1) Supposons que f est minimal presque scindé a gauche. Soit u €
End(Y") tel que uh = h. Donc ugf = gf, car h = gf. Ce qui implique que g-lugf = f.
Comme f est minimal & gauche, g 'ug est un automorphisme et donc u est un automor-
phisme car g est un isomorphisme. D’oul A est minimal & gauche. Supposons que h est
une section. Alors il existe h' € Hom (Y, X) tel que h'h =idx. Donc h'gf =idx. Ce qui
est absurde car f n’est pas une section. Soit v : X — Z un morphisme qui n’est pas une
section. Comme f est presque scindé & gauche, il existe un morphisme v : Y — Z tel
que u = vf. Donc il existe un morphisme v’ = vg=': Y’ — Z tel que u = v’h. D’ou h est

presque scindé a gauche. Par conséquent h est minimal presque scindé a gauche.

(2) Supposons que f est presque scindé a droite. Soit p € Enda(X) tel que hp = h. Donc
gfp=gf car h=gf. Ce qui implique que fp = f. Donc p est un automorphisme car f est
minimal & droite. D’oll h est minimal & droite. Supposons que h est une rétraction. Alors
il existe h' € Homa (Y, X) tel que hh' = idy:. Donc gfh' = idy+ implique que fh'g =idy.
Ce qui est absurde car f n’est pas une rétraction. Donc h ne l'est pas. Soit u: Z — Y’
un morphisme qui n’est pas une rétraction. Comme [ est presque scindé a droite et g~'u
n’est pas une rétraction, il existe v : Z — X tel que g~'u = fv. Ce qui implique que
u = gfv=hv. Donc h est presque scindé a droite.

]

Le résultat suivant donne le lien entre les morphismes minimaux presque scindés et les

morphismes irréductibles.
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Théoréme 4.2.7. ( [2], Théoréme 1V.1.10.)
(1) Soit f: M — N un morphisme minimal presque scindé & gauche dans modA. Un
morphisme non nul g : M — X est irréductible si et seulement si g=hf, ou h: N — X

est une rétraction.

(2) Soit f: M — N un morphisme minimal presque scindé a droite dans modA. Un
morphisme non nul g: X — N est irréductible si et seulement si g = fh, ou h: X — M

est une section.

Le corollaire suivant montre que, dans certains cas, les morphismes irréductibles peuvent

étre des composants de morphismes minimaux presque scindés.

Corollaire 4.2.8.
(1) Soit f: M — N un morphisme minimal presque scindé a gauche. Alors, il existe un
morphisme irréductible g : M — L si et seulement si L est un facteur direct non nul de

N.

(2) Soit f: M — N un morphisme minimal presque scindé a droite. Alors, il existe un
morphisme irréductible g : L — N si et seulement si L est un facteur direct non nul de

M.

Démonstration. (1) Nécessité. Supposons que g : M — L est un morphisme irréductible.
D’aprés le théoréme 4.2.7 (1), g = fh, o h : N — L est une rétraction non nulle.

D’aprés le lemme 2.1.7 (3), L est un facteur direct de N.

Suffisance. Supposons que L est facteur direct non nul de N. Alors, la projection cano-

nique p : N — L est une rétraction non nulle . Considérons g = pf. Comme p est une
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rétraction, d’aprés le théoréme 4.2.7 (1), g est irréductible.

(2) Nécessité. Supposons que g : L —> N est un morphisme irréductible. D’aprés le
théoréme 4.2.7 (2), g = hf, ou h : L — M est une section non nulle. D’aprés le

lemme 2.1.7 (2), L est un facteur direct de M.

Suffisance. Supposons que L est facteur direct non nul de M. Alors, I'injection canonique
q: L — M est une section non nulle . Considérons g = fq. Comme ¢ est une section,

d’aprés le théoréme 4.2.7 (2), g est irréductible.

Lemme 4.2.9.
(1) Soit P un module projectif indécomposable. L’inclusion i : radP — P est minimal

presque scindée a droite.

(2) Soit I un module injectif indécomposable. La projection j: I — I[socl est minimal

presque scindée a gauche.

Démonstration. (1) Supposons que P est projectif. Soit v : V' — P un morphisme radi-
cal. Alors v n’est pas une rétractation. Comme P est projectif, v est non-surjectif. Par

conséquent, Imv € radP et donc il existe v’ : V — radP tel que v = w'.

(2) Supposons que [ est injectif. Soit A : [ — L un morphisme qui n’est pas une sec-
tion. Comme h n’est pas injectif, Kerh est non nul. Or socl est essentiel dans I, donc
Kerhnsocl est non nul. Mais socl est simple, et donc socl € Kerh. D’otu h(socl) =0 et

h se factorise par I/socl. Donc il existe u: [/soc] — L tel que h = uj.
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Corollaire 4.2.10.
(1) Soit P un module projectif indécomposable dans modA. Si X est un facteur direct

non nul de radP, alors il existe un monomorphisme irréductible f: X — P.

(2) Soit I un module injectif indécomposable dans modA. Si'Y est un facteur direct non

nul de I/socl, alors il existe un épimorphisme irréductible g: I —Y .

Démonstration. (1) Soit X un facteur direct non nul de radP. Alors, I'injection cano-
nique ¢ : X — radP est une section non nulle . Considérons f = jq, ou j : radP — P.
D’aprés le lemme 4.2.9 (1), j est presque scindée a droite. Donc, d’aprés le théoréme

4.2.7 (2), f est irréductible.

(2) Soit Y un facteur direct non nul de I/socI. Alors, la projection canonique p :
I/socI — Y est une rétraction, donc non nulle. Considérons g = pi, ot i : [ —> I/socl.
D’aprés le lemme 4.2.9 (2), i est presque scindée a gauche. Donc, d’apreés le théoréme

4.2.7 (1), g est irréductible. O

4.3 Suites presque scindées

Dans cette section, nous nous intéressons aux suites presque scindées qui sont particulié-

rement utiles dans la théorie de la représentation des algébres.

f

Définition 4.3.1. Une suite exacte courte 0 L M—2~N 0 est dite

presque scindée si :
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(1) f est minimal presque scindé a gauche, et

(2) g est minimal presque scindé a droite.

Le théoreme suivant donne plusieurs caractérisations équivalentes des suites presque scin-

dées.

f M2 N 0 wune suite exacte

Théoréme 4.3.2. ([3/,1V.1.13.) Soit 0 L

courte de A-modules. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite est presque scindée,

(2) L est indécomposable et g est presque scindé a droite,
(3) N est indécomposable et [ est presque scindé a gauche,
(4) f est minimal presque scindé a gauche,

(5) g est minimal presque scindé a droite,

(6) L et N sont indécomposables, [ et g sont irréductibles.

Soient A une k-algébre de dimension finie et D la dualité standard. Si M est dans modA,

on note T'rM la transposée de M (voir |[3], section IV.2).

La translation d’Auslander-Reiten, notée 7, dans modA est définie par 7 = DT'r et

la translation inverse, 771, est définie par 771 = TrD.
) )

Le théoréme suivant, dii & Auslander et Reiten, montre 'existence des suites presque

scindées dans modA et nous donnent une caractérisation de celles-ci :
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Théoréme 4.3.3. ([5], IV3.1) Soient M et N des A-modules indécomposables.

(1) Si M est non-projectif, alors il existe une suite presque scindée

0 TM L M 0

(2) Si N est non-injectif, alors il existe une suite presque scindée

0 N L 7IN —0

Corollaire 4.3.4. Soit M un module indécomposable dans modA.
(1) Il existe un morphisme minimal presque scindé a droite g: N — M.

(2) Il existe un morphisme minimal presque scindé a gauche f: M — N.

Démonstration. (1) Si M est non projectif. Alors, d’aprés le théoréme 4.3.3 (1), il existe

une suite presque scindée 0 ™M N M 0. D’ou 'existence d’un mor-
phisme minimal presque scindé a droite g : N — M. Si M est projectif, d’aprés le
lemme 4.2.9 (1), il existe un morphisme presque scindé a droite i : N — M, avec

N =radM.

(2) Si M est non injectif. Alors, d’aprés le théoréme 4.3.3 (2), il existe une suite presque

scindée 0 M N M 0. D’ou I'existence d’'un morphisme minimal
presque scindé a gauche g : M — N. Si M est injectif, d’aprés le lemme 4.2.9 (2), il

existe un morphisme presque scindé a gauche j: M — N avec N = M [socM .
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Par le résultat suivant, on déduit que les composantes d’un morphisme irréductibles sont

irréductibles :

S
f2

avec X indécomposable et Y1,Ys non nuls. Alors f1, fa sont irréductibles.

Lemme 4.3.5. Soit St f = : X — Y] @Y un morphisme irréductible dans modA,

Démonstration. D’aprés le corollaire 4.3.4, il existe un morphisme minimal presque
scindé a gauche g : X — Y. D’aprés le théoréme 4.2.7 (2), f=hg,ouh:Y — Yi8Y,
est rétraction. Posant p; : Y1 @Y, — Y la projection canonique, f; = p;f = (p;h)g. D’aprés
le lemme 1.1.17 (2), p;h est rétraction. Donc, d’aprés le théoréme 4.2.7 (2), f; est

irréductible.

Lemme 4.3.6. Soit f: X — Y un morphisme irréductible.

(1) Si Y indécomposable, alors il existe un morphisme f': X' — Y tel que
le morphisme [f f’] : X @ X' — Y soit minimal presque scindé a droite.

(2) Si X indécomposable, alors il existe un morphisme f': X — Y tel que

f
f‘l

le morphisme [ ] : X — Y oY’ soit minimal presque scindé a gauche.

Démonstration. (1) Supposons que Y est indécomposable. D’aprés le corollaire 4.3.4
(1), il existe un morphisme minimal presque scindé a droite g: L — Y. Comme f n’est
pas une rétraction, il existe un morphisme h: X — L tel que le diagramme suivant soit

commutatif :
X
ih , 7
Vs
»
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On a f = gh. Comme f est irréductible et g n’est pas une rétraction, alors h n’est pas une
section. Posons X’ = Cokerh. Alors, il existe f': X' — Y tel que le diagramme suivant

soit commutatif :

On a g = f'p. D’ou l'existence d’un morphisme minimal presque scindé & droite (f, f') :

XX —Y.

(2) Supposons que X est indécomposable. D’aprés le corollaire 4.3.4 (2), il existe un
morphisme minimal presque scindé a gauche p: X — U. Comme f n’est pas une section,

il existe un morphisme u : U — Y tel que le diagramme suivant soit commutatif :

X 2~
7/
Ve
fl/ %/ Ju
Y
On a f =up. Comme f est irréductible et p n’est pas une section, alors u n’est pas une
rétraction. Posons Y’ = Keru. Alors, il existe f': X — Y tel que le diagramme suivant

soit commutatif :

) (A § N v
\~\ T
p
EF NN

X

On a p = if’. D’ou lexistence d’'un morphisme minimal presque scindé a gauche ( ]’:,) :
X—YaoVY'
m
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Lemme 4.3.7. Soit

0 x—t vy 9 .y 0
f! g
0 X/ Y Z 0

un diagramme commutatif de A-modules avec u,v,w des isomorphismes. Alors, la ligne
d’en haut est une suite presque scindée si et seulement si celle d’en bas est une suite

presque scindée.

Démonstration. Nécessité. Supposons que la suite d’en haut est presque scindée. Elle est
donc exacte. Alors d’aprés le lemme 2.1.5, la suite d’en bas est exacte. Par la com-
mutativité du diagramme, on a f'u = vf. Donc f’ = vfu~'. Posons h = vf. Comme f
est minimal presque scindé & gauche et v un isomorphisme, d’aprés le lemme 4.2.6 (1)
h = vf est minimal presque scindé a gauche. Et donc le lemme 4.2.6 (1) implique que

f" est minimal presque scindé a gauche. Donc la suite d’en bas est presque scindée.

Suffisance. Cela suit de ce que 'inverse d’un isomorphisme est un isomorphisme.

]

Lemme 4.3.8. Soit f: X — Y un morphisme irréductible. Si'Y est indécomposable et

non projectif, alors il existe une suite presque scindée :
g/

Démonstration. Supposons que f : X — Y est irréductible. D’aprés le lemme 4.3.6,

oIy

0 7Y X

il existe un morphisme f’': X’ — Y tel que le morphisme [f f’] : X e X' — Y soit
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minimal presque scindé a droite. D’apreés le théoréme 4.3.2, la suite

i

0 L XX’ i Y

est presque scindée. Par conséquent, il existe un isomorphisme h : 7Y — L et un mor-

phisme irréductible gh: 7Y — X. O]

4.4 Carquois d’Auslander-Reiten

Maintenant que les concepts de morphismes irréductibles, de morphismes presque scin-
dés et de suites presque scindées sont introduits, nous définissons, dans cette section, le

carquois d’Auslander-Reiten.

Définition 4.4.1. Soient A une k-algébre de dimension finie sobre et conneze. Le car-

quots d’Auslander-Reiten 'y de A est défini comme suit :

(1) Les points de T'a sont les classes d’isomorphismes [X] des A-modules
indécomposables ;
(2) Pour tous points [X ], [Y'] de T 4, les fleches [ X ] — [Y] sont en bijection

avec les vecteurs de base du k-espace vectoriel Irr(X,Y).

Le résultat suivant découle immédiatement du corollaire 4.2.8.

Lemme 4.4.2. Soit A une algébre de dimension finie avec I' 4 le carquois d’Auslander-
Reiten de A. Soient f : L — M wun morphisme minimal presque scindé a droite et

g: M — N un morphisme minimal presque scindé a gauche.

79



(1) Si X est un module dans ' 4, alors "4 a une flecche X — M si et seulement
X est facteur direct de L.
(2) Si Y est un module dans T 4, alors ' a une fleche M —Y si et seulement

st 'Y est facteur direct de N.

Le lemme suivant donne un lien étroit entre les fleches de I'4 et les modules projectifs et

injectifs de modA :

Lemme 4.4.3. Soient A une algébre de dimension finie avec M —> N une fleche de I 4.

(1) M¢N.
(2) Si N est non projectif, alors il existe une flecche TN — M.
(3) Si M est non ingectif, alors il existe une fleche N — 771 M.

Démonstration. Par définition du carquois d’Auslander-Reiten, il existe un morphisme

irréductible f : M — N. En particulier, f n’est pas un isomorphisme.
(1) Puisque M est de dimension finie, dim(M) = dim(Imf) + dim(ker f).

Si f est un épimorphisme, alors f n’est pas un monomorphisme, et donc
ker(f) est non nul. D’ou dim(M) > dim(N).
Si f est un monomorphisme, alors dim(M) = dim(Imf). Comme f n’est pas

un épimorphisme dim(Imf) < dim(N). D’ou dim(M) < dim(N).

Par conséquent, M n’est pas isomorphe a /N.
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(2) D’apres le lemme 4.3.8, il existe une suite presque scindée

i

0 TN Me M v N

g, :TN — M & M’ est minimal presque scindé a gauche. D’aprés le

Alors, comme
corollaire 4.2.8 (1), g : TN — M est irréductible. D’ou lexistence d’une fleche

TN — M.

(3) Comme, en (2), [f f’] :M &M’ — N est minimal presque scindé & droite, d’apres
le corollaire 4.2.8 (2), g : N — 7'M est irréductible. D’ou1 'existence d’une fléche

N — 7M.

Comme le résultat précédent, le lemme suivant lie les fléches de I'4 et les modules simples

de modA :

Lemme 4.4.4. Soit A une algébre de dimension finie. Soient S et M deux points de I' 4

avec S simple et projectif. Alors

(1) T'4 n'a aucune fleche M — S.
(2) SiT4 a une fleche S — M, alors M est projectif.

Démonstration. (1) Puisque S simple et projectif, d’aprés le corollaire 2.7.2 (1),
rad(M,S) = 0. Donc il n’existe pas de morphisme irréductible f: M — S. D’ou I'4 n’a

aucune fleche M — S.
(2) Si M est non-projectif, alors d’aprés le lemme 4.4.3 (2), I'4 a une fleche 7M — S.
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Ce qui contredit (1). Donc M est projectif.
[

Exemple 4.4.5. Soit A=kQ, ot Q est le carquois 1e —=> 2 . Le carquois d’Auslander-

Reiten est

4.5 Composition de deux morphismes irréductibles

Les résultats énoncés dans cette section sont issus de [10]. Ils nous donnent une idée sur

la composition de deux morphismes irréductibles.

Définition 4.5.1. Soit I'y le carquois d’Auslander-Reiten de modA. Un chemin Yy —
Y| = Y, est dit pré-sectionnel de longueur 2 si Yo est non-projectif implique qu’il existe

un morphisme irréductible f : Yy ® 7Yy — V7.

Lemme 4.5.2. Soit f : M — N un morphisme minimal presque scindé a droite dans
modA tel que M a pour facteur direct X1 ® Xs, ou X et Xy sont indécomposables. St X,

est non injectif, alors 'y a un chemin pré-sectionel X; - N - 771X,.

Démonstration. Comme X7 et X, sont des facteurs directs de M, d’aprés le théoréme
4.2.7 (2), il existe des morphismes irréductibles f;: X1 — N et fo: Xo — N. Suppo-

sons que X est non injectif. D’aprés le lemme 4.4.3 (3), il existe une flecche N — 771 X,.
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Par conséquent, I'4 a un chemin X; - N - 771 X5. De plus, selon le corollaire 4.2.8 (2),
il existe un morphisme irréductible ¢ : X; ® X9 — N. Donc le chemin X; - N - 771X,

est pré-sectionel.

Le résultat suivant est un cas particulier du résultat du lemme 2.5 de [10].

Lemme 4.5.3. Soient fy: Yy — Y] et f1: Y] — Y, deux morphismes irréductibles entre

des modules indécomposables. Si f1fo € rad®(Yy,Ys), alors

(1) Yy est non projectif ;

;
(2) Si 0 7Y, g YieY/ A_fi] Y, 0 est une suite

presque scindée, alors il existe un isomorphisme q: Yy —> T7Y3 dans modA tel

que fo+gqerad®(Yy, Y1) et g'q e rad?(Yo, Y?).

Démonstration. (1) On a la factorisation fify =ts avec (s: Yy — W) e rad?(Yo, W) et
(t: W —Y5) erad(W,Ys,). Soit [f1 fl’] : Y1 @Y/ — Y5 un morphisme minimal presque
scindé & droite. Comme t est dans rad(W,Y3), alors il n’est pas une rétraction. Donc en
appliquant la définition d’'un morphisme presque scindé a droite a [ fi fl’], on montre

qu’il existe un morphisme () : W — Y; @ Y/ tel que le diagramme suivant commute :

1
voy AL
g
~o ]t
Uu S
oW

Par conséquent ¢ se factorise par [ fi fl’] Commet = [ i fi ] ls,], alors [ fi fl’] usu;f 0] =

fi(us — fo) + fiu's = fius — f1fo+ fiu's =ts —ts = 0. Supposons que Y, est projectif, alors
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us — fo
s

(f1, f]) est un monomorphisme, donc non nul. D’ou ] = 0 implique que us— fo =0

et donc fy = us € rad?(Yp, Y7). Ce qui est absurde. Donc Y5 est non projectif.

[5’] L fi]

(2) Supposons que la suite 0 TY3 YieY/ Y, 0 est presque
us — fo

u's

scindée. Alors Im clm lg, . Donc il existe ¢ : Yy — 7Y5 tel que

u's g g9'q u's
us, et donc, fy = us — gq. Supposons que ¢ est dans rad(Yy,7Ys). Comme s est dans

rad?(Yy, W) et g est dans rad(7Ys,Y1), alors fy est dans rad?(Yp, Yr). Ce qui contredit

[us i fo] = [g,] q. Ainsi, [fo 4,- gq] = [US] e rad®(Yp,Y/). Ainsi, on en déduit que fo+gq =

le fait que fy est irréductible. D’ou ¢ ¢ rad(Yy, 7Y3). De plus Yj et 7Y5 sont indécompo-

sables, alors, d’aprés la proposition 2.7.1 (3), ¢ est un isomorphisme.

Le résultat suivant est un cas particulier de 2.7 de [10].

Proposition 4.5.4. Soit Yy ——=Y; ——=Y5 un chemin pré-sectionnel dans le carquois
d’Auslander-Reiten T 5. Alors, il existe deux morphismes irréductibles fo: Yy — Y7 et

f1:Y1r — Y5 tels que fifo ¢ rad3(Yy,Y2).

Démonstration. Comme Yy — Y7 et Y7 — Y5 sont des fleches du carquois I'y4, alors il
existe deux morphismes irréductibles fo: Yo — Y et f1 : Y7 — Y5. Si fi fo n’est pas dans
rad®(Yp,Ys), alors la proposition est valide. Supposons que fi fy € rad3(Yy,Y2). Comme
Yy, Y1 et Ys sont des points du carquois I'4, ils sont indécomposables. Alors, d’aprés le

lemme 4.5.3 (1), Y3 est non projectif. Donc, d’aprés le lemme 4.3.8, il existe une
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i

suite presque scindée 0 TY, YieY/

/
A fil Y, 0. D’aprés

le lemme 4.5.3 (2), il existe un isomorphisme ¢ : Yy — 7Y5 dans modA tel que
fo+9q€rad?(Yy,Y1). Posons I]Z’ = lgg,] q. Alors fo+ h € rad?*(Yy, Y1).
D'ou, fo+rad?(Yy, Y1) = —(h+rad?(Yy,Y1)). En outre, le diagramme

h]
[h/ f f/
0 Y, Y1®Y1'[ 1 1] Y, 0

q
M
g fi A
0 7Yy YleeYl’[l ! Ys 0

est commutatif. Comme ¢ est un isomorphisme, d’aprés le lemme 4.3.7 la suite

h
[h'] LA fi] o L
0 Yo YieY/ Y, 0 (*) est presque scindée. Considé-

rons le morphisme minimal presque scindé a droite ¢ : M — Y;. Comme le chemin

Yo Yi Y5 est pré-sectionnel, par définition, Yy @ 7Y5 est un facteur di-
rect de M. Comme Yj est isomorphe a 7Y5, la somme directe Yy @Y est un facteur directe
de M. Donc il existe un sous-module N de M tel que ¢ = [qbl 02 qbg] YoeYpe N — Y.
Comme ¢ est irréductible, la composante [gbl gbg] :Yp® Yy — Y] de ¢ est irréduc-
tible. Alors, d’aprés la proposition 4.1.5, ¢y + rad?(Yy, Y1) et ¢g + rad?(Yy, Y1) sont
linéairement indépendants sur Dy, = Enda(Yy)/rad(Enda(Yy)). Donc la dimension de
Irr(Yo, Y1) sur Dy, est supérieure ou égale a 2. Comme la famille libre { fo+rad?(Yo, Y1)}
ne contient qu’un seul élément, elle n’est pas une base. Elle est donc non génératrice. D’ou
il existe go: Yo — Y] tel que gg + rad?(Yo, Y1) n’est pas un multiple de fy + rad?(Yp, Y1)
a coefficients de Dy,. Par conséquent, la famille { fo + rad?(Yo, Y1), go + rad?(Yo, Y1)} est
libre sur Dy,. Supposons que figo € rad?(Yy,Y2). En appliquant le lemme 4.5.3 (2) a
la suite presque scindée () ci-haut, on obtient un automorphisme v : Yy — Y; tel que

go + hu est dans rad?(Yp, Yr). Alors, on a (go + hu) + rad?(Yy, Y1) = 0. Clest-a-dire,
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(go+rad?®(Yo,Y1))+ (hu+rad?*(Yy,Y1)) =0. D'ou, go+rad?(Yy, Y1) = —(hu+rad?(Yy, Y1)).
Donc, go +rad?(Yy, Y1) = —=(h +rad?(Yo, Y1))(u +rad(Yy, Yy)). Par conséquent,
go+rad®(Yy, Y1) = (u+rad?(Yo, Y0))(fo+rad(Ys,Y1)). Donc la famille { fy + rad?(Yy, Y1),

go +rad?(Yy, Y1)} est liée. Ce qui est contradictoire car cette méme famille libre. O
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CHAPITRE 5

Algebres dont le carré du radical de la

catégorie de modules est nul

Maintenant que nous avons presque tous le pré-requis, nous démontrons dans ce chapitre
le résultat principal de nos recherches. Nous commencons par présenter quelques résultats

nécessaires omis au chapitre précédent pour enfin, donner le résultat final.

5.1 La nécessité

Dans le chapitre 2, nous avons montré que, pour une algébre A de dimension finie,
rad"(modA) = 0 si et seulement si rad®(X,Y’) = 0 pour tous modules indécomposables
X,Y de modA. Dans cette section, on prend n = 2 pour en déduire les propriétés de

lalgébre A.

Proposition 5.1.1. Soit A une k-algébre de dimension finie telle que rad?*(modA) = 0.
Si 0—=x 1

9 : o o
Y Z 0 est une suite presque scindée, alors Y est indécom-
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posable.

Démonstration. Supposons que Y =Y; & Y,. Posons f = [ﬁ] et g = [g1 92] ou f;=pif,

gi = gq; tels que p; sont les projections canoniques, g; les inclusions canoniques et ¢ = 1, 2.

Comme [91 92] [];1] = 0, car rad?(modA) = 0, et f est le noyau de g, il existe un

morphisme ¢ : X — X tel que ['];1] = [}cj ¢. Donc f1 = fig et fap = 0. Or f; est
irréductible et comme f; n’est pas une rétraction, alors ¢ est une section. Donc, d’aprés
lemme 2.1.8, ¢ est un isomorphisme. Et donc f; = 0. Ce qui est contradictoire. Alors Y
est indécomposable.

]

Proposition 5.1.2. Soit A une algébre de dimension finie. Supposons que rad?(modA) =
0. Si P est un A-module a gauche indécomposable projectif, alors rad(P) est nul ou

simple.

Démonstration. En vertu de la proposition 2.6.17, rad(radP) = rad?(A)P. Comme
rad*(modA) = 0, d’aprés la proposition 2.8.4, rad?(A) = 0. Ce qui implique que
rad(radP) = 0. Alors, d’aprés la proposition 2.6.18, radP = X; @ ---® X,, avec X; des
A-modules simples. Supposons que radP est non nul et n > 1. Alors radP = X;# X, @Y,
o Y est un module qui peut-étre nul. D’aprés le lemme 4.2.9 (1), j : radP — P
est minimal presque scindé a droite. Donc, d’aprés le corollaire 4.2.10 (1), il existe
des monomorphismes irréductibles f; : X; — P, ¢ = 1,2. Comme f; n’est pas une sec-
tion car irréductible, X;, ¢ = 1,2, n’est pas injectif. Donc, d’aprés le lemme 4.5.2,
X, - P - 771X, est un chemin pré-sectionnel. D’aprés la proposition 4.5.4, il existe
des morphismes irréductibles hy : X1 — P et hy : P — 771X, tels que hihy n’appar-

tient pas & rad3(Xy,77'Xs). En particulier, hihy est non nul. Mais, hihy appartient a
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rad?( X1, 771X3), ce qui est contradictoire du fait que rad?(modA) = 0. Alors, radP est
nul ou simple.

]

Lemme 5.1.3. Soit A une algébre de dimension finie telle que rad*(modA) = 0. Alors

tout A-module simple est projectif ou injectif.

Démonstration. Soit S un A-module simple non projectif et non injectif. D’aprés le
lemme 2.7.3, la couverture projective p : P — S est dans rad(P,S) et 'enveloppe
injective j: S — I dans rad(S,I). Alors, jp appartient a rad?(P,I). D’ou jp = 0. Comme
p est un épimorphisme, j = 0. Ce qui est absurde car S est non nul et j est un monomor-
phisme.

]

Proposition 5.1.4. Soit A =kQ/I, ot Q est un carquois fini et I est un idéal admissible
de kQ. Sirad?*(modA) =0, alors I = R2.

Démonstration. Supposons que rad?(modA) = 0. Alors d’aprés la proposition 2.8.4,
rad?*(A) =0+ 2. Ce qui implique que R? ¢ I. Or I est admissible, donc inclus dans R2.
D’ou I = R2.

0

Lemme 5.1.5. Soit A = kQ/R?, ou Q est un carquois. Soient a € Qo un sommet
fixe et aq, ..., a, les fleches commencgant en a. Alors, P, a pour k-base [’ensemble

{eq, 00+ R?, ... oy + R?}. De plus, radP,, a pour base l’ensemble {a1 + R?, ... a, + R?}.
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Démonstration. D’aprés la proposition 3.3.1 (1), P, se compose des combinaisons
linéaires de classes modulo R? des chemins commencant en a. Comme les classes modulo
R? de chemins commencant en a de longueur au moins 2 sont nuls, P, se compose des

combinaisons linéaires de classes modulo R? de chemins commencant en a de longueur

au plus 1. C’est-a-dire, P, est engendré par la famille {e,, a1 + R?, ..., o, + R?}. De plus,
d’apreés le lemme 3.2.10, e,y + R?, ..., , + R? sont linéairement indépendants. Donc
{eq, 00 + R%, ... oy, + R?} est une k-base de P,.

O

Proposition 5.1.6. Soit A = kQ/I, ot I est un idéal admissible, telle que rad?(modA) =
0. Pour tout point a de @, il existe au plus une fleche commencgant en a et au plus une

fleche se terminant en a.

Démonstration. Considérons le A-module projectif indécomposable a gauche P, = Ae,,
avec a € (Jg. Soient «yq,...,a, les fleches commencant en a. D’aprés le lemme 5.1.5,
radP, a pour k-base {a; + R?,...,as + R?}. De lautre coté, d’aprés la proposition
5.1.2, radP, est simple. Ainsi, en vertu du lemme 3.3.3, radP, = S,. Donc, d’aprés la
proposition 3.3.2 (1), radP, est de dimension 1. D’ou, s = 1.

Dualement, d’aprés la proposition 2.9.4, rad?(modA) = 0. Comme A% = kQ°P/I°P si
B, .., B sont les fleches de @ se terminant en a, alors 577, ..., 5" sont les fleches de QP

commencant en a. D’ou, t = 1.

O

Proposition 5.1.7. Soit A =kQ/I, ou Q est un carquois connezxe et I un idéal admis-
sible de kQ. Si rad?(modA) = 0, alors Q se compose d’un point, ou bien d’une fléche

entre deux points distincts.
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Démonstration. Supposons que () a un chemin a - b - ¢. Soit S, le A-module simple
associé au point b. D’aprés la proposition 3.3.4, S, est non projectif et non injectif.
Ce qui est absurde car, d’aprés le lemme 5.1.3, tout A-module simple est projectif ou
injectif. Donc ce chemin n’existe pas et en particulier, si a = b = ¢, il n’existe aucune
boucle dans (). De plus, d’aprés la proposition 5.1.6, tout point de () est la source d’au
plus une fléche et est le but d’au plus d’une fléche. Ainsi, le carquois () se compose d’un

point, ou bien d’une fleche entre deux points distincts puisqu’il est connexe. O

5.2 Le résultat principal

Dans le but d’énoncer le résultat principal de ce mémoire, nous commencons par quelques

résultats qui simplifieront la preuve du théoréme final.

Lemme 5.2.1. Soit A = kQ, ot Q est le carquois 1o —— @2 . Considérons l'inclusion

canonique j :radPy —> Py et la projection canonique p: P, — Sy. Alors

(1) Homa(radPy, Py) = k(j).

(2) Homs(P1,S1) = k(p).

(3) rad(S1, M) =0, pour tout A-module M.
(4) Py est injectif.

Démonstration. (1) Soit f € Hom a(radPy, P;) un morphisme A-linaire. Comme {1, a}
est une base de Py, f(«) = t1e1+taq, t1,t2 € k. Ona a = exa. Done f(a) = f(e2a0) = eaf ().
Alors tie1 + taar = exf(0) = 18961 + Ealacx = 0 + taar. Ce qui implique que t; = 0. D’on
f(a) = taa. Soit u dans radP;. Comme {a} est une base de radP;, u = A\, o A € k.

Donc f(u) = f(Aa) = Af(a) = Mo = toda = tou = (t2id) (u). Done f = toid.
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(2) Soit g : P, — S; la projection canonique. Comme {e1,a} est une base de P; et
{€1 + radP,} une base de S, on a g(e1) = Aey + radPy, ou A € k et g(a) = g(ae;) =
ag(er) = a(Aey +radPy) = Aa+radPy = 0+radP; car o n’est pas dans S;. De plus tout u
dans Py s’écrit u = t1e1 + tav, OU tq,19 € k. Donc g(u) =t19(e1) + tag(a) = t1Aeq + radPy =

Atier +radPy) = Ap(u). D’ou g = Ap.

(3) Soit f : S; — M un morphisme non nul dans rad(.Sy, M) représenté par le diagramme
commutatif suivant :

k——0

b s

M, 22~ M,
Posons u; = f1(1) € M;. Supposons que u; = 0. Alors, pour A € k, on a fi(A) = Af1(1) =0.
Donc f; = 0. Ainsi, f =0, car fo =0. Ce qui est absurde. Dot u; # 0 et donc la famille
{uy} est libre. Comme M), est de dimension finie, la famille libre {u;} est contenue dans
une base {uy,us, ..., u,} de M. Considérons 'application linéaire
g My — K

ity —> Ay
1

3

Ainsi, pour tout A € k, g1 f1(A) = g1(f1(N)) = g1(Af1(1)) = g1(Aug) = A. Done gy f1 = idy.

Posons g, = 0 et soit g : M — S7 un morphisme dont la représentation est :

MlLMQ

-k

k——0
Alors gf =idg,. Comme f est dans rad(Sy, M), ids, — gf = 0 est inversible. Ce qui est
absurde. Donc rad(S1, M) =0, pour tout A-module M.
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(4) Soit f : P, — M un monomorphisme représenté par le diagramme commutatif
suivant :

1

k——Fk
jfl ljé
M, Py M,
Alors f; et fy sont tous non nuls. Ainsi, u; = fi(1) € My et v; = fo(1) € My sont non

nuls. Comme Im(p,) est de dimension finie, la famille libre {v;} est contenue dans

une base {vi,...,v,} de Im(p,). De méme, la famille libre {vy,...,v,} est contenue
dans une base {v1,...,Un, Uns1, ..., Uy} de My. Puisque les v; sont dans Im(p,), alors
v; = palu;), © = 1,...,n. Prenons une base {wy,...,w,} de Ker(p,) et supposons que

n p n P n p

Z:l )\iuﬁ Zl Hiw; = 0, ou )\Z',/Lj € k. Alors pa('z:l )\iui-i- Zl ,ujwj) = Z:l )\ipa(ui)+ Zl ,ujpa(wj) =

1= Jj= 1= j= 1= j=

0. Or po(w;) =0. Donc ¥ Aipa(u;) = Y Njv; = 0. Alors A; = 0, car la famille {vq,...,v,}
=1 =1

n p p
est libre. Ainsi, I'équation ), A\ju; + Y pjw; = 0 devient ). pjw; = 0. Et donc, p1; = 0 car la
i=1 j=1 j=1

famille {w, ..., w,} est libre. Par conséquent, {uy, ..., up, wr, ..., w,} est libre. Soit u € M;.
Alors, dans Im(py), pa(u) = i A\iv; = i Aipa(u;) = pa(i Ai;). Done po(u— i i) = 0.
i=1 i=1 i=1 i=1

n n p
D’ou u— Y, \ju; est dans Ker(p,). Par conséquent, u— Y \u; = Y. pjw;. Ce qui implique
=1

i=1 i=1
n p

que w = Y, \ju; + Y. pjw;. Donce la famille {uy, ..., upy, w1, ...,w,} est une base de M;. Il
i=1 j=1

existe donc les applications linéaires

g - M1 —> k

P
ZN’U@' — A\
i=1

et

92 M, — k
> Vv >
t=1

Pour tout u dans My, on a (g2p4 — 1) (1) = gopa(u) —g1(u) = 92(2 Aiv;))=A1=A1—-A1 =0.
D’olt gapa = g1- Donc g = (g1, 92) est un morphisme. Ainsi, pour tout A € k, g1 f1(\) =
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91(fi(N) = g1 (M f1(1)) = g1(Aur) = A et gafo(A) = g2(f2(N)) = g2(Af2(1)) = ga(Av1) = A.
Donc ¢ fi1 = idg et gofy =idg. Dot gf =idp,. Ce qui prouve que f est une section et donc
P, est injectif.

O

Lemme 5.2.2. Soit A =kQ, ot Q est le carquois 1o —— 2 . Considérons l’inclusion

j:radP, — Py et la projection p: P, — S1. Alors

(1) radP, = P, = Ss.

(2) 5 est minimal presque scindé a gauche.
(3) p est minimal presque scindé a gauche.
(4) rad?*(radPy, Py) = 0.

(5) rad*(P;,S1) =0.

Démonstration. (1) Ona Py =k<ey,a>, Po=k<ey>et radP; = k < o >. Par définition,
le A-module simple Sy est donné par Sy = Py/radPy = k < €5 >= Py car radP» = 0. De plus

I’application
f+ P — radP
Aeg — A

est un isomorphisme. Donc radP; = P, = S,.

(2) Comme radP; est indécomposable, d’aprés le corollaire 4.3.4 (2), il existe un mor-
phisme minimal presque scindé a gauche g : radP;, — M. Alors, comme j n’est pas
une section, il existe un morphisme p : M — P; tel que j = pg. D’aprés le lemme

4.2.9 (1), j est minimal presque scindé a droite. Il est non nul, donc irréductible.

D’ou p est une rétraction. Donc la suite exacte 0 kerp Lo M-L2-p 0 est
scindée. Ainsi, M = kerp @ P;. Supposons que p n’est pas un monomorphisme. Alors

kerp =N & L, ou N est indécomposable. Ainsi, M =~ P, & N @ L. D’apreés le corollaire
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hy
ha
le lemme 4.3.5, hy : radP; — N est irréductible. Comme radP; @ P, = S5, d’aprés

4.2.8 (1), il existe un morphisme irréductible h = :radPp — Py @ N. D’aprés
le lemme 4.4.4 (2), N est projectif. Mais P; et P, sont les seuls modules projectifs
indécomposables et d’aprés le lemme 4.4.3 (2) N n’est pas isomorphe a P,. Donc
N = P;. D’aprés le lemme 4.1.2 (1), on peut supposer que M = P, & P, & L. Ainsi,

on a un morphisme irréductible :radP, — Py & P;. Donc d’aprés la proposition

hy
ha
4.1.5 (2) , hy + rad®*(radPy, P) et hy + rad2(radP;, Py) sont linéairement indépendants
sur Dp, = Enda(Py)/rad(Ends(Py)). Or, d’aprés la proposition 3.3.5 (2), Dp, =
k(id)/rad(k(id)) = k. Ce qui implique que hy + rad?(radPy, Py) et hg + rad*(radP;, P;)
sont linéairement indépendants sur k. Mais, d’aprés le lemme 5.2.1 (1), h; = \;j, ou
i € k, i =1,2. Et par conséquent, hy + rad?(radPy, Py) et hy + rad?*(radP;, Py) sont li-
néairement dépendants. Ce qui est absurde. Donc p est un monomorphisme. Comme g

est minimal presque scindé & gauche et p est un isomorphisme, d’apres le lemme 4.2.6

(1), j est minimal presque scindé a gauche.

(3) Comme ker(p) = radP; = k < o >, p n’est pas une section. Soit un morphisme
f: PL — M qui n’est pas une section. Puisque, d’aprés le lemme 5.2.1 (4), P est
injectif, f n’est pas un monomorphisme. Donc il existe u = Ae; + pa non nul dans P; tel

que f(u) =0 et donc A et u ne sont pas tous les deux nuls.

siA=0et pu#0, f(u)=f(ua)=pf(a)=0. Donc f(a)=0;

si A est non nul. On a e1u = e1Xe; + eua = Aeg. D’ou f(e1) = 0. Et donc

flagr) =af(e1) = f(a)=0.
Comme la projection p: P, — 57 est le co-noyau de j : radP; — P; et que fj =0, en
appliquant la définition du co-noyau, il existe h : S; — M tel que hp = f. Alors p est
presque scindé a gauche.

Soit h dans End(Sy) tel que hp = p. Or d’aprés la proposition 3.3.5 (1), h = Aidg,, ou
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A est non nul dans k. Donc h est un automorphisme. Alors p est minimal a gauche.

Par conséquent, p est minimal presque scindé a gauche.

(4) Soit f € rad*(radPy, Py) € Homa(radPy, Py). Alors d’aprés le lemme 5.2.1 (1),
f=Xj,ou Aek. Or, d’aprés (2), j: radP, — P; est minimal presque scindé a gauche.
Et donc irréductible, en vertu du théoréme 4.2.3 (2). Ainsi, d’aprés le lemme 4.1.4,
j ¢ rad?*(radPy, Py). D'ou, j +rad?(radP;, Py) est non nul dans Irr(radP;, Py). Si A 0,
alors \j + rad?(radPy, Py) # 0. Donc \j = f ¢ rad?(radPy, Py). Ce qui est absurde. D’ou
A =0 et donc f =0. Par conséquent, rad?(radPy, P;) = 0.

(5) Soit g € rad?(Py,S1) € Homa(P1,S1). Alors d’aprés le lemme 5.2.1 (2), g = up, o
p€ k. Or, selon (3), p: P — S7 est minimal presque scindé a droite. Et donc irréductible,
d’aprés le théoréme 4.2.3 (1). Ainsi, en vertu du lemme 4.1.4, p ¢ rad?( Py, S;). D'ou,
p+rad?( Py, S1) est non nul dans Irr(P;,Sy). Si p#0, alors up +rad?( Py, S1) # 0. Donc

up = g ¢ rad*(Py,S1). Ce qui est absurde. D’ou = 0 et donc g = 0. Par conséquent,
TadQ(Pl,Sl) =0.

Lemme 5.2.3. Soit A = kQ, o Q est le carquois 16 —— &2 . Alors le carquois d’Auslander-

Reiten est

avec TS = 9.
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Démonstration. D’aprés le lemme 5.2.2 (5), rad?(Py,S1) = 0. Donc dim(Irr(Py,S1)) =
dim(k <p>) =1. Alors, il existe une et une seule fleche a: P, = S;. De méme, d’aprés le

lemme 5.2.2 (4), dim(Irr(Ssy, P1)) = dim(k < j >) = 1. Alors, il existe une et une seule

fleche B : So -» P;. Comme la suite 0 ——radP; J P b Sy 0 est presque
scindée, radP; 2 757. Or radP; 2 S,. Donc Sy 2 7.57.

D’aprés le lemme 5.2.1 (3), rad(S1, M) = 0, pour tout A-module M. D’ou Irr(S;, M) =
0. Donc il n’y a aucune fléche commencant en S;. Supposons qu’il existe une fléche
o' M — S;. Comme p: P, — 57 est un morphisme minimal presque scindé & droite,
d’aprés le lemme 4.4.2 (1), P, x M & M'. Or P; est indécomposable, donc M’ =0. D’oul

P~ M. Comme « est la seule fleche de P; vers Si, on a o = a.

Puisque S5 et projectif, d’aprés le corollaire 2.7.2 (1), rad(M,Sy) = 0, pour tout
A-module M. Donc il n’y a aucune fléeche se terminant en S5. S’il existe une fléche
B : Sy > N. Comme j: Sy — P; est un morphisme minimal presque scindé a gauche,
d’aprés le lemme 4.4.2 (2), Py 2 N@® N’. Or P; est indécomposable, donc N’ =0. D’ou
P2 N. Comme (3 est la seule fleche de Sy vers P, on a ' = [5.

S’il existe une fleche 6 : X - P;. Comme j : Sy — P; est un morphisme minimal presque
scindé a droite, d’aprés le lemme 4.4.2 (1), Sy 2 X @ X'. Or P; est indécomposable,
donc X’ = 0. D'ou P, 2 X. Comme [ est la seule fleche de S5 vers P, on a 6 = [3.
Supposons qu’il existe une fleche ¢ : P, - Y. Comme p : P, — S est un morphisme
minimal presque scindé a gauche, d’aprés le lemme 4.4.2 (2), S; 2 Y oY’ Or S; est
indécomposable, donc Y’ = 0. D’ou S; 2 Y. Comme « est la seule fleche de P vers Sy,

on a o = Q.
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Supposons que M est un A-module indécomposable non isomorphe a aucun des A-
modules Sy, P, Ss. Soit m: P’ — M la couverture projective de M. D’aprés le théoréme
2.5.2, PP=P/®---® P}, ou les P/ sont indécomposables pour tout 1 <¢ <n. Comme P’
est projectif, les P! sont projectifs. Ainsi f =[fi... f,], ot f; : P/ — M ne sont pas tous
nuls. Alors il existe 1 < s < n tel que le morphisme f; : P — M est non nul. Posons
P = P! qui est indécomposable projectif et f = fs: P — M qui est non nul. Comme P et
M sont indécomposables et f n’est pas un isomorphisme, d’aprés la proposition 2.7.1
(3), f est dans rad(P, M) et donc, d’aprés la proposition 2.7.1 (1), f n’est pas une
section. Puisque P; et P, sont les seuls modules projectifs indécomposables dans modA,
PxPouPzh.

Si P = P,. Comme la projection p : P, — S est minimal presque scindé a gauche et
f PP — M n’est pas une section, il existe u : S; — M tel que f = up. De plus M
n’est pas isomorphe & S;, d’aprés la proposition 2.7.1 (3), u est dans rad(S;, M). Or,
d’aprés le lemme 5.2.1 (3), rad(S;, M) =0. Donc f =up=0. Ce qui est absurde.

Si P =P, = radP,. Comme l'inclusion j : radP; — P; est minimal presque scindé a
gauche et f: P, — M n’est pas une section, il existe v : P, — M tel que f = vy,
v # 0. De plus M n’est pas isomorphe & P;, d’aprés la proposition 2.7.1 (3), v est dans
rad(Py, M). De méme, comme v : P, — M n’est pas une section et p : P, — S; est
min presque scindé & gauche, il existe v’ : S; — M tel que v = v'p. Mais M n’est pas
isomorphe a S, d’aprés la proposition 2.7.1 (3), v/ est dans rad(S;, M) qui est nul.
C’est absurde car v est non nul.

Par conséquent, Py, P, et S} sont les seuls modules indécomposables & isomorphisme preés

dans modA.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et de prouver le résultat principal de nos

recherches :
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Théoréme 5.2.4. Soit A=kQ/I, ot Q est un carquois conneze et I un idéal admissible
de kQ. Alors rad?(modA) = 0 si et seulement si Q se compose d’un point, ou bien se

compose d’une fleche entre deux points distincts.

Démonstration. Nécessité. Supposons que rad?(modA) = 0. Alors, d’aprés la proposi-
tion 5.1.7, le carquois () se compose d’un point, ou bien d’une fléche entre deux points

distincts.

Suffisance. Supposons que ) se compose d'un seul point. Alors, kQ = k{e1) = k. Donc

rad(modA) = 0. Par conséquent, rad?(modA) = 0.

Supposons que @ est le carquois 1e —*= 2 composé d'une fléche entre deux points dis-
tincts. D’aprés la proposition 2.8.3, il suffit de vérifier que rad?(M,N) = 0 pour tous
modules indécomposables M, N de modA. Or, d’aprés le lemme 5.2.3, Sy, P; et S; sont
les seuls modules indécomposables de modA. Ainsi, M et N sont isomorphes & I'un de

ces modules indécomposables.

Soit f un morphisme dans rad(M, M). D’aprés la proposition 3.3.5, f = \id, avec
A€ k. Si X est non nul, alors f est un isomorphisme, absurde. Donc, A =0, et donc, f = 0.

Ceci montre que rad(M, M) = 0. Par conséquent, rad?(M, M) = 0.

Comme Sy est projectif simple, D’aprés le corollaire 2.7.2 (1), rad(M,S;) = 0. Donc
T’CLd2(Sl, SQ) = rad2(P1,Sg) =0.
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Comme S5 2 radPy, d’apreés le lemme 5.2.2 (4), rad?(S,, P1) = 0. Soit f € rad?(Ss, St).
Alors f = gh, ot g e rad(L,S1), h € rad(Sy, L) et L € modA.Comme j : Sy —> P; est mini-
mal presque scindé a gauche, il existe u : P, — L tel que h = uj. Comme p: P, — S est
minimal presque scindé a droite, il existe v: L — P tel que g = pv. Ainsi f = gh = pvuj.
Mais vu est dans Enda(P;). D’aprés la proposition 3.3.5 (2), vu = Midp,, avec A € k.
Donc, f = gh =pvuj = pAidp,j = Apj = 0. Par conséquent, rad?(S,,51) =0

D’aprés le lemme 5.2.2 (5), rad?(P;,S;) = 0. Enfin, d’aprés le lemme 5.2.1 (3),
rad(Sy, M) =0, pour tout M. Donc rad?(Si, P1) =0.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons classifié les algébres A de dimension finie dont le carré du

radical de la catégorie des modules, rad?(modA), est nul.

Apres avoir introduit le concept d’idéal dans une catégorie k-linéaire, nous avons vu au
chapitre 2 que, pour une k-algébre A de dimension finie, rad(modA) = 0 si et seulement

si, A est semi-simple.

Puis nous avons montré au chapitre 5 que, pour une algébre A = kQ/I, ot ) est un
carquois connexe et [ un idéal admissible de kQ, rad?(modA) = 0, si et seulement si Q)

se compose d'un point, ou d’une fléche entre deux points distincts.

Partant de ce dernier résultat, il est tout a fait logique de chercher & savoir se qui se

passe dans le cas ou rad®(modA) = 0, pour n > 3.
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