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SOMMAIRE

Cette thése comprend les résultats de trois articles dont deux sont publiés. L’un a été
rédigé par I'auteur et I’autre par ’auteur ainsi que son directeur. Le dernier article est en
cours de rédaction. Les résultats de cette thése qui apparaissent dans ce dernier article
ont tous été travaillés par 'auteur. Cette thése comprend donc des résultats qui touchent

des sujets de l'algébre légérement différents.

La premiére partie de la thése s'intéresse aux algebres strictement stratifiées. Nous mon-
trons qu’une algeébre strictement stratifiée a toujours une dimension finitiste injective
finie et nous donnons une borne pour celle-ci. Nous montrons également que tout module
simple de dimensions injective et projective finies n’admet pas d’auto-extension non nulle.
Ceci montre une version plus faible de la conjecture forte d’abscence de boucles (Strong
no loop conjecture, en anglais). Finalement, nous montrons qu’une algébre strictement
stratifiée a toujours un déterminant de Cartan positif. De plus, nous montrons que ce
déterminant vaut un si et seulement si la dimension globale de I’algébre est finie. Cela
montre, en particulier, la conjecture du déterminant de Cartan et sa réciproque pour la

classe des algébres strictement stratifiées.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons a la catégorie stable injective (ou projec-
tive) d’une algébre d’Artin. Nous montrons qu’elle est triangulée si et seulement si A

est stablement équivalente a une algébre auto-injective, si et seulement si A est auto-

i



injective ou de Nakayama de longueur de Loewy deux. Nous montrons également que ces
conditions sont équivalentes a demander que la catégorie stable injective soit faiblement
abélienne. Ce résultat montre la réciproque d’un résultat de Happel (voir [22, théoréme

2.6]) affirmant que si A est auto-injective, alors la catégorie stable injective est triangulée.

Finalement, la derniére partie de cette thése s’intéresse aux représentations localement de
dimension finie d’un carquois () sur un corps algébriquement clos. Nous supposons que ()
est infini, connexe, localement fini et fini par intervalle. Nous nous intéressons a I’existence
de suites presque scindées dans la catégorie qui contient ces représentations, notée rep(Q).
Nous montrons, en particulier, que pour tout objet X de rep™(Q), la sous-catégorie pleine
de rep(Q)) des représentations de présentation finie, il existe une suite presque scindée
dans rep(Q) se terminant en X. Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes
pour que la catégorie rep™(Q)) admette des suites presque scindées a droite ainsi que
des suites presque scindées. Sous 'hypothése que rep™(Q) admette des suites presque
scindées a droite, nous étudions les composantes du carquois d’Auslander-Reiten de la
catégorie rept(Q). Nous donnons une description compléte de ces composantes. Nous
montrons qu’il existe deux types de composantes réguliéres. Celles de type ZA ., et celles
de type N”A,,. Nous montrons également que le nombre de telles composantes est fini si
et seulement si le carquois @ est de type Dynkin infini. Nous montrons finalement que si
le carquois () satisfait & une certaine condition sur ses marches acycliques infinies, alors

toutes les composantes réguliéres du carquois d’Auslander-Reiten sont de type N™A .
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INTRODUCTION

La théorie des représentations des algebres associatives a pour but principal I’étude de la
catégorie des modules d’une algébre associative A. Souvent, nous supposons que I'algébre
A est une k-algébre d’Artin (k étant un anneau commutatif artinien). La condition donnée
sur A est en quelque sorte une condition de finitude qui nous permet d’avoir un minimum
de propriétés sur la catégorie des A-modules. Parfois, on restreint davantage les objets

d’étude aux algébres de dimension finie sur un corps k.

Il y a plusieurs fagon d’aborder 1’étude de mod(A), la catégorie des A-modules & droite
de présentation finie. L’une d’elle consiste a étudier les propriétés homologiques de cette
catégorie. Parmi les propriétés homologiques de cette catégorie, on note les propriétés
des foncteurs dérives de M ®4 —, — ®4 N, Homa (M, —) et Homu(—, M) avec M un
module de mod(A) et N un module de mod(A°P). L’étude de ces foncteurs fait intervenir
la notion de dimension homologique. Parmi les dimensions homologiques connues, des
plus importantes sont les dimensions projective et injective d’un module. Ces dimensions
donnent lieu a ce que 'on appelle la dimension finitiste d’une algébre. L’une des conjec-
tures les plus populaires en théorie des anneaux dit que cette dimension est toujours
finie lorsque A est une algébre d’Artin. Pour certaines classes d’algébres ayant de bonnes
propriétés homologiques, la dimension finitiste est plus facile & étudier. Dans cette thése,

nous étudions cette dimension pour une certaine classe d’algebres. D’autres conjectures



homologiques, telles la conjecture du déterminant de Cartan et la conjecture d’absence

de boucles, sont aussi étudiées.

Ensuite, il va de soi que nous pouvons étudier la catégorie mod(A) comme telle, c¢’est-
a-dire dans son ensemble, en tant que catégorie. Nous savons, par exemple, qu’elle est
abélienne et qu’elle admet suffisamment d’objets injectifs et projectifs. Il est bien connu
que si A est auto-injective, les catégories stables associées & mod(A) sont des catégories
triangulées. La deuxiéme partie de la thése consiste a étudier la réciproque de 1’énoncé
cité plus haut : si les catégories stables associées & mod(A) sont triangulées, est-ce que
A est une algébre auto-injective (ou du moins, stablement équivalente a une algébre

auto-injective) ?

Finalement, une troisiéme fagon d’étudier mod(A) est d’étudier les morphismes de cette
catégorie. La théorie d’Auslander-Reiten est I'outil clé pour faire cette étude. Cette théo-
rie étudie les morphismes dit irréductibles de la catégorie mod(A). Ce sont, grosso modo,
des morphismes qu’on ne peut factoriser davantage. Cette théorie est bien connue pour les
algébres d’Artin. La troisiéme partie de cette thése portera sur I’étude des morphismes ir-
réductibles pour des modules sur une algébre qui n’est pas une algébre d’Artin (et donnée
par un carquois infini). Les morphismes irréductibles entre les modules indécomposables
donnent lieu a ce que 'on appelle le carquois d’Auslander-Reiten de la catégorie de mo-
dules. Nous étudions les composantes connexes de ce carquois pour une certaine catégorie
de modules qui correspondent a des représentations sur un carquois infini. Notons que les
carquois infinis et localement finis de méme que les représentations de ces carquois inter-
viennent dans I’étude de la catégorie dérivée bornée d’une algébre d’Artin de longueur de
Loewy deux (voir, par exemple, [11]|) et dans I’étude des revétements d’un carquois fini
non-acyclique (voir [14]). D’ou I'importance d’étudier les représentations d’un carquois

infini et localement fini.



CHAPITRE 1

Quelques rappels en algébre non

commutative

Dans ce chapitre, nous donnons un rappel de certaines notions reliées aux algébres d’Artin
et aux modules sur ces algébres. Nous supposons que le lecteur est déja quelque peu
familier avec I'algébre non commutative et la théorie des représentations des algébres.

Les notions de base en algébre non commutative peuvent se trouver dans [3].

Soit A une k-algébre associative ot k est un anneau artinien commutatif. Plus loin, nous
supposerons que k est un corps. Mais dans ce chapitre, nous gardons le cas le plus général
ou k est artinien, a moins d’indications contraires. Nous supposons aussi que A est une
algébre d’Artin sur k, dans le sens ou A, en tant que k-module, est de longueur finie sur
k. Nous notons Mod(A) la catégorie des A-modules & droite et mod(A) la catégorie des
A-modules & droite de présentation finie. A moins d’avis contraire, tout A-module, dans
cette thése, est un A-module a droite. Remarquons que les deux catégories précédentes
sont abéliennes. Notons aussi que puisque A est une algébre d’Artin, un A-module est

de présentation finie si et seulement si il est de type fini.



Le radical de Jacobson de A sera noté rad(A). Rappelons que le radical est un idéal
bilatére de 'algébre. De plus, dans le cas d’une algébre d’Artin, c¢’est un idéal nilpotent
tel que l'algébre quotient A/rad(A) est semi-simple. L’indice de nilpotence du radical est
appelé la longueur de Loewy de A. On note A°P 1’algébre opposée de A. La donnée
d’un A-module a gauche revient a la donnée d’'un A°P-module a droite. Nous ferons donc
cette association au cours de cette thése. Finalement, on note D la dualité standard
de mod(A) vers mod(A°P). Cette dualité est le foncteur Homy(—,U(k)) : mod(A) —
mod(A°) ou U(k) est une enveloppe injective du k-module k. Notons que si k est un
corps, on a D = Homy(—, k). Notons aussi que, bien que D soit un foncteur de Mod(A)

vers Mod(A°P), D n’est pas une dualité entre ces deux catégories.

1.1 Notions homologiques

Soit M un A-module. Les foncteurs Ext’, (M, —) et Tor:*(M, —), i > 1, sont définis comme
foncteurs dérivés de Homy (M, —) et M ® 4 —, respectivement. De méme pour les foncteurs
Ext!,(—, M) et Tor(—, N) lorsque N est un A°P-module. Nous utiliserons a plusieurs
reprises les foncteurs d’extension Ext’(—, M) et Ext’ (M, —). Pour pouvoir définir ces
foncteurs, il faut que la catégorie Mod(A) admette suffisamment d’objets projectifs et
injectifs. C’est le cas si A est une algébre d’Artin. Remarquons que si ce n’est pas le cas,
on peut tout de méme définir les foncteurs d’extension au moyen de classes d’équivalence
de suites exactes courtes. Pour plus de détails concernant ceci, le lecteur est invité a

consulter [33].
Rappelons les résultats suivants qui seront fort utiles dans le chapitre 4.
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Proposition 1.1.1. Soit 0 - L — M — N — 0 une suite exacte courte de A-modules.

Alors pour X € Mod(A), le foncteur Hom (X, —) induit une suite exacte longue

0 — Homu(X, L) - Homyu (X, M) — Homu (X, N)
— Ext} (X, L) — Exty (X, M) — Ext}(X,N) — -

— Ext'y(X, L) — Ext’y (X, M) — Ext'y(X,N) — -
de k-modules et le foncteur Homy(—, X) induit une suite exacte longue

0 — Homyu (N, X) — Homyu (M, X) — Homy (L, X)
— Ext(N, X) — Ext! (M, X) — Ext4(L, X) — ---

— ExtY (N, X) — Ext'y(M, X) — Ext’ (L, X) — - -

de k-modules.

Pour M € Mod(A), la dimension projective de M, notée dp,(M) (ou dp(M) s’il n’y
a pas de risque de confusion), est le plus grand entier non négatif i, s’il existe, tel que
Ext’ (M, —) est non nul. Ici, on a identifié Ext%(—,?) & Hom(—, ?). Si cet entier n’existe
pas, on pose dp (M) = co. De méme, la dimension injective de M, notée dis(M) (ou
di(M) §’il n’y a pas de risque de confusion), est le plus grand entier non négatif i, s’il
existe, tel que Ext’(—, M) est non nul. Si cet entier n’existe pas, on pose dig(M) = oc.
On définit ensuite la dimension globale de A, notée dimgl(A), comme étant le plus
grand entier non négatif i, s'il existe, tel que Ext’(—,?) est non nul. Sinon, on pose
dimgl(A) = oo. D’apreés les considérations précédentes, la dimension globale de A est
le suprémum des dimensions projectives de tous les modules de Mod(A), de méme que
le suprémum des dimensions injectives de tous les modules de Mod(A). Cependant, le

calcul de cette dimension est beaucoup plus simple qu’il n’y parait. Il est bien connu que
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lorsque A est une algébre d’Artin,

dimgl(A) = sup{dp(S) | S est un A-module simple}

= sup{di(S) | S est un A-module simple}.

1.2 Groupe de Grothendieck

Etant donné une algébre d’Artin A, on peut lui associer un groupe abélien additif, noté
Ky(A) et appelé groupe de Grothendieck, défini par générateurs et relations. Les
générateurs sont les symboles [M], ou [M] note la classe d’isomorphisme du A-module

M de mod(A). Etant donné une suite exacte courte
0O—+L—-M-—N—=0

dans mod(A), on a la relation [M] = [L] + [N], et ce sont toutes les relations de Ky(A).

Soit {ey, €g,...,€,} un ensemble complet d’idempotents primitifs et deux a deux ortho-
gonaux de A. Supposons, sans perte de généralité, que les modules projectifs e; A sont
deux & deux non isomorphes lorsque 1 < i < n < m et que sin < i < m, il existe j entre

1 et n tel que ¢;A = ¢;A. On a alors que
S; =eAlerad(A), i=1,2,...,n

sont les A-modules simples, a isomorphisme prés. Comme tout module de mod(A) admet
une suite de composition, il est aisé de voir que {[Si],[Ss],. .., [Sn]} est un ensemble

générateur de Ky(A). On a, en fait, le résultat suivant.

Proposition 1.2.1. Avec les notations précédentes, Ko(A) est le groupe abélien libre de

base {[S1], [Sa], - - ., [Sn]}. Si M est un module de présentation finie tel que pour 1 <i < n,
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S; apparait exactement a; fois comme facteur de composition de M, alors

n

[M] =" ai[Si].

=1

Cette proposition nous dit, en fait, que K(A) = Z". 1l serait cependant commode d’avoir
un isomorphisme « naturel » entre ces deux groupes. Etant donné un k-module X, on
note ¢(X) sa longueur. On a le lemme suivant dont la démonstration est élémentaire et

laissée au lecteur.

Lemme 1.2.2. Soit M un module de mod(A) et supposons que S; apparait exactement
r fois parmi les facteurs de composition de M. Alors r = {(Me;).

Maintenant, en utilisant le lemme précédent, on a I’isomorphisme suivant.
Proposition 1.2.3. La fonction [M] — ({(Mey),(Mes), ..., L(Me,)) est un isomor-

phisme de groupes de Ko(A) vers Z™.

Etant donné un module M, 'élément (((Mey), {(Mes), ..., ¢(Me,)) de Z"™ est appelé le

vecteur dimension de M.



CHAPITRE 2

Algebres de carquois et de carquois liés

Dans ce chapitre, on se fixe £ un corps. Nous construisons une classe de k-algébres a
I’aide d’une notion appelée carquois. Les algébres construites ne sont pas nécessairement
des algébres d’Artin, c¢’est-a-dire des algébres de dimension finie sur k. Nous commencons

avec la notion d’algébres de chemins.

2.1 Algébres de chemins

Notre objectif premier dans cette section est de définir une algébre (pas nécessairement

une algébre d’Artin) a partir de la notion de carquois.

Définition 2.1.1. Un carquois Q = (Qo, @1, s,t) est un quadruplet avec Qq et Q1 des
ensembles et s : Q1 — Qo, t : Q1 — Qo des applications. Les éléments de (Qy sont appelés
des sommets ou des points et les éléments de ()1 des fléches. Pour une fleche a € ()1,
on dit que s(a) est sa source et t(a) son but. Finalement, on dit que le carquois Q) est

fini si les ensembles QQy et Q)1 sont finis.



Il est important de noter qu’il peut y avoir plusieurs fléeches qui vont d’un sommet a
vers un sommet b dans un carquois. De plus, rien n’interdit la présence de boucles. Le
lecteur aura remarqué la ressemblance des concepts de carquois et de graphes orientés.
Dans cette thése, un carquois @ = (Qo, @1, s,t) est souvent noté briévement (Qo, Q1) ou
encore () lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion. Pour une fleche o € Q1 avec s(a) = a

et t(a) = b, on écrit souvent a: a — b.

Exemples 2.1.2. Voici deux exemples de carquois finis :

1é2@v 1—2>2
ﬁ N
3

et un exemple de carquois infini :

Voici maintenant la définition de chemin dans un carquois.

Définition 2.1.3. Soit Q = (Qo,Q1,8,t) un carquois. Un chemin w de Q est une
suite finie notée w = wiws -+ -w, de fleches de Qy telle que t(w;) = s(wip1) pour i =
1,2,...,n—1. La longueur du chemin w est définie comme étant l’entier n. La source
et le but de w correspondent a la source de wy et au but de w,, respectivement.

On définit également, pour chaque a € )y, un chemin stationnaire de longueur 0, noté

€q, ayant comme source et but le sommet a.

Notons qu’il est également possible de définir la notion de chemin infini.

Définition 2.1.4. (a) Un chemin infini a droite dans () est une suite infinie notée

W = wiwews - -+ ol pour tout n > 1, wiws - - - w, est un chemin fini.



(b) Un chemin infini & gauche dans Q) est une suite infinie notée w = - - - wWawawy 0U

pour tout n > 1, wy, - - - wowy est un chemin fini.

Un chemin infini & droite peut se visualiser de la facon suivante :

w3 w2 w1

Le lemme de Konig sera trés utile dans le chapitre 6 pour déterminer si un carquois
donné contient ou non des chemins infinis & gauche ou a droite. On dit qu'un carquois
() est localement fini si, étant donné un sommet a de )y, le nombre de fléches se
terminant en a et le nombre de fleches commencant en a est fini. Le lemme de Konig a
été originalement cité pour les graphes infinis qui sont des arbres localement finis. Un tel
arbre admet nécessairement un chemin infini. Voici donc une version de ce lemme que

nous utiliserons a plusieures reprises.

Lemme 2.1.5 (Lemme de Ko6nig). Soient QQ un carquois localement fini et © € Qq. S’il
existe une infinité de chemins se terminant (ou commencgant) en x, alors il existe un

chemin infini se terminant (ou commencant, respectivement) en x.

Démonstration. Nous montrons seulement le premier cas. Soient 11, %12,...,Z1,, les
prédécesseurs immédiats de x. Par hypothése, il existe 1 < j; < ny tel qu’il existe une
infinité de chemins se terminant en x et passant par ;. Soit oy : 21, — x une fléche
reliant & ;, et x. Si Ta1, T29, ..., Tan, Notent les prédécesseurs immeédiats de x4, alors il
existe 1 < jo < my tel qu’il existe une infinité de chemins se terminant en x; ; et passant

par s j,. Soit ap : T2, — @1, une fleche reliant x5, et 1. On continue la construction
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ainsi et on obtient un chemin infini

e a3a2a{1

se terminant en x. O

Voici maintenant la définition principale de ce chapitre.

Définition 2.1.6. Soit ) un carquois. L’algébre des chemins k() de Q) sur k est la
k-algébre dont le k-espace vectoriel sous-jacent admet ’ensemble des chemins finis de Q)
comme base. La multiplication des éléments de base est définie de la fagon suivante : si
wy et wo sont deur chemins finis de Q, alors le produit wiws est défini comme étant la
concaténation des chemins wy et wy si le but de wy et la source de wy coincident et 0,
sinon. La multiplication de deuzx éléments quelconques de kQ) est alors déduite de celle

des éléments de base de kQ) en utilisant la distributivité.

Cette définition nous indique que ’algébre des chemins d’un carquois est une algebre de
dimension infinie sur le corps k si le carquois ) admet des cycles orientés ou encore si )
n’est pas fini. Cependant, si le carquois est fini et n’admet aucun cycle orienté, ’algebre

kQ est de dimension finie sur k (et donc une k-algébre d’Artin).

On note d’ailleurs que si ) est fini, alors k() admet Zaer e, comme identité. De plus,
on remarque que k@) n’est généralement pas commutative. Par exemple, si ()7 contient

des fléches qui ne sont pas des boucles, alors I’algébre k() n’est pas commutative.

Notons R l'idéal de k@) engendré par les fleches de Q).
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Exemple 2.1.7. Soit Q = (Qo, Q1) avec Qo = {1,2,3,4} et Q1 = {«, 5,7,d} le carquois

sutvant :

RN

Comme Qq et Q1 sont finis et que le carquois Q) n’admet aucun cycle orienté, kQ) est de

dimension finie sur k. En fait, il est aisé de voir que dimik@Q) = 12.

2.2 Carquois liés

Les algebres de chemins définies dans la section précédente sont trés utiles et faciles a
utiliser : elles donnent lieu a plusieurs exemples. Dans cette section, nous construisons
une classe d’algebres qui généralisent la classe d’algébres introduite dans la section pré-
cédente. Comme nous le verrons, ces algébres constituent un outil puissant qui nous
permet d’exprimer de fagon visuelle plusieurs algébres de dimension finie sur un corps.
Etant donné un carquois @, nous allons définir une certaine classe d’idéaux bilatéres de
k@ que nous appelons idéaux admissibles. Nous allons ensuite considérer le quotient de

I’algebre des chemins de () par un idéal admissible.

Définition 2.2.1. Soit Q = (Qo, Q1) un carquois. Un idéal I de kQ est dit admissible
s’il existe un entier m > 2 tel que Ry € I C RQQ. Dans ce cas, la paire (Q, 1) s’appelle
un carquois lié. L’algébre quotient A = kQ/I est appelée ’algébre du carquois lié

(@, I) ou simplement une algébre de carquois lié.

Nous expliquons un peu plus loin la motivation de la définition d’idéal admissible. Pour

I’instant, nous montrons que les générateurs d’un idéal admissible peuvent étre choisis de
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fagon a satisfaire & un certain critére. Soit (@, I) un carquois lié et soient wy,ws, ..., wy,

des chemins de ) de mémes sources et de mémes buts et de longueur au moins 2. Enfin,

soient A1, Az, ..., A, des éléments non nuls de k. L’élément p = """ | \jw; € I s’appelle
une relation sur Q). On appelle wy,ws, ..., w, les composantes de p.
Par ailleurs, si n > 2 et si pour tout sous-ensemble propre et non vide Q2 de {1,2,...,n},

onay ..qAw; &I, alors p est une relation minimale. Dans le cas ot n = 1, on dit
que p est une relation monomiale. On peut vérifier sans difficulté qu’étant donné un
idéal admissible I de kQ), il est toujours possible de choisir des relations minimales et

monomiales comme générateurs de .

Le lecteur peut se demander pourquoi on doit se restreindre aux idéaux admissibles
dans la définition de carquois liés. La raison est trés simple. Dans la définition d’idéaux
admissibles, on demande d’une part qu’il existe m > 2 tel que Rgy C I pour ne pas avoir
de chemins arbitrairement longs dans ’algébre. Dans le cas ou @) est fini, cela implique
que l'algébre kQ/I est de dimension finie. D’autre part, on demande que I C R?Q afin
qu’il n’y ait pas de fleches redondantes dans le carquois. En effet, soit w € I un élément
tel que w & Ré. Alors il existe A € k,, o € Q)1 et p une combinaison linéaire de chemins
de kQ telles que w = Aa + p. En utilisant le fait que Rfy C I, on peut montrer qu'il est
possible de choisir w d’une telle sorte que o n’apparait pas dans les composantes de p.

Par conséquent, expression o + I = —\71p + I fait de o une fléche redondante dans

I'algebre kQ/1.

Exemple 2.2.2. Soit Q) le carquois suivant :

[0}

B
0'-/—\ A T

et I lidéal de kQ engendré par les relations monomiales o2, p?, vyo, yo, au, uy et la

relation minimale ay—Bry. On peut vérifier sans difficulté que (Q, I) est un carquois lié car
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R% CIC Ré. De plus, un calcul simple permet de vérifier que ’algébre correspondante
A =kQ/I est de dimension 19 sur k alors que l’algébre des chemins kQ est de dimension

infinie sur k car le carquois Q) admet des cycles orientés.

Soit A = kQ/I une k-algébre donnée par un carquois lié (@), ). On peut vérifier sans
peine que le radical de Jacobson de A est donné par rad(A) = Rg/1, ce qui correspond a
I'idéal de A engendré par les classes d’équivalence des fléches de (), modulo I'idéal I. Cette
derniére observation est particuliérement utile dans ’étude des A-modules projectifs et
des A-modules simples. Supposons que @ est fini. Si |Qo| = n, alors la catégorie mod(A)
admet exactement n modules projectifs indécomposables deux a deux non isomorphes.
Il suffit de remarquer que l'ensemble {€,| a € Qp}, ou €, = e, + I, est un ensemble
complet d’idempotents primitifs orthogonaux de A de sorte que les modules projectifs
indécomposables sont {€,A | a € Qp}. Les modules simples de mod(A), a isomorphisme
preés, sont alors donnés par {S, = ¢,A/e,rad(A)| a € Qo}. 1ls sont tous de dimension un

sur k.

2.3 Les représentations d’un carquois

Dans cette courte section, on se fixe () un carquois localement fini.

Définition 2.3.1. Une k-représentation M de Q) (ou simplement une représentation
de Q) est la donnée d’un k-espace vectoriel M(a) pour chaque sommet a de Qo et d’une

application linéaire M(a) : M (a) — M(b) pour chaque fleche o :a — b de Q.

Le carquois () s’identifie a une k-catégorie Cq de la fagon suivante. Les objets de C sont
les sommets de @) et pour deux sommets a,b € )y, les morphismes de base du k-espace
vectoriel Cg(a,b) sont les chemins de a vers b. La composition des morphismes de Cg

est obtenue a partir de la multiplication des chemins de k(). Par contre, les chemins
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d’un carquois se composent de gauche a droite alors que les morphismes se composent de
droite a gauche. Ainsi, si w;,ws sont deux chemins de k@) tels que le but de w; est égal
a la source de ws, alors le morphisme de Cg correspondant au chemin wyw, de k@) s’écrit
wowi. Nous devrons faire attention a cette différence dans le reste de la thése. En fait,
lorsqu’un chemin sera considéré comme un morphisme, nous le dirons explicitement. On
note qu’une représentation de ) est simplement un foncteur covariant de la catégorie Cq

vers Mod(k), la catégorie des k-espaces vectoriels.

Etant donné deux représentations M, N de @, un morphisme f : M — N est une
famille {f, : M(a) — N(a)}aeq, telle que pour toute fleche o : @ — b € @y, on a
N(a)f, = fyM (). On voit donc que f est en réalité un morphisme fonctoriel du foncteur

correspondant a M vers le foncteur correspondant a V.

On dit qu’un module M de I’algébre des chemins A = k(@) est unifére sil'on a M A = M.
Si {e;}icg, sont les chemins stationnaires correspondant aux sommets du carquois, alors

on a A= P, Aei. On voit donc que M s’écrit
M = P Me;.
1€Qo
Nous pouvons donc associer a un tel module M une représentation M’ de @ qui est telle
que pour a € Qg, M'(a) = Me, et pour a: a — b € Q1, M'(«) est Papplication linéaire
qui est telle que pour x € Me, = M'(a), on a M'(a)(z) = za € Me, = M'(D).

Inversement, si M’ est une représentation de (), alors on pose
M= M(a).
a€Qo

Si g -+, 1 @ — b est un chemin fini de a vers b dans Q et x = (2;)ieq, € M, alors

on pose
roqay - = (Yi)ieo
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ou

yp = M'(a) o M'(er 1) © -+ 0 M'(a1)(a)

et y; = 0 sii #b. Cela permet de donner & M une structure de A-module unifére. Cette
association donne que la catégorie des représentations de @, que I'on note Rep(Q), est
équivalente a la catégorie des A-modules uniféres a droite, que I'on note Mod(A), par
abus de notation. La preuve détaillée de ce fait, lorsque @ est fini, se trouve dans [4,

théoréme 1.6]. La preuve dans le cas ou @) est infini est identique.

La sous-catégorie pleine de Rep(Q) des représentations M telles que M (i) est de dimen-
sion finie pour tout i € @y est notée rep(Q)). Une telle représentation est dite localement
de dimension finie. Notons qu’une représentation de dimension finie est nécessairement

localement de dimension finie mais la réciproque est fausse si () est infini.
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CHAPITRE 3

Théorie d’Auslander-Reiten

Dans ce chapitre, k£ est un anneau commutatif artinien et C une catégorie abélienne et

k-linéaire. Nous supposons aussi que C est svelte (le squelette est une petite catégorie).

3.1 Le cas général

Les preuves des énoncés de cette section se retrouvent dans [8]. Nous commengons avec

quelques définitions.

On dit qu'un objet X de C est fortement indécomposable si son algébre d’endomor-
phisme est une algébre locale. Dans ce cas, Palgébre d’endomorphisme End¢(X) est une
algébre ayant seulement 0 et 1y comme idempotents. En particulier, X est indécompo-

sable.
Un morphisme f: X — Y est dit presque scindé a gauche si
(1) f n’est pas une section,

(2) Si h:X — W nest pas une section, alors h se factorise par f.
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On dit que f est minimal presque scindé a gauche si, de plus, lorsque A : Y — Y
est tel que hf = f, alors h est un isomorphisme. Dualement, un morphisme g : ¥ — Z

est dit presque scindé a droite si
(1) g n’est pas une rétraction,
(2) Si h:W — Z n’est pas une rétraction, alors h se factorise par g.

On dit que g est minimal presque scindé a droite si, de plus, lorsque A : Y — Y est
tel que gh = g, alors h est un isomorphisme. Voici maintenant la définition principale de

la section.

Définition 3.1.1. Une suite exacte courte non scindée

0 X Y A 0

dans C est dite une suite d’Auslander-Reiten ou suite presque scindée si X et 7

sont fortement indécomposables et g est presque scindé a droite.

On note que la derniére condition de la définition précédente est équivalente & demander

que f soit presque scindé a gauche.

Proposition 3.1.2. Soit

une suite exacte non scindée dans C avec X et Z fortement indécomposables. Alors f est

presque scindé a gauche si et seulement si g est presque scindé a droite.

Dans la définition 3.1.1, puisque X et Z sont fortement indécomposables, on a en fait
que f est minimal presque scindé a gauche et g est minimal presque scindé a droite.
Maintenant, nous avons 1I’énoncé suivant qui, essentiellement, donne 1'unicité des suites

presque scindées.
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Proposition 3.1.3. Soit Z un objet fortement indécomposable. S’il existe dans C deux
suites presque scindées se terminant (ou commengant) en Z, alors ces deux suites sont

1somorphes.

Rappelons qu'un morphisme v : M — N de C est dit irréductible s’il n’est ni une
section ni une rétraction et toute décomposition © = vw donne que w est une section ou
v est une rétraction. On peut vérifier que si f : X — Y est minimal presque scindé a
gauche dans C, alors f est irréductible. De plus, si Y =Y, @ Ys et f = (f1, f2)T est la
décomposition correspondante de f, alors f; et f; sont également irréductibles. On a les

résultats duals pour un morphisme minimal presque scindé a droite.

3.2 Le cas des algébres d’Artin

Dans cette courte section, nous rappelons quelques faits a propos des suites presque scin-
dées de mod(A) lorsque A est une algébre d’Artin. Tous les énoncés de cette section se
retrouvent dans [9]. Remarquons que la catégorie mod(A) est une catégorie abélienne,
k-linéaire telle que tout objet indécomposable est fortement indécomposable. Les propo-

sitions de la section précédente s’appliquent donc.

Tout d’abord, voici un théoréme d’existence.

Théoréme 3.2.1. On a les énoncés suivants.

(a) SiY est un module indécomposable non injectif de mod(A), alors il existe une suite
presque scindée

0O—-Y—->F—>X—0

dans mod(A) avec X non projectif. Si Y est injectif indécomposable, alors la pro-

jection canonique Y — Y /soc(Y) est minimale presque scindée a gauche.
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(b) Si X est un module indécomposable non projectif, alors il existe une suite presque

scindée

0—-Y—>F—-X—=0

dans mod(A) avec Y non injectif. Si X est projectif indécomposable, alors l'inclu-

sion canonique rad(X) — X est minimale presque scindée & droite.

Si X est un module indécomposable non projectif, alors le module Y du théoréme est
obtenu comme suit. On considére d’abord le foncteur de transposition Tr qui est défini de
mod(A) vers mod(A°P) de la facon suivante. Etant donné un module M, on prend une pré-
sentation projective minimale py; : P, — Py de M et on applique le foncteur Hom4(—, A)
pour obtenir Hom 4 (pys, A). On prend ensuite le conoyau de ce morphisme, que I’on note
Tr(M). On définit Tr sur les morphismes de la facon suivante. Si f : M — N est un
morphisme et py : P/ — P} est une présentation projective minimale de N, alors f induit
un morphisme (f1, fo) de pps vers py en utilisant les propriétés des modules projectifs. Le
morphisme Tr(f) est obtenu par passage aux conoyaux de (Homy(f1, A), Homa(fo, A)).
Il est & noter que Tr n’est pas un foncteur de mod(A) vers mod(A°P). On peut vérifier,
cependant, que c’est bien un foncteur de mod(A) vers mod(A°P). Maintenant, le foncteur
composé 7 = DTr o D = Homy(—,U(k)) est la dualité standard, est un foncteur de
mod(A) vers mod(A). Dans le théoréme précédent, on a 7X = Y. On peut vérifier que

le foncteur 7 est en fait une équivalence entre mod(A) et mod(A).

Théoréme 3.2.2. Le foncteur T est une équivalence de mod(A) vers mod(A) dont le

foncteur quasi-inverse, noté 7, est obtenu en prenant la construction duale de T.
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3.3 Carquois d’Auslander-Reiten

Dans cette section, on se fixe C une catégorie abélienne, k-linéaire et Hom-finie, c¢’est-a-
dire que si X,Y € C, alors Hom¢(X,Y') est de longueur finie sur k. En particulier, C est
une catégorie de Krull-Schmidt, c’est-a-dire une catégorie k-linéaire dans laquelle tout
objet X se décompose de facon unique, & isomorphisme prés, en une somme directe finie
d’objets indécomposables. Notons que si X € C est indécomposable, alors End¢(X) étant
de longueur finie sur k doit étre une algébre locale dont le radical est nilpotent. Etant
donné deux objets indécomposdables X, Y € C, on note radc(X,Y) les morphismes de C
qui sont dans le radical de la catégorie C, ¢’est-a-dire les non-isomorphismes de C. On note
Irr(X,Y) Pespace quotient rado (X, Y) /radZ (X, Y). Il est bien connu que f € rad(X,Y)
si et seulement si f se factorise comme f = gh ou h n’est pas une section et g n’est pas
une rétraction. Ainsi, si f € Irr(X,Y) est non nul, alors f est un morphisme irréductible
de X vers Y. Pour un objet indécomposable Z, on note kz = End¢(Z)/rad(Ende(2)) le
corps résiduel de Z. Le k-module Irr(X,Y") est en fait un ky — kx bimodule. On note
dxy la dimension de Irr(X,Y) en tant que ky-module et d’yy sa dimension en tant que

kx-module.

Le carquois d’Auslander-Reiten de C, noté ['¢, est obtenu de la facon suivante. L’en-
semble des sommets du carquois est un ensemble complet de représentants des classes
d’isomorphisme des objets indécomposables de C. Etant donné deux objets indécompo-

sables X, Y de C, il y a une fléche de X vers Y si et seulement si Irr(X,Y) # 0. A cette

fleche, disons «, on attache le couple d’entiers (dxy,dyy) appelé la valuation de a.

On dit que C a des suites presque scindées a droite si pour tout objet indécomposable

non projectif X € C, C admet une suite presque scindée
0—-Y —FE—=X—0.

De plus, on demande que si X est projectif indécomposable, alors il existe un morphisme
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W — X qui est minimal presque scindé a droite. Etant irréductible, ce morphisme doit
étre un monomorphisme. Dualement, on dit que C a des suites presque scindées a
gauche si pour tout objet indécomposable non injectif Y € C, C admet une suite presque
scindée

0O—Y—-F—X—0.

De plus, on demande que si Y est injectif indécomposable, alors il existe un morphisme
Y — W qui est minimal presque scindé a gauche. Etant irréductible, ce morphisme doit

étre un épimorphisme.

On dit que la catégorie C admet des suites presque scindées si elle admet des suites

presque scindées a gauche et a droite.

Les preuves des affirmations suivantes se trouvent dans |9, chapitre 7| dans le cas ou la
catégorie C est mod(A) avec A une algébre d’Artin. Cependant, les preuves s’appliquent

aussi dans notre cas.

Supposons maintenant que C admette des suites presque scindées a droite. Soit X un

objet indécomposable non projectif et
0=-Z—=Y—=>X=0

une suite presque scindée. Si E est indécomposable, alors Irr(E, X)) # 0 si et seulement
si I/ est un facteur direct de Y. De plus, 'exposant de E dans Y est donné par l’entier

"o x = dimy, (Irr(E£, X)). Dualement, on vérifie que Irr(Z, E) # 0 si et seulement si F est
un facteur direct de Y. De plus, 'exposant de F dans Y est dy p = dimy, (Irr(Z, E)). Par
conséquent, la valuation (dz g, d’, ) de Z — E et la valuation (dg x,d ) de E — X sont
telles que df; y = dz . De méme, si X est indécomposable projectif, alors le morphisme
minimal presque scindé a droite W — X donne les morphismes irréductibles se terminant

en X.
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On dit qu'un objet indécomposable X de C est quasi-injectif si X n’admet pas de suite
presque scindée commencant en X dans C. Un tel objet n’est pas nécessairement injectif.
On verra plusieurs exemples de ce fait dans le chapitre 6. Si X est indécomposable et
non projectif et que

0—Z—-Y—>X—=>0

est presque scindée, on pose 7X = Z. Remarquons que les sommets quasi-injectifs de
['c sont les sommets pour lesquels il n’existe pas d’objet indécomposable Y dans C tel
que 7Y = X. En utilisant I'unicité d’une suite presque scindée, on obtient que 7 est
une bijection allant des sommets non projectifs du carquois I'c vers les sommets qui ne
sont pas quasi-injectifs dans I'c. On obtient ainsi que (I'¢, 7) est un carquois a transla-
tion valué. En effet, si X est indécomposable non projectif, le nombre de prédécesseurs
immédiats de X est fini et est égal au nombre de successeurs immédiats de 7.X et les
valuations sont compatibles, comme montré ci-haut. Pour de plus amples informations

sur les carquois a translation, le lecteur est invité a consulter [14].

Maintenant, si k£ est un corps algébriquement clos, les corps résiduels des objets indé-
composables sont tous isomorphes a k. Les valuations des fléches du carquois sont donc
toutes de la forme (a,a) pour un entier positif a. Nous disons alors que les valuations
sont symétriques. Etant donné un carquois & translation valué (T, 7) dont toutes les
valuations des fleches sont symétriques, on peut lui associer un carquois [” non valué tel
que I'y = I’y et pour chaque fleche x — y de I' de valuation (a,a), on a a fléches dans I

de x vers y. Nous utiliserons ceci plus loin dans cette thése.

Remarquons aussi que le carquois d’Auslander-Reiten de C peut avoir plus d’une com-
posante connexe (que l'on appelle simplement composante). Dans le chapitre 6, nous

étudions ces composantes.
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CHAPITRE 4

Algebres strictement stratifiées

Dans [1], la notion d’algébres strictement stratifiées a été introduite. Ces algébres se
veulent étre une généralisation des algébres standardement stratifiées introduites par
Cline, Parshall et Scott dans [16]. Ce sont des algébres stratifices telles que définies
par ces trois mémes auteurs. Dans ce chapitre, nous étudions les algébres strictement
stratifiées sur le plan homologique. Nous montrons que le dimension finitiste injective de
ces algébres est toujours finie. Nous montrons ensuite que le déterminant de Cartan vaut
un si et seulement si I’algeébre est quasi-héréditaire, ce qui revient a affirmer que ’algébre
soit de dimension globale finie. Nous montrons, finalement, un cas faible de la conjecture

forte d’absence de boucles.

Dans ce chapitre, A note une algébre d’Artin sur un anneau artinien k. Nous supposons,
de plus, que A est sobre. Rappelons qu’une algébre d’Artin A est sobre si, lorsque
{e1,€e9,...,€e,} note un ensemble complet d’idempotents primitifs orthogonaux de A, on

a que les modules projectifs e; A, 1 <17 < n, sont deux a deux non isomorphes.
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4.1 Algébres stratifiées et standardement stratifiées

Comme mentionné en introduction de ce chapitre, la classe des algébres d’étude est com-
prise dans la classe des algébres stratifiées et contient la classe des algébres standardement
stratifiées. Nous verrons ceci plus loin. Pour l'instant, nous rappelons les définitions des

algébres standardement stratifiées et des algébres stratifiées.

Définition 4.1.1. Un idéal bilatére I de A est dit standardement stratifiant si [ =
AeA ou e est un idempotent primitif de A, et I est projectif en tant que A-module a

droite.

Voici maintenant la définition d’algeébres standardement stratifiées.

Définition 4.1.2. Une algébre A est dite standardement stratifiée s’il eriste une

chaine

OZI()C[1C"'CIn:A

d’idéauz bilatéres de A telle que I;1/1; est un idéal standardement stratifiant de A/I;

pourt=1,2,...,n—1.

Notons qu’'un telle chaine doit nécessairement étre de longueur égale au rang du groupe
de Grothendieck de A, que nous notons rg(Ky(A)) et que nous supposons égal a m > 1.
En effet, supposons que I} = Ae; A avec e; primitif. Soit {ej,es,...,e,} un ensemble
complet d’idempotents primitifs et orthogonaux de A. On vérifie aisément que {es +
Lies+1h,... e, + 11} est un ensemble complet d’idempotents primitifs et orthogonaux

de A/I;. Ainsi, par récurrence, la longueur n de la chaine doit étre égale a m.

Définition 4.1.3. Un idéal bilatére I de A est dit héréditaire si I = AeA ou e est un

idempotent primitif de A, I est projectif en tant que A-module & droite et erad(A)e = 0.

25



On remarque donc que tout idéal héréditaire est également standardement stratifiant. On
peut démontrer (voir [17]), que la condition erad(A)e = 0 avec le fait que I est projectif
en tant que A-module a droite donne que [ est également projectif en tant que A-module

a gauche. Voici maintenant la définition d’algébre quasi-héréditaire.
Définition 4.1.4. Une algébre A est dite quasi-héréditaire s’il existe une chaine
O0=Lhchc---cl,=A

d’idéauz bilateres de A telle que I;11/1; est un idéal héréditaire de A/I; pour 1 <i <n—1.

La notion d’algebre quasi-héréditaire est fortement reliée a la notion d’algebre standar-
dement stratifiée. En effet, il est bien connu que si A est standardement stratifiée, alors
A est quasi-héréditaire si et seulement si la dimension globale de A est finie; voir, par

exemple, [38] pour une preuve.

Exemples 4.1.5. Dans cet exemple, k note un corps.

(a) Soit A lalgébre de carquois lié donnée par le carquois
(1 é 2
B
et les relations v2, yo, aB. On a que Uidéal I} = Ae, A ou ey note lidempotent associé au
sommet 1 est isomorphe 4 e;A@® e1 A en tant que A-module o droite. Ainsi, l'idéal I, est
standardement stratifiant. Maintenant, l’algébre A/1y est simple et donc standardement
stratifiée. Ainsi, la chaine
O=IhclLclh=A

est telle que A est standardement stratifiée. Puisque eirad(A)e; # 0 de méme que

earad(A)ey # 0, on voit que A n'est pas quasi-héréditaire.

(b) Soit B lalgébre de carquois lié donnée par le carquois



et la relation pv. On vérifie que Bei B est isomorphe a exB @ ey B en tant que A-module
a droite et que eirad(B)e; = 0. Ceci donne que Iy est un idéal héréditaire. On vérifie
aisément que la chaine

O0=Iy,clbcl,=B

est telle que B est quasi-héréditaire.

Notons que d’aprés la remarque plus haut, A est quasi-héréditaire si et seulement si
A°P T'est. Cependant, cette affirmation n’est pas valide pour les algébres standardement
stratifiées. Voici maintenant la notion d’idéal stratifiant. Dans ce qui suit, si I est un
idéal bilatére de A, nous identifions Mod(A/I) a la sous-catégorie pleine de Mod(A) des
A-modules M tels que M1 = 0.

Définition 4.1.6. Un idéal bilatére I de A est dit stratifiant si I = AeA ou e est un
idempotent primitif de A, et Ext'y(M, N) = Extil/l(M, N) pour tous A/I-modules M et

N et tout entier positif 1.

Définition 4.1.7. Une algeébre A est dite stratifiée s’il existe une chaine
0O=LhchLc---cl,=A

d’idéauz bilatéres de A telle que 1;11/1; est un idéal stratifiant de A/I; pour 1 <i <n-—1.

Dans [17], il est montré que tout idéal standardement stratifiant est stratifiant. Ainsi,

toute algebre standardement stratifiée est stratifiée. Dans la prochaine section, nous in-

troduisons la notion d’algébre strictement stratifiée.

4.2 Algébres strictement stratifiées

En gardant la méme philosophie que dans la section précédente, nous introduisons les

algébres strictement stratifiées en introduisant d’abord la notion d’idéal strictement stra-
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tifié. Etant donné une famille /' de modules de mod(A), on note F(F) la sous-catégorie
pleine de mod(A) des modules admettant une filtration par des modules de F'. Autrement

dit, M € F(F) si et seulement s’il existe une chaine
O=MyCMyC---CM,=M

de sous-modules de M telle que M;,1/M; est isomorphe & un module de F pour i =

0,1,....,r— 1.

Définition 4.2.1. Un idéal bilatére I de A est dit strictement stratifiant si [ = AeA
avec e un idempotent primitif et s’il existe un module de type finie A(e) tel que €'l €

F(A(e)) pour tout idempotent €' de A.

Dans la définition précédente, on dit que le module A(e) est le module correspondant &

I'idéal I. Cette derniére définition nous donne la notion d’algebre strictement stratifiée.

Définition 4.2.2. Une algebre A est dite strictement stratifiée s’il existe une chaine
0:]0C11C"'CIHZA

d’idéauz bilatéres de A telle que I;11/1; est un idéal strictement stratifiant de A/I; pour

i=1,2,...,n—1.

Remarques 4.2.3. Voici quelques remarques reliées aux définitions précédentes.

(1) Dans la définition précédente, demander que I,/1, 1 = A/I,_1 soit un idéal stric-
tement stratifiant de A/I,_1 est équivalent a demander que A/I,_1 soit une algébre
locale. En effet, si A/l,_1 est un idéal strictement stratifiant de A/I,_1, alors lal-
gébre A/I, 1 est engendrée par un idempotent primitif et donc doit étre locale. Si
A/l est locale et engendrée par l'idempotent primitif €, alors A(€) = A/I,_1 est
le module correspondant a l'idéal A1,y = AL,y -€-AJIL,_1 et donc A/I, 1 est

un idéal strictement stratifiant de A/, 1.
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(2)

(3)

Dans la définition d’idéal strictement stratifiant, puisque
el =eAeA =¢eA

doit étre filtré par le module A(e), on a que A(e) est un quotient de eA et donc de

coiffe simple. Par conséquent, A(e) est indécomposable.

Finalement, soit I = AeA un idéal standardement stratifiant avec e un idempotent
primitif. Posons A(e) = eA. Pour tout idempotent f de A, fI = fAeA est projectif
puisque facteur direct de I. De plus, fI a une coiffe isomorphe a une somme directe
de copies du module simple en l'idempotent e. Ainsi, fI est isomorphe o une somme
directe de copies de eA, ce qui donne fI € F(A(e)). On voit donc que tout idéal
standardement stratifiant est un idéal strictement stratifiant. Ainsi, toute algébre
standardement stratifice est une algébre strictement stratifiée. Nous verrons plus
loin (voir le lemme 4.3.2) pourquoi la classe des algébres strictement stratifiées est

incluse dans la classe des algébres stratifiées.

Avant de pousser I’étude, remarquons les faits suivants.

(1)
(2)

Toute algébre locale est strictement stratifiée,

Si on a une chaine comme dans la définition précédente, alors 1'algébre A/l est

strictement stratifiée puisque
O=nL/LCcL/LcC---Cl,/l,=A/]

satisfait a la condition dans la définition d’algébre strictement stratifiée.

Ceci dit, nous avons que A est strictement stratifiée précisément lorsque A est locale ou

lorsqu’il existe un idempotent primitif e de A tel que

(1)
(2)

AeA est un idéal strictement stratifiant de A,

A/AeA est une algebre strictement stratifiée.
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Exemple 4.2.4. Soit k un corps et considérons Ualgébre A = kQ/I ot Q est le carquois :
T
71 \4 1 _ 2 </ 2

et I est idéal engendré par les éléments suivants : ¥2, 73, yi, 723, afa, $71. Notons e
et es les idempotents primitifs associés aux sommets 1 et 2 du carquois, respectivement.

La structure des modules projectifs indécomposables est donnée par les schémas suivants.

Soit le sous-espace N(ex) = k < Ba, fays, Baf > de eaA. On vérifie directement que
A(es) est un A-module a droite tel que ey Aes A, eaAes A € F(A(eq)). Ainsi, Aes A est un
idéal strictement stratifiant de A. De plus, AJ/Aes A est strictement stratifiée puisque c’est
une algébre locale. Par conséquent, A est strictement stratifiée. Notons que dans ce cas,

ni A ni A°® n’est standardement stratifiée.

4.3 Quelques lemmes préparatoires

Dans cette section, nous regroupons quelques résultats qui nous seront utiles plus loin.
Nous gardons les mémes hypothéses que celles des sections antérieures de ce chapitre.
Etant donné un idempotent primitif e de A, on note P, la sous-catégorie pleine de mod(A)
des modules M admettant une résolution projective minimale dans laquelle tous les

modules projectifs sont isomorphes & une somme directe finie de copies de eA.
Soient M un A-module dont
PP 4—=---P—-F—=-M=0
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est une résolution projective minimale. Soit S un A-module simple avec S = fA/ frad(A)

ou f est un idempotent primitif de A. Pour ¢ > 1, on a que
Ext’y (M, S) #0

si et seulement si fA est un facteur direct de P;. Ce résultat est bien connu. En utilisant

ceci, on a la description suivante de P..
P. = {M € mod(A) | Ext,(M,S) = 0 pour tout i > 0 et tout S simple tel que Se =0} .

De ce fait, on voit trés bien, en utilisant la proposition 1.1.1, que la catégorie P, est

stable pour les extensions, dans le sens que si on a une suite exacte
0—+L—-M-—=N-=0

avec L, N € P,, alors M € P,.

Nous commencons avec un premier lemme. La preuve provient de 'auteur. On peut

trouver une preuve alternative dans [1].

Lemme 4.3.1 (Agoston-Dlab-Lukécs). Soient M et N deux modules de mod(A) tels que
M € F(N). Alors M € P, si et seulement si N € P,.

Démonstration. La condition M € F(N) nous donne une chaine
OILQCL1C"‘CLT,1CL7«:M

de sous-modules de M telle que L;/L;_; = N pour j = 1,2,...,r. En particulier, L; = N.
Supposons que N € P.. Comme P, est stable pour les extensions, on a Ly, € P,.. On
montre de méme, par récurrence, que L; € P, pour j = 1,2,---,r. En particulier,
M € P.. Supposons maintenant que M € P,.. Soit S un A-module simple tel que Se = 0.
Pour montrer que N € P,, il suffit de montrer que pour i > 0, Ext’,(N,S) = 0. Nous
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montrons, plus généralement, que Ext’,(L;,S) = 0 pour 1 < j < r et i > 0. Procédons
par récurrence sur ¢. Considérons d’abord le cas ou ¢ = 0. En appliquant le foncteur
Homy(—, S) a
G:0—= Ly —L; =N —0,
on obtient
0— HOIDA(N, S) — HOIl’lA(Lj, S) — HOII]A(Lj_l, S)
Puisque Hom(L,, S) = Hom(M, S) = 0, car M € P,, on obtient que Homy (N, S) = 0.

Ainsi, les monomorphismes
0 — Homy(Lj, S) = Homu(L;—1,S5), j=1,2,....r

nous donnent que Homy(L;, S) = 0 pour tout j. Supposons maintenant que ¢ > 0. En

appliquant le foncteur Homy(—, S) a ¢j, on a
Ethl(Lj_l, S) — EXtZ(N, S) — EXtil(Lj, S) — Ethﬁl(Lj—la S)

Par récurrence, Extf[l(Lj,l, S) = 0. On applique ainsi le méme raisonnement que dans

le cas i = 0 pour obtenir Ext’,(L;,S) = 0 pour tout j. O

Voici un autre lemme qui se trouve également dans [1]. Nous en donnons une preuve par

souci de complétude.

Lemme 4.3.2. Soit [ = AeA un idéal strictement stratifiant de A avec e un idempotent
primitif. Alors I € P, et Ext'y(M, N) = Extfg/l(M, N) pour tout © > 0 et tous A/I-
modules M et N.

Démonstration. Selon la définition d’idéal strictement stratifiant, il existe un A-module
Ae) tel que I € F(A(e)) et el = eA € F(A(e)). Selon le lemme précédent, on obtient

que I € P, puisque eA € P.. La seconde partie est démontrée dans |7, théoréme 2.1|. O
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Remarquons que la deuxiéme partie de ce lemme nous indique que tout idéal stricte-
ment stratifiant est stratifiant. Ainsi, toute algébre strictement stratifiée est une algébre

stratifiée. Dans [7], les idéaux stratifiants sont appelés strong idempotent ideals.

Nous avons maintenant besoin du lemme suivant qui nous indique qu’il n’y a pas d’ex-

tensions non nulles de M par A(e) lorsque M est de dimension injective finie.

Lemme 4.3.3. Soit [ = AeA un idéal strictement stratifiant avec A(e) le module cor-
respondant. Si M est un A-module de dimension injective finie, alors Ext'y(A(e), M) =0

pour tout ¢ > 0.

Démonstration. Comme eA € F(A(e)), on a une chaine
0=LyCcLyC---L,1CL,=¢€A
de sous-modules de eA avec des suites exactes courtes
(:0—L; > Ljy1 >Ale)—0, j=0,1,...,n—1

Soit r la dimension injective de M. Si r = 0, le résultat est évident. Supposons donc que
7 > 0. On doit montrer que Ext’(A(e), M) = 0 pour i = 1,2,...,r. Comme L; = A(e),

il suffit de montrer que
Exty(L;, M) =0, i=1,2,...,r, j=12,...,n. (4.1)

Nous montrons cela par récurrence sur 4, partant de ¢ = r jusqu’a ¢ = 1. Appliquons le

foncteur Hom4(—, M) a ¢;. On obtient les épimorphismes
EXtrA<Lj+1,M> %EXJEZ(L],M) —>0, ]:1,2,,71—1

Comme Ext’y(L,, M) = Ext(eA, M) = 0, les épimorphismes ci-haut nous donnent

successivement Ext’y(L;, M) = 0 pour j = n,n — 1,...,1. Supposons maintenant que
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Ext’y(Lj, M) =0 pour j = 1,2,...,n et pour 2 <4 < r. On a, en appliquant le foncteur
Homu(—, M), que

Exti(l(LjH,M) — Exti(l(Lj,M) - ExtQ(A(e),M) =0, j=12,...,n—1.

En utilisant le méme raisonnement que plus haut, on obtient que Exti,_l(Lj, M) = 0 pour
j =1,2,...,n puisque Ext’, ' (L,, M) = Ext’;'(eA, M) = 0. Ceci termine la preuve de

I'énoncé (4.1) et donc la preuve du lemme. O

Nous achevons avec le lemme suivant qui généralise le lemme précédent.

Lemme 4.3.4. Soit I = AeA un idéal strictement stratifiant avec A(e) le module cor-
respondant. Si M est un A-module de dimension injective finie et N € F(A(e)), alors
Ext’y(N, M) = 0 pour tout i > 0. En particulier, Exty(I, M) = 0 pour tout i > 0.

Démonstration. Puisque N € F(A(e)), on a une chaine
O=LypCcLyC---CL,1CL,=N
de sous-modules de N avec des suites exactes courtes
(:0—=L;—>Lj;1 >Ale)—0, j=0,1,...,n—1

On montre, par récurrence sur r avec 1 < r < n, que Ext’(L,, M) = 0 pour tout entier
positifi. Sir =1, L, = Ly = A(e) et le résultat suit du lemme précédent. Supposons que

1 <r<netque Ext’,(L,_1, M) =0 pour i > 1. On a les suites exactes
Ext’ (A(e), M) — Ext'y(L,, M) — ExtY(L,_1, M), i>0.

Selon I'hypothése de récurrence, Ext’y(L,_1, M) = 0. De plus, Ext’ (A(e), M) = 0 en

vertu du lemme précédent. Donc, on a bien Ext’y(L,, M) = 0. O
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4.4 Extensions de modules simples

Etant donné une k-algébre d’Artin A, on s’intéresse a étudier les auto-extensions des
A-modules simples. Ce sont les groupes de la forme Ext}(S,S) oi S est un A-module
simple. Si k est un corps algébriquement clos, nous savons (voir |9, Page 65]) que 'algébre
sobre de A, Morita équivalente a A, est isomorphe & une algébre de carquois lié. Soit @) ce
carquois. Si S est le A-module simple associé au sommet a de @, alors dim;(Ext(S,5))
donne le nombre de boucles attachées au sommet a du carquois (pour une preuve, voir
|4, page 85]). La conjecture d’absence de boucle dit que si la dimension globale de A est
finie, alors Ext!,(S,.S) = 0 pour tout A-module simple S. Le nom de la conjecture vient
du fait que dans le cas ou k est un corps algébriquement clos, celle-ci affirme que si la
dimension globale de A est finie, alors le carquois () ne contient aucune boucle. Cette
conjecture a été énoncée pour la premiére fois en 1987 par D. Anick et D. Zacharia et ce,

de fagon indépendante.

Etonnamment, cette conjecture a été démontrée dans plusieurs cas bien avant avoir été
énoncée formellement. Peu aprés 'apparition de cette conjecture en 1987, D. Zacharia

énonca une version encore plus forte de la conjecture :

Conjecture 4.4.1 (Conjecture forte d’absence de boucles). Si S est un A-module simple

de dimension projective finie, alors Ext}(S,S) = 0.

Toutefois, cette derniére conjecture n’est vérifiée que dans trés peu de cas. Elle est vé-
rifiée, par exemple, pour les algébres bisérielles spéciales (voir [31]) et pour les algébres
monomiales (voir [41]). Le lecteur est invité a consulter I'article de K. Igusa (voir [26])

pour plus de détails concernant cette conjecture.

Nous montrons un cas un peu plus faible de la derniére conjecture pour les algébres

strictement stratifiées.
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Proposition 4.4.2. Soit A une algebre strictement stratifie et S un A-module simple.

Si les dimensions projective et injective de S sont finies, alors Ext}(S,S) = 0.

Démonstration. Soit n le rang du groupe de Grothendieck de A, ¢’est-a-dire le nombre de
A-modules simples a isomorphisme prés. Nous procédons par récurrence sur n. Comme A
est strictement stratifiée, il existe un idempotent primitif e de A tel que I = AeA est un
idéal strictement stratifiant de A. Soit alors A(e) le module correspondant & cet idéal. Si
n = 1, alors I’algebre est locale. Il est bien connu que la dimension globale d’une algebre
locale est finie si et seulement si ’algébre est simple. Le résultat découle directement de
ceci. Supposons maintenant que n > 1. Dans un premier temps, supposons que Se # 0,
c’est-a-dire que S est la coiffe de eA. Comme I € F(A(e)) et que la dimension injective

de S est finie, on a, selon le lemmme 4.3.4, que
Exty(I,8) =0, i>0.

Mais selon le lemme 4.3.2, I € P,. Cela implique que Ext’(1,S") = 0, i > 0, lorsque
S’ est un A-module simple tel que S’e = 0. Ainsi, tous les modules projectifs dans la
résolution projective minimale de I sont nuls sauf le module en position 0 qui est une
somme directe finie de modules de la forme eA. Ainsi, I est projectif. Selon [32, lemme
3.2, le fait que I = AeA soit projectif combiné au fait que dp(I) soit fini implique que
Ext} (S, 9) = 0.

Supposons maintenant que Se = 0. Cela donne que S est un A/I-module simple. Puisque
la dimension projective de S est finie, il existe un entier positif r tel que Ext’,(S,—) =0
et donc, selon le lemme 4.3.2, que Ext, ;(S, —) = 0. Ceci donne que dp,,,(S) est finie.

On montre de méme que dis/;(S) est finie. En utilisant le lemme 4.3.2, on obtient
Ext} (S, 5) & Ext} (S, 5)
lequel s’annule par hypothése de récurrence. O
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4.5 La dimension finitiste

La dimension finitiste (projective) d’une algébre d’Artin est définie de la fagon suivante.
findim(A) = sup{dp(M) | M € mod(A), dp(M) < oo}.

Si la dimension globale de l'algébre est finie, on a findim(A) = dimgl(A). Par contre,
dans le cas général, rien n’indique que ce nombre doit étre fini. C’est justement l'objet

de la conjecture finitiste qui a été énoncée par H. Bass (voir [10]) au début des années

60.

Conjecture 4.5.1 (Conjecture finitiste). Si A est une algébre d’Artin, alors findim(A)
est fini.

Cette conjecture a été vérifiee dans le cas des algébres monomiales (voir [23]), des al-
gébres dont le radical a la puissance 3 s’annule (voir [24]) ainsi que dans le cas des
algébres standardement stratifiées (voir [2]). Dans cette section, nous montrons que si A
est strictement stratifiée, alors A°P a une dimension finitiste finie. Ceci est équivalent a

montrer que la dimension finitiste injective de A, définie par
inj.findim(A) = sup{di(M) | M € mod(A), di(M) < oo}
est finie lorsque A est strictement stratifiée.

Le résultat suivant sera utile dans la preuve du prochain lemme. Pour une preuve, le

lecteur est invité a regarder |7, proposition 2.4].

Lemme 4.5.2 (Auslander-Platzeck-Todorov). Soient e un idempotent de A et M un
A-module. Alors M € P, si et seulement si Exty(M,J) = 0 pour tout i > 0 et tout
AJAeA-module injectif J.

Le lemme suivant est quelque peu technique mais primordial dans la suite.
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Lemme 4.5.3. Soit [ = AeA un idéal strictement stratifiant de A et M € mod(A) un
module de dimension injective finie. Soit ) le noyau de la couverture projective de DM.

Alors le A-module a gauche [ = AeS) est un module de Pe.

Démonstration. Soit A(e) le module correspondant a 'idéal I de I’énoncé. Posons N =

DM. Alors N est un A°° module de dimension projective finie. Soit
n:0—-Q—=P—>N-—=0

une couverture projective de N de noyau 2. On doit montrer que I € P.. Selon le

lemme précédent, pour montrer que €2 € P, il suffit de montrer que
Extlyop (IQ, D(A/I)) =0, i>0.

Remarquons que le A°°-module D(A/I) est annulé par e. De plus, IQ2 = AeAQ a une
coiffe isomorphe & une somme directe de copies du module simple correspondant a I'idem-
potent e. Ainsi, Homop (12, D(A/I)) = 0 et le résultat est vrai pour ¢ = 0. Considérons

la suite exacte courte

C:0—-1I0—Q—Q/IQ—0.
Pour ¢ > 1, on a
Extlyor (Q/IQ, D(A/I)) = Exty(A/I,D(Q/IQ))

~ Ext!y,(A/I, D(Q/IQ))

= 0,

le deuxiéme isomorphisme étant donné par le lemme 4.3.2, puisque D(€2/I) est un

A/I-module. Ainsi, en appliquant le foncteur Hom oo (—, D(A/I)) & ¢, on obtient

Extyor (12, D(A/T)) & Extlyon(Q, D(A/T)), i > 1.
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Or ce dernier est isomorphe a Ext’ (A/I, DQ). Pour terminer la preuve, on doit donc mon-
trer que Ext’(A/I, DQ) = 0lorsque i > 1. Or en appliquant le foncteur Homy(A/I, D(—))
amn,ona

Ext,(A/I,DQ) = Ext’yY(A/I, M), i>1.

Enfin, en considérant la suite exacte
0—-1—-A— A/l =0,

on en conclut que

Ext(A/I, M) = Ext, (I, M), i>1.

Or ce dernier s’annule en vertu du lemme 4.3.4 puisque la dimension injective de M est

finie. O

La prochaine proposition nous indique le lien qui existe entre la dimension finitiste injec-
tive de deux algebres lorsque 1'une d’elle est le quotient de ’autre par un idéal strictement
stratifiant. Etant donné un module M, le plus petit entier r tel que rad” (M) = 0 est ap-
pelé la longueur de Loewy de M.

Proposition 4.5.4. Soit [ = AeA un idéal strictement stratifiant de A. Si la dimension
finitiste injective de A/I est m, alors celle de A est au plus m + 2.

Démonstration. Soit M un module de type fini et de dimension injective finie. Notons (2 le
noyau d’une couverture projective de DM. Il suffit de montrer qu’alors dp 4op (©2) < m+1.
Pour ce faire, soit S un A-module simple tel que eS = 0. En vertu du lemme précédent,
on a IQ € P.. Ainsi, Ext’ ., (192, S) = 0 pour tout i > 0. Par conséquent, en appliquant

le foncteur Hom gop(—, S) &

0—I0—Q—Q/IQ—0,
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on obtient

Ext’ o (Q/IQ, S) = Extlop(Q,5), i >0.
Puisque dp 40p(2) = k < 00, on a
Extly,;(DS, D(Q/1)) = Ext} (DS, D(Q/1)) = Ext}yo,(©2,5) = 0
lorsque i > k. Ceci implique que dis, r(D(€2/1§2)) < 0o et donc que dig/(D(2/1Q)) < m.
D’ou
Ext’op(Q,59) =0
lorsque 7« > m. Maintenant, soit P; le terme en position ¢ dans la résolution projective

minimale de €. La condition obtenue nous donne que P; est une somme directe de copies

de Ae lorsque j > m + 1. Si k > m + 1, alors on a une inclusion
L Pk — Pkfl.

Or, t(Py) C rad(Py_1), ce qui contredit le fait que les longueurs de Loewy de Py et Py

doivent étre égales. Ceci montre donc que dp 4o, (2) < m + 1. O]

Cette proposition nous permet d’obtenir, par récurrence, le théoréme suivant. Ce théo-

réme est une généralisation de |2, théoréme 3.1].

Théoréme 4.5.5. Soit A une algébre strictement stratifiée. Alors inj.findim(A) est bor-

née par 2n — 2 ot n note le rang de Ko(A).

Démonstration. Procédons par récurrence sur n. Si n = 1, alors A est locale et un module
de dimension injective finie doit étre injectif. Ainsi, inj.findim(A) = 0. Supposons que
n > 0. Alors il existe un idempotent primitif e de A tel que AeA est strictement stratifiant
et A/AeA est strictement stratifiée. Par récurrence, on a inj.findim(A/AeA) < 2(n—1)—2

et donc, selon la proposition précédente,
inj.findim(A) <2(n—1)—-2+4+2=2n—2. O
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Remarquons que pour tout entier positif n, il existe une algébre quasi-héréditaire A,
telle que rg(Ko(A4,)) = n et dimgl(A,) = 2n — 2 (voir [2]). Comme toute algébre quasi-
héréditaire est strictement stratifiée, la borne obtenue dans le théoréme précédent est la
meilleure possible. Mentionnons qu’il n’est pas connu si la dimension finitiste (projec-
tive) d’une algébre strictement stratifiée est finie. On ne peut pas dualiser les résultats
précédents puisque la notion d’algébre strictement stratifiée n’est pas symétrique : si A

est strictement stratifiée, alors A°P ne ’est pas nécessairement.

4.6 Le déterminant de Cartan

Dans cette section, nous étudions le déterminant de Cartan d’une algébre strictement

stratifiée. Avant tout, nous rappelons comment calculer le déterminant de Cartan d’une

algébre d’Artin A.

Soit £ = {ey, €9, ..., e, } un ensemble complet d’idempotents primitifs et orthogonaux de
A. Rappelons que la matrice de Cartan de A, relative a E, est donnée par la matrice
Cg = (l(e;A€;))nxn. Comme nous l'avons vu, le terme général ((e;Ae;) correspond au
nombre de modules simples ¢;A/e;rad(A) apparaissant comme facteurs de composition
du module e;A. Soit E' = {f1, f2, ..., fn} un autre ensemble d’idempotents primitifs et
orthogonaux de A. On peut vérifier sans difficulté qu’il existe un élément inversible a
de A et une permutation o de S, tels que f; = ae,a! pour i = 1,2,...,n. Comme,

manifestement,
U(f;Af) = Llaesjya Aaespya) = leq ) Aeqm),

on trouve que la matrice Cr = (¢(f;Afi))nxn est équivalente a la matrice Cp & permu-
tation simultanée prés des lignes et des colonnes. On peut donc définir sans ambiguité le

nombre cd(A) comme étant le déterminant d’une matrice de Cartan de A. On appelle ce
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nombre le déterminant de Cartan de A.

Voici maintenant 1’énoncé de la fameuse conjecture du déterminant de Cartan. C’est D.

Zacharia, dans son article [40], qui a explicitement énoncé cette conjecture.

Conjecture 4.6.1 (Conjecture du déterminant de Cartan). Soit A une algébre d’Artin.

Si la dimension globale de A est finie, alors cd(A) = 1.

Afin de comprendre la nature de cette conjecture, regardons le résultat suivant, qui est
di a S. Eilenberg. C’est ’énoncé qui est a l'origine de la conjecture. Pour une preuve, on

peut consulter, par exemple, |25, Page 53].

Proposition 4.6.2. Soit A une algébre d’Artin. Si la dimension globale de A est finie,
alors cd(A) = £1.

L’idée de la preuve de la proposition précédente est de construire un inverse (dans I’an-
neau des matrices a coefficients entiers) d’une matrice de Cartan de A. Cette matrice
étant inversible, son déterminant doit étre inversible dans 7Z et donc valoir plus un ou

moins un.

Jusqu’a présent, personne n’a réussi a trouver une algébre d’Artin de dimension globale
finie dont le déterminant de Cartan vaut moins un, d’ou la conjecture. Cette conjecture a
été démontrée dans plusieurs cas. Pour une liste presque compléte de ces cas, le lecteur est
invité & consulter [25] qui résume ce qui est connu concernant cette conjecture jusqu’en

1992. Le lecteur peut également consulter [32].

Revenons maintenant aux algébres strictement stratifiées. Nous montrons, plus loin,
qu’étant donné une algébre strictement stratifiéce A, la condition cd(A) = 1 est équi-
valente a la condition dimgl(A) < oco. Cela généralise un résultat similaire de D.D. Wick

pour les algébres standardement stratifiées, voir [38]. Pour en arriver a notre fin, nous
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utilisons des réductions matricielles. Nous commencgons par un lemme simple. Rappe-
lons qu’étant donné un module M de mod(A), [M] note I’élément correspondant dans le

groupe Ky(A).
Lemme 4.6.3. Soient M et N deuxz A-modules avec M € F(N). Alors il existe un entier

non négatif a tel que [M] = a[N].

Démonstration. L’hypothése nous donne une chaine
O=MyCcMyC---CM,=M

de sous-modules de A telle que M;,1/M; = N pour 0 < i < n — 1. Ceci donne donc
[N] + [M;] = [M;41] pour 0 <i <n—1. On a donc [M] = n[N]. O

Pour pouvoir calculer le déterminant de Cartan d’une algébre strictement stratifiée, nous
devons trouver un lien entre cd(A) et cd(A/I) lorsque I est un idéal strictement stra-
tifiant. Ce lien est obtenu au moyen de la proposition suivante. Par convention, nous

posons cd(0) = 1.
Proposition 4.6.4. Soit [ = AeA un idéal strictement stratifiant de A. On a

cd(A) = cd(eAe) - cd(A/I).

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur le rang n de Ko(A). Sin=1,1=A
et eAe = A. Le résultat est évident dans ce cas. Supposons que n > 1. Soit {ej, €a,...,€,}
un ensemble complet d’idempotents primitifs et orthogonaux de A. Notons C' la matrice
de Cartan relative & cet ensemble. La colonne j de C est le vecteur [e;A]. Sans perte
de généralité, supposons que e = e,. Notons A(e,) le module quotient de e, A associé a

I = Ae, A. Comme [ est strictement stratifiant, on a
e;I € F(A(ey)), j=1,2,...,n.
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Par conséquent, le lemme 4.6.3 nous indique qu’il existe un entier non négatif a; tel que
le;I] = aj[Aley)], j=1,2,....,n.

Posons alors a; = aj/an, j = 1,2,...,n — 1. Les deux relations [e;I] = a;j[A(e,)] et

lenA] = [en]] = an[A(e,)] donnent
le;I] = ajlend], j=1,2,...,n—1.
On obtient ainsi que
le;A] = [e;I] + [ejA)e;I] = ajlen Al + [ejA)e;I], j=1,2,...,n—1. (4.2)

Maintenant, {e;+1,es+1,..., e, 1+ 1} est un ensemble complet d’idempotents primitifs

et orthogonaux de A/I. Les A/I-modules projectifs correspondants sont
Py =(ej+ DA/l =¢;Ale;I, j=1,2,...,n—1.
Les équations (4.2) nous donnent alors que la matrice
C'=([P] [P] - [Pa-i] [enA])

est obtenue de la matrice C' en effectuant des opérations élémentaires sur les colonnes de
C. Ainsi,
cd(A) = det(C").

Remarquons que la derniére ligne de la matrice C’ est nulle sauf 1’élément en position n
qui vaut £(e, Ae,). Par conséquent, en développant le déterminant de C” selon la derniére

ligne, on obtient

det(C") = l(e,Aey)cd(A/T) = cd(e,Aey,) - cd(A/T).

44



On a le corollaire suivant.

Corollaire 4.6.5. Si A est strictement stratifiée, alors son déterminant de Cartan est

positif.

Démonstration. Soit n le rang de Ky(A). Si n = 1, le déterminant de Cartan de A est
la longueur de A en tant que k-module, donc positif. Si n > 1, on utilise le résultat

précédent combiné a une simple récurrence. O

Avant d’énoncer le théoréme principal, nous avons besoin de cette proposition, qui peut

étre obtenue a partir de [1, théoréme 1.9].

Proposition 4.6.6 (Agoston-Dlab-Lukacs). Soit A une algébre strictement stratifiée.

Alors la dimension globale de A est finie si et seulement si A est quasi-héréditaire.

Le théoréme suivant montre, en particulier, que la conjecture du déterminant de Cartan
est vérifiée pour les algébres strictement stratifiées. Notons qu’on a un énoncé similaire

pour les algébres quasi-stratifiées dans [32].

Théoréme 4.6.7. Soit A une algeébre strictement stratifiée. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
(a) dimgl(A) < oo,
(b) A est quasi-héréditaire,

(¢) cd(A) = 1.

Démonstration. L’équivalence des deux premiers énoncés résulte de la proposition pré-
cédente. Le déterminant de Cartan d’une algebre quasi-héréditaire est toujours un. Pour
une preuve de cet énoncé, le lecteur est invité a regarder |32, théoréme 2,5]. Il reste donc

a montrer que (¢) implique (b). Nous procédons par récurrence sur n = rg(Ky(A)). Si
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n = 1, la condition cd(A) = 1 donne que I'algébre est simple donc quasi-héréditaire. Sup-
posons donc que n > 1. Soit {ej, €9, ..., €, } un ensemble complet d’idempotents primitifs
et orthogonaux de A. Sans perte de généralité, on peut supposer que [ = Ae, A est un
idéal strictement stratifiant de A tel que A/I est une algébre strictement stratifiée. Soit
A(ey,) le module correspondant a cet idéal. Puisque e, A € F(A(e,)), le lemme 4.6.3 nous

donne [e, A] = a[A(e,,)] pour un entier positif a. La condition donne

1 = cd(A)
= det([e14] [e2A4] -+ [en_1A4] [enA4])
= a-det([e1A] [eA] -+ [en14] [Alen)]).

Ainsi, a = 1 et donc, A(e,) = e, A. La condition I € F(A(e,)) = F(e,A) donne que I

est projectif. Maintenant, selon la proposition 4.6.4, on a
1 =cd(A) = cd(e,Ae,) - cd(A/I)

ce qui donne cd(e,Ae,) = cd(A/I) = 1 puisque cd(e,Ae,) est positif. La condition
cd(e,Ae,) = 1 donne £(e,Ae,) = 1 et donc que e,rad(A)e, = 0. Ainsi, I est un idéal
héréditaire. Selon I'hypothése de récurrence, cd(A/I) = 1 donne que A/l est quasi-
héréditaire. Ainsi, le fait que I soit héréditaire avec le fait que A/I soit quasi-héréditaire

donne que A est quasi-héréditaire. O]
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CHAPITRE 5

Catégories stables de modules

Dans ce chapitre, nous étudions certaines catégories quotients de la catégorie de mo-
dules mod(A) lorsque A est une k-algébre d’Artin connexe avec k un anneau artinien.
Nous commencons par une section dans laquelle nous faisons un bref rappel de notions

concernant les catégories triangulées.

5.1 Notions de catégories triangulées

Les catégories abéliennes sont bien connues et sont trés utiles en théorie des représen-
tations des algébres. Par exemple, les catégories Mod(A) et mod(A) sont abéliennes.
Cependant, plusieurs catégories ne sont pas abéliennes mais admettent tout de méme
une structure intéressante. C’est le cas, par exemple, de D’(mod(A)), la catégorie déri-
vée bornée de mod(A). Il est bien connu que cette derniére est une catégorie triangulée.

Nous commencons avec la définition de catégories triangulées.

Soit C une catégorie k-linéaire et 7" un automorphisme de C. On appelle (XY, Z, f, g, h)
un sextuplet si X, Y, Z sont des objetsde Cet f: X - Y, g:Y = Zeth:z— T(X).
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Etant donné deux sextuplets Ty = (X,Y,Z, f,g,h) et To = (X', Y'.Z' f', ¢ 1), un
morphisme u : T} — T3 est un triplet (uy,ug,u3) avec uy; : X — X', ug : Y — Y’ et

uz : Z — 7' tel que le diagramme

Xty ez toT(X)
lul iw ius \LT(Ul)
x Ly L opixy

commute.

On dit que u est un isomorphisme si u; est un isomorphisme pour ¢ = 1,2, 3. Mainte-
nant, on dit qu’une classe 7 de sextuplets (dont les éléments sont appelés triangles) est

une triangulation de C si les quatre axiomes suivants sont vérifiés :

(TR1) Un sextuplet isomorphe & un triangle est un triangle. Etant donné un morphisme
f: X =Y deC, il existe un triangle de la forme (X,Y, Z, f, g, h) dans T. De plus,
le sextuplet (X, X,0,1x,0,0) est un triangle pour tout X € C.

(TR2) Si (X,Y,Z, f,g,h) est un triangle, alors (Y, Z,T(X), g, h, =T(f)) est également un

triangle.

(TR3) Si (X,Y,Z, f,g,h) et (X, Y',Z',f ¢ 1) sont deux triangles et u; : X — X'
uy : Y — Y/ sont tels que usf = f'uq, alors il existe un morphisme us : Z — Z’ tel

que (u,ug,u3) est un morphisme de triangles.

(TR4) Soient u : X — Y et v : Y — Z deux morphismes inclus dans les triangles
(X,Y,Z u,g,h)et (Y, Z, X" v,¢',h). Soit (X, Z, Y, vu, ¢g", ") un triangle incluant

le morphisme vu. Alors il existe des morphismes o : Z/ — Y et §: Y’ — X’ tels
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que le diagramme suivant commute et dont la troisiéme ligne est un triangle.

vy x

lT—l(ﬁ) u vu
T-1(X") T (h") VR P T(Y)
gy B X T(g)h’T(Z,)

h B

T(X)=—=T(X)
Dans la suite, nous dirons qu’une catégorie C est pré-triangulée si elle admet un au-
tomorphisme 7" et une triangulation 7 et satisfait aux axiomes (TR1), (TR2) et (TR3).

Nous avons le lemme suivant dont la preuve se trouve dans [22].
Lemme 5.1.1. Soit (X,Y,Z, f, g, h) un triangle dans une catégorie pré-trinagulée C. Les
conditions suivantes sont équivalentes.

(a) f est une section,

(b) g est une rétraction,

(¢c) h=0.

5.2 Définition des catégories stables

Dans cette section, nous faisons un rappel de la notion de catégories stables. On note C

une catégorie k-linéaire et abélienne.

Soit f: M — N et
n:0—>L—N —-N=0
un élément de Ext}(N, L). Alors Ext}(f, L)(n) note la suite exacte courte de Extg (M, L)

qui est obtenue en effectuant le produit fibré de f et du morphisme N’ — N. Si
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la catégorie C admet suffisamment d’objets projectifs et injectifs, alors le morphisme
Extg(f, L) : Exts(N, L) — Exti(M, L) correspond a la construction classique telle que
détaillée dans [3]. Ces deux constructions coincident toujours, voir [33]. D’une fagon

duale, on peut construire Ext}(L, f) avec une somme amalgamée.

Un morphisme f : M — N de C est dit projectivement trivial si 'on a Ext}(f, L) =0
pour tout L € C. De méme, on dit que f : M — N est injectivement trivial si 'on a
Extg(L, f) = 0 pour tout L € C. Etant donné deux objets X et Y de C, on note P(X,Y)
'ensemble des morphismes projectivement triviaux de X vers Y et I(X,Y’) 'ensemble
des morphismes injectivement triviaux de X vers Y. Il est & noter que P et [ forment

des idéaux de C. On note C pour la catégorie C/P et C pour C/I.

Dans [27], on montre que si la catégorie C admet suffisamment d’objets projectifs, alors un
morphisme est projectivement trivial si et seulement s’il se factorise par un objet projectif.
On obtient donc que la catégorie stable C est la catégorie C modulo les morphismes qui
se factorisent par des objets projectifs. Dualement, si la catégorie C admet suffisamment
d’objets injectifs, alors un morphisme est injectivement trivial si et seulement s’il se
factorise par un objet injectif. On obtient donc que la catégorie stable C est la catégorie

C modulo les morphismes qui se factorisent par des objets injectifs.

5.3 Les algébres stablement triangulées

Comme nous I'avons vu, la catégorie mod(A) contient suffisamment d’objets projectifs
et injectifs lorsque A est une algébre d’Artin. Ainsi, les catégories stables de la section

précédente correspondent aux catégories stables usuelles.

Rappelons qu’une algébre B est stablement équivalente a une algébre A si les catégories

mod(B) et mod(A) sont équivalentes. Dans [22], il est démontré que si A est une algébre
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stablement équivalente a une algébre auto-injective, alors mod(A) = mod(A) est une
catégorie triangulée, dont nous ne spécifions pas la triangulation 7 et ’automorphisme
T. Pour plus de détails sur la structure triangulée de mod(A), le lecteur est invité a

consulter [22]|. L’objectif de cette section est d’établir la réciproque de I’énoncé de [22].

Nous commencons par la notion de pseudo-noyaux et pseudo-conoyaux. Soit C une ca-
tégorie additive (mais pas nécessairement abélienne) et f : L — M,g : M — N deux

morphismes de C. On dit que f est un pseudo-noyau de g si I'on a une suite exacte

Hom(X,f) Hom(X,g)

Hom(X, L) Hom(X, M) Hom(X, N)

pour tout X dans C. Dualement, g est un pseudo-conoyau de f si I'on a une suite

exacte

Hom(g,X) Hom(f,X)
—_ >

Hom(N, X) Hom(M, X) Hom(L, X)

pour tout X dans C. Cela nous permet de définir la notion de catégorie faiblement

abélienne.

Définition 5.3.1. On dit que C est faiblement abélienne si tout morphisme f admet
un pseudo-noyau et un pseudo-conoyau et, de plus, f est un pseudo-noyau d’un certain

morphisme g et un pseudo-conoyau d’un certain morphisme h.

Nous commencons 'investigation avec ce lemme.

Lemme 5.3.2. Soit 0 L !

M—2>N 0 une suite presque scindée de mod(A).

Si mod(A) est faiblement abélienne, alors on a les énoncés suivants.
(a) Si N est injectif, alors M est injectif,
(b) Si L est projectif, alors M est projectif.

(c) M est injectif si et seulement si M est projectif.
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Démonstration. Supposons que mod(A) est faiblement abélienne. Etant donné un mor-
phisme e : X — Y de mod(A), on note € : X — Y le morphisme correspondant
de mod(A). Supposons que N est injectif et que M ne I'est pas. On peut ainsi écrire
M = M; & M, avec M; indécomposable et non injectif. Nous avons les décompositions
correspondantes f = (f1, f2)7 et g = (g1, g2). Comme mod(A) est faiblement abélienne,
soit h : M; — E un morphisme tel que f; est un pseudo-noyau de h. On a alors h f; = 0, ce
qui donne que hf; =vu,onu: L — I et v: 1 — E sont des morphismes de mod(A) avec
I injectif. Comme L n’est pas injectif, u n’est pas une section. Par conséquent, il existe
un morphisme (wy, ws) : My @& My — I tel que u = (wy,ws) f. Ainsi, hf; = vwy fi +ovws fa,
ce qui donne (vw; — h,vws)(f1, f2)7 = 0. Cela donne un morphisme w : N — E tel que
(vwy — h, vws) = w(g1, g2). Comme N est injectif, on obtient h = vw; — wg; = 0. Etant
un pseudo-noyau de h = 0, f; est une rétraction dans mod(A). En effet, comme hl,, = 0
et que fi est un pseudo-noyau de h, il existe 5 : M; — L tel que 15, = f15. Puisque M,
est indécomposable, fis est soit nilpotent ou un isomorphisme. Dans le premier cas, on
obtient que 1j;, = 0 et donc que M est injectif, une contradiction. Dans le deuxiéme cas,
on a que f; est une rétraction. Cela contredit le fait que f; est irréductible. Cela montre
(a). Notons que mod(A) est aussi faiblement abélienne puisque équivalente & mod(A);

voir [9, (IV.1.9)]. Donc, (b) est aussi vraie.

Finalement, supposons que M est injectif mais non projectif. Soit N; un facteur direct
indécomposable de M qui n’est pas projectif. Alors mod(A) admet une suite presque

scindée

0 TN1 U N1 0.

Comme N est injectif, U est injectif par (a). Ainsi, L, en tant que facteur direct de U,
est aussi injectif, ce qui est une contradiction. Cela montre que M est projectif lorsque

injectif. De méme, il suit de (b) que M est injectif lorsque projectif. ]
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Remarquons qu’une catégorie pré-triangulée est faiblement abélienne. En effet, si C est
pré-triangulée et f : X — Y est un morphisme de C, alors il existe un morphisme

g:Y — Z avec Z € C tel que

X Y 7 —'-T(X)

est un triangle. Il est bien connu (voir [22]) que si M € C, alors on a des suites exactes

induites

HOIIlc(M, X) — HOIIlc(M, Y) — HOch<M, Z)

et
Homc(Z, M) — Homc(Y, M) — Homc(X, M)

ce qui donne que f est un pseudo-noyau de g et g est un pseudo-conoyau de f. On montre

de méme que f est un pseudo-conoyau de T1(h) et que T~!(h) est un pseudo-noyau de
f.

Par conséquent, le lemme ci-haut s’applique également si mod(A) est triangulée ou pré-

triangulée.

Rappelons qu’une algébre d’Artin de représentation finie est dite dirigée si son carquois
d’Auslander-Reiten ne contient pas de cycles orientés. Dans le prochain théoréme, la
notion d’algébre de Nakayama dirigée apparait. Rappelons qu’une algébre A est dite de
Nakayama si tous les modules projectifs indécomposables et tous les modules injectifs
indécomposables de mod(A) sont unisériels, c¢’est-a-dire admettent une unique suite de

composition.

Définition 5.3.3. Une algébre d’Artin A est dite stablement triangulée si mod(A)
admet une structure de catégorie triangulée. Remarquons que puisque les catégories stables
mod(A) et mod(A) sont équivalentes, cela revient a demander que mod(A) admette une

structure de catégorie triangulée.
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Maintenant, nous avons ce théoréme.

Théoréme 5.3.4. Soit A une algébre d’Artin. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) A est stablement triangulée,
(b) m(A) admet une structure de catégorie pré-triangulée,
(c) A est auto-injective ou de Nakayama dirigée de longueur de Loewy deut,
(d) A est stablement équivalente a une algébre auto-injective,

(e) mod(A) est faiblement abélienne.

Démonstration. Supposons que mod(A) est faiblement abélienne et que A n’est pas auto-
injective. Soit / un module injectif indecomposable de type fini qui n’est pas projectif.

On a alors que mod(A) admet une suite presque scindée
0—=717l—P —1—=0.

Il suit du lemme précédent que P est projectif-injectif. Soit n > 0 un entier tel que 'on

a une suite presque scindée
07— P —77—50

avec P; projectif-injectif, 7 = 1,...,n. D’aprés [9, (V.3.3)], les modules 71 avec 0 <
1 < n sont simples. Si deux de ces modules sont isomorphes, alors on obtient une 7-
orbite cyclique dans le carquois d’Auslander-Reiten de mod(A) qui contient I, ce qui est
impossible puisque I est injectif. Ainsi, les modules simples 7'1 avec 0 < i < n sont
deux & deux non isomorphes. Par conséquent, les modules P;, avec 1 < ¢ < n, sont aussi
deux a deux non isomorphes et de longueur de Loewy deux. Maintenant, si 71 n’est pas

projectif, alors on obtient une suite presque scindée

0— 7" = P,y — 71 —=0.
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Si P, 11 n’est pas injectif, il existe un facteur direct indécomposable de P, 1, disons E, qui
n’est pas injectif. Le module 77 E est alors un facteur direct de P,, lequel est projectif,
ce qui est impossible. Ainsi P,., est injectif et donc projectif-injectif selon le lemme
précédent. Notons que mod(A) n’a qu'un nombre fini de modules simples & isomorphisme
pres. Nous pouvons donc supposer que n est tel que 71 est projectif. Nous venons donc
de construire une composante finie du carquois d’Auslander-Reiten. Puisque I’algébre A
est connexe, cette composante est égale au carquois d’Auslander-Reiten en entier (voir
[9]). On a donc que les modules P, 771 avec 1 < i < net 0 < j < n sont tous les modules
indécomposables de mod(A) a isomorphisme prés. En particulier, 'algébre A est dirigée.
Maintenant, puisque les modules simples 71 avec 0 < i < n forment une 7-orbite, A est
une algébre de Nakayama; voir [9, (IV.2.10)]. De plus, les modules P, avec 1 < i < n
sont de longueur de Loewy deux alors que 7"[ est simple. Ainsi, A est de longueur de

Loewy deux. Cela montre que (e) implique (c).

Supposons maintenant que A est une algébre de Nakayama dirigée de longueur de Loewy
deux. Soient Si,..., S, les A-modules simples & isomorphisme prés. Comme les modules

indécomposables de mod(A) sont soient injectifs soient simples, on a que
mod(A) = mod(ky) X - -+ x mod(k,),

ou k; = Enda(S;), i = 1,...,n. Soit B; lextension triviale de k; par k;, c’est-a-dire

BZ:{(G b) a,bekz}
0 a

avec la multiplication matricielle. Considérons Palgébre B = By [[---[[ Bn. Notons que

I’algébre

les algeébres B; sont toutes auto-injectives puisqu’une extension triviale d’une algébre par

Y

son co-générateur injectif est toujours auto-injective. Il est bien connu qu’alors mod(B;) =

mod(k;) pour tout . Ainsi, B est une algébre auto-injective avec
mod(B) = mod(k;) x - -+ x mod(k,).
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Cela montre que (c) implique (d). Finalement, il suit de [22, (2.6)] que (d) implique (a).
Comme nous 'avons remarqué, toute catégorie pré-triangulée est faiblement abélienne.
Donc, (b) implique (e). Le fait que (a) implique (b) suit de la définition d’une algébre

stablement triangulée. O]

Notons que I'équivalence des énoncés (c) et (d) du théoréme précédent a été obtenue pour
la premiére fois par [. Reiten (voir [34]). Notons aussi qu’il a été montré dans |12] que la
catégorie stable projective admet toujours une structure triangulée a gauche alors que la
catégorie stable injective admet toujours une structure triangulée a droite. Comme ces
deux catégories sont équivalentes, on peut dire que la catégorie stable injective admet une
structure triangulée a gauche et une structure triangulée a droite. Ces deux structure,

cependant, sont généralement différentes.
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CHAPITRE 6

Représentations de carquois infinis

Dans ce chapitre, nous étudions les représentations d’un carquois infini, connexe, locale-
ment fini et fini par intervalle. Nous nous intéressons plus particuliérement a la théorie
d’Auslander-Reiten dans la catégorie rep(Q) des représentations localement de dimension
finie de @). Des travaux sur I’étude des représentations de tels carquois ont déja parus
dans la littérature. Parmi ceux-ci, mentionnons les travaux d’Enochs, Estrada et Rozas
(voir [18] et [19]) qui étudient, entre autres, les représentations projectives et injectives
de tels carquois en termes de propriétés locales des représentations. La motivation du
travail contenu dans ce chapitre provient des résultats de Reiten et Van Den Bergh (voir
[35]). Dans l’article cité, les auteurs étudient les foncteurs de Serre & droite pour la caté-
gorie dérivée bornée de rep™(Q), la sous-catégorie pleine de rep(Q) des représentations

de présentation finie. Nous commencons avec quelques notations et quelques rappels.
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6.1 Quelques notations et rappels

Dans ce chapitre, les carquois () considérés sont localement finis et finis par invervalle,
c’est-a-dire que pour chaque couple (z,y) de sommets du carquois, le nombre de chemins
de z vers y dans @ est fini. Cette condition implique, en particulier, que le carquois ()
n’a pas de cycles orientés. Nous supposons aussi () connexe et, pour simplifier, que k est
un corps algébriquement clos. Cependant, dans la plupart des résultats, cette derniére
hypothése n’est pas nécessaire. Comme dans le chapitre 2, nous notons Rep(Q) la catégo-
rie des k-représentations de (). Nous avons vu que Rep(Q)) est équivalente a la catégorie
Mod(A) des A-modules a droite uniféres ou A = k(@ est I'algébre des chemins de Q.
Nous ne distinguons pas ces deux derniéres catégories dans la suite. La catégorie Rep(Q)
est abélienne et héréditaire (voir |21, page 79]). Rappelons qu'une catégorie abélienne
C est dite héréditaire si les foncteurs Extj (X, —) et Exti(—, X) sont exacts a droite,
lorsque X est un objet de C. Rappelons que les foncteurs Ext}(—, X) et Exty(X, —) sont
définis en termes de suites exactes courtes. Si la catégorie C admet suffisamment d’objets
projectifs et injectifs, ces foncteurs peuvent étre définis de facon usuelle, c¢’est-a-dire en
tant que foncteurs dérivés des foncteurs Home(—, X) et Home(X, —), respectivement.
Rappelons que rep(Q) note la sous-catégorie pleine de Rep(()) des représentations loca-
lement de dimension finie. Cette derniére catégorie est également abélienne et héréditaire

(la preuve de [21] s’applique aussi).

6.2 Les représentations de présentation finie

Commengons par étudier les modules projectifs et injectifs de Rep(Q). Pour = € Q,
notons P, le A-module engendré par e,, I'idempotent primitif en x. On note que P, = e, A.

Puisque ce module est unifére, il correspond & une représentation que l'on note aussi P,.
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De plus, on vérifie aisément que, lorsque M € Rep(Q), on a
Homy(P,, M) = Me, = M(x)

avec l'isomorphisme fonctoriel en M et en x. La preuve de ceci est exactement la méme
que dans le cas d’une algébre d’Artin et nous I'omettons. Ce dernier isomorphisme donne

que P, est projectif pour tout sommet = dans Q).

Pour définir, pour z € )y, un module injectif I, nous avons besoin d’une dualité entre

rep(Q) et rep(Q°P) . Soit Dy : Rep(Q)) — Rep(Q°P) le foncteur défini comme suit.
(1) St M = (M(:U)7 M(a))xGQo,atea alors
DoM = (DM (z), DM (c))zeqq,0eQ:

ou D = Homy(—, k) est la dualité standard pour les k-espaces vectoriels.

(2) Si f = (f2)zeq, est un morphisme de M vers N, alors Do f = (D fy)zeq,-

Il est facile de vérifier que D¢ induit une dualité entre les catégories rep(Q) et rep(Q°P).
Ceci vient simplement du fait que D est une dualité entre les k-espaces vectoriels de
dimension finie. Notons que 1’on aurait pu considérer le foncteur Homy(—, k) plutot que
le foncteur Dg. Cependant, le foncteur Homy(—, k) appliqué & un module unifére n’est
pas nécessairement unifére. Maintenant, si Ae, = Homa(P,, A) est le module projectif

(et unifére) de A° associé a x € Qo, alors Dg(Ae,) est injectif et noté I,.

Comme toute représentation M de Rep(()) admet manifestement une présentation de la
forme

P—M-—0

avec P une somme directe de représentations de la forme P,, x € Qo, on a que Rep(Q)
admet suffisamment d’objets projectifs. Par contre, Rep(Q)) n’admet pas suffisamment

d’objets injectifs. Cependant, on a tout de méme le résultat suivant qui sera trés utile.
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Proposition 6.2.1. Soit C une catégorie abélienne.

(a) Un objet M de C est projectif si et seulement si I'on a Exts(M,N) = 0 pour tout
objet N de C.

b) Un objet M de C est injectif si et seulement si U'on a Exts(N, M) = 0 pour tout
( c
objet N de C.

Démonstration. Nous montrons seulement le premier cas. Soit M un objet projectif. Si
n: 0==N—=-E—=-M=0

représente un élément de Extg (M, N), alors 1y, : M — M se factorise par E puisque M
est projectif. Ceci donne que la suite exacte n est scindée et donc que sa classe est nulle
dans Ext!;(M, N). Réciproquement, supposons que Ext (M, N) = 0 pour tout objet
N eC.Soit f: X =>Y et g: M — Y deux morphismes avec f un épimorphisme. Alors

le produit fibré de f et g donne un diagramme

0—>Z—=E—>M—>0
f
0—>Z——>X 1>y —>0

Par hypothése, la suite du haut est scindée, ce qui donne que g se factorise par f. Donc,

M est projectif. n

Maintenant, soit P la sous-catégorie pleine et additive de rep(Q) des représentations
qui sont une somme directe finie de représentations de la forme P,, x € (Jo. On note
alors rept(Q) la sous-catégorie pleine de rep(Q)) des représentations qui admettent une
présentation par des représentations de P. Dualement, soit Z la sous-catégorie pleine
et additive de rep(Q) des représentations qui sont une somme directe finie de repré-
sentations de la forme I, x € Qy. On note alors rep~ () la sous-catégorie pleine de

rep(Q) des représentations qui admettent une co-présentation par des représentations de
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Z. Les représentations de rept(Q) sont dites de présention finie et les représentations
de rep™(Q) sont dites de co-présentation finie. Notons que D¢ induit également une

dualité entre les catégories rep™(Q) et rep™ (Q°P).

En vertu de |21, exemple 2.3-5], nous savons que les idempotents scindent dans rep(Q).
Ceci donne que tout objet indécomposable de rep(Q)) a une algébre d’endomorphisme
locale. Cette algébre, par contre, n’est pas nécessairement de dimension finie. Notons
qu'une représentation de rep(Q)) ne se décompose pas nécessairement en une somme
directe finie de représentations indécomposables. Toutefois, en utilisant la définition de
rep(Q), on a que toute telle représentation se décompose en une somme directe finie
de représentations indécomposables. Cela donne que rep™(Q) est une catégorie de Krull-
Schmidt. Nous avons bien stir le résultat dual pour rep~(()). Maintenant, voici un résultat

qui sera tres utile dans la suite.

Lemme 6.2.2. Soit X un objet de rep(Q).
(a) SiY € rept(Q), alors Homu(Y, X) et Extly(Y, X) sont de dimension finie.
(b) SiY €rep=(Q), alors Homu(X,Y) et Exty(X,Y) sont de dimension finie.

Démonstration. Nous considérons seulement le cas ou Y € rep'(Q), autre cas étant
similaire. Il est évident que si Y € P, la conclusion suit. Toute représentation Y de

rept(Q) admet une résolution projective
0O—=-P—-F—=Y—=0

avec Py et P; dans P, en utilisant la définition de rep™(Q) et en utilisant le fait que

rep(Q) est héréditaire. On obtient le résultat en appliquant le foncteur Homa(—, X). O

On a maintenant le résultat suivant.

Lemme 6.2.3. Les catégories rep™(Q) et rep™ (Q) sont abéliennes, héréditaires, Ext-

finies et stables pour les extensions.
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Démonstration. Nous considérons seulement la catégorie rept(Q). En vertu de [5, pro-
position 2.1], rep™ (@) est abélienne si et seulement si, pour tout morphisme f: P, — P,

dans P, il existe une suite exacte
PO - P — P

avec Py dans P. Maintenant, nous avons une suite exacte

f

0 — ker(f) P Py L coker(f) — 0.

Puisque rep(Q) est héréditaire, le noyau de g est projectif. Par conséquent, ker(f) est un
facteur direct de P,. Comme P; est une somme directe finie de modules avec une algebre

d’endomorphisme locale, on a que Py := ker(f) est dans P.

Maintenant, tout module M de rep™(Q) admet une présentation projective de la forme
0P —>F—>M=—=0

avec Py, P; des modules projectifs dans rep™(Q). Si N € rep™(Q), on trouve alors
Ext?(N, M) = Ext*(M, N) = 0 dans rep™(Q). Par conséquent, rep*(Q) est héréditaire.

Le fait que rep™(Q) est Ext-finie suit du lemme précédent.

Finalement, soit

0O—L—M-—N-—=0

une suite exacte courte dans rep(Q) avec L, N € rep™(Q). Si
0O—=P —F—L—=0

et
0=>0Q1—>Qy—N—=0

sont des présentations projectives de L et N avec Fy, Pi, (QQy et Q1 dans P, alors on vérifie
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aisément que l'on peut construire une présentation de la forme
O—>Q169P1—>Q065P0—>M—>0

ce qui montre que M € rep™(Q).

Notons qu’il n’est pas vrai, en général, qu'une sous-représentation d’une représentation
projective de rep™(Q) est dans rept(Q). Cependant, cette sous-représentation est pro-

jective dans rep(Q).

Maintenant, on note rep’(Q) la sous-catégorie pleine de rep(Q) des représentations de
dimension finie. Etant donné une représentation X de Rep(Q), on définit le support de
X, noté supp(X), comme étant le sous-carquois plein de @) formé des sommets a de @
pour lesquels X (a) # 0. Puisque @ n’a pas de cycles orientés et est fini par intervalle, on
voit que le support d’'un objet injectif de Z est un carquois ne contenant aucun chemin

infini & droite, qui, rappelons-le, est de la forme
0—30-—30—---

et contient un nombre fini de puits. Nous appelons un tel carquois fini & droite. Si

M € rep~(Q), alors on a un monomorphisme
0—-M—=1

avec I € Z. Ainsi, supp(M) est un sous-carquois d’un carquois fini a droite. Par consé-
quent, il ne contient pas de chemins infinis & droite. Comme chaque puits de supp(M)
donne lieu a un sous-module simple de I, on a que supp(M) contient un nombre fini de
puits. On voit alors que tout objet de rep~ () admet un support fini & droite. Dualement,

tout objet de rep™(Q)) admet un support fini & gauche, c’est-a-dire un carquois avec un
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nombre fini de sources et aucun chemin infini & gauche, c’est-a-dire de la forme

cii—>0-—0—0

Nous montrons maintenant qu'une représentation est de dimension finie si et seulement

si elle est de présentation finie et de co-présentation finie.

Proposition 6.2.4. On a
rep’(Q) = rep*(Q) Nrep™ (Q).

Démonstration. Soit X une représentation de rep’(Q). On montre d’abord que X €
rept(Q). Soit n la dimension de X. Si n = 1, alors X est simple et puisque @ est

localement fini, on a que X est dans rep*(Q). Si n > 1, on a une suite exacte courte
0=-Xi > X—>X3—0

avec X1, Xo € rep’(Q) tels que la dimension de X; est plus petite que n, i = 1,2. Par
récurrence, on obtient le résultat en utilisant le fait que rep™(Q) est stable pour les

extensions. De méme, rep®(Q) C rep~ (Q).

Maintenant, en utilisant la remarque précédente sur les supports, X € rep™(Q)Nrep™ (Q)
donne que supp(X) est fini & gauche et a droite. Le support de X n’admet donc aucun
chemin infini et a un nombre fini de sources et de puits. Puisque @) est fini par intervalle,

un tel carquois doit étre fini. On a donc que X est de dimension finie. Cela montre que

rep™(Q) Nrep™(Q) C rep’(Q). O

Nous terminons cette section en construisant une équivalence de P vers Z. Cette équiva-
lence nous sera utile dans la prochaine section, afin d’étudier les suites presque scindées.
Remarquons que A peut étre considérée comme un A-module a droite unifére. On a un

foncteur Hom4(—, A) qui va de la catégorie de tous les modules a droite vers la catégorie
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de tous les modules & gauche. A priori, rien n’indique que Hom4 (M, A) avec M un A-
module unifére est unifére. Nous commencons avec le résultat suivant dans lequel on note

P’ la catégorie P mais pour le carquois Q°P et P, la représentation projective associée a

x € Qo de Q°P.

Lemme 6.2.5. On a un foncteur Homa(—, A) : P — P’ qui est une anti-équivalence

telle que Hom (P, A) = P, pour tout x € Q.

Démonstration. Soit x € @Qy. Pour y, z € Qy, on note Q(y, z) 'ensemble des chemins de

y vers z. Le module unifére A4, en tant que représentation, est tel que

Ax) = @ kQ(z,x) = Ae,.

2€Qo

On a un isomorphisme k-linéaire
¢r : Homy (P, A) — Ae,, [ fle).

Pour u € A, on a ¢ (uf) = (uf)(er) = uf(es) = up,(f). Par conséquent, ¢, est un
isomorphisme de A-modules & gauche. Comme Ae, est unifére, on a que Homy (P, A)
est unifére. On a donc montré que Homy(P,, A) = P.. De plus, pour y € @, on a
Homyu (P, P)) = Py(z) = kQ(y,v) et Homao (P, P;) = kQP(z,y) = kQ(y,z). Par

conséquent, Hom4(—, A) induit un isomorphisme de k-espaces vectoriels
Homy (P, Py) — Hom oo (Homy (P, A), Homy (P, A)).

Comme P est engendrée par les représentations P, et P’ est engendrée par les représen-

tations P,, on a que Homy(—, A) induit une anti-équivalence de P vers Z. O]

Comme conséquence, on obtient la proposition suivante.

Proposition 6.2.6. Le foncteur v = DoHomu(—, A) : P — T est une équivalence telle

que v(P,) = I, pour x € Q.
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6.3 Suites presque scindées dans rep(Q))

Dans [6], il est démontré que si M est un module de présentation finie sur un anneau A,
alors il existe une suite presque scindée se terminant en M. Dualement, si M est un mo-
dule de co-présentation finie sur A, alors il existe une suite presque scindée commencant
en M. Nous étudions ces résultats d’existence pour la catégorie rep(Q) en donnant explici-
tement la construction de la translation 7 d’Auslander-Reiten. Cependant, nous utilisons
une approche différente de celle utilisée dans [6]. Nous utilisons une version locale d’un ré-
sultat qui se trouve dans [27], pour montrer I'existence de la formule d’Auslander-Reiten.

Cela nous permettra ensuite de donner la construction de la translation 7.

Dans [27], il est démontré que si C est une k-catégorie abélienne, svelte et qui est Ext-finie,
alors 'existence des suites presque scindées dans C est reliée directement & une formule
dite d’Auslander-Reiten. Rappelons qu’il n’est pas nécessaire que C admette suffisam-
ment d’objets projectifs ou injectifs pour définir les groupes d’extension Ext’. Ils sont
définis en termes de classes d’équivalence de suites exactes. On peut définir le bifoncteur
Hom(—,?) en prenant le bifoncteur Hom(—,?) modulo les morphismes projectivement
triviaux. De méme, Hom(—, ?) est défini dualement, en utilisant les morphismes injecti-

vement triviaux.

Maintenant, il est possible d’adapter la preuve présentée dans [27] en une version locale,

qui nous sera plus utile.

Théoréme 6.3.1. Soit C une k-catégorie abélienne et svelte avec X,Y et Z des objets

fortement indécomposables.

(a) Supposons que Home(U,Y) et Exti (X, U) sont de dimension finie pour tout U dans

C. Si X n’est pas projectif, alors il existe une suite presque scindée

0O—-Y—-F—-X—0
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dans C si et seulement si ’on a un isomorphisme fonctoriel
Home(—,Y)=DExty (X, —).

(b) Supposons que Home(Z,U) et Exti(U, X) sont de dimension finie pour tout U dans

C. 5t X n’est pas injectif, alors il existe une suite presque scindée
0—-X—>FE 720
dans C si et seulement si l’on a un isomorphisme fonctoriel

Hom,(Z, —)= DExt(—, X).

Démonstration. Nous montrons seulement (a). Pour la nécessité, la preuve de la propo-

sition 3.1 dans [27] peut facilement étre adaptée a notre situation.

Pour la suffisance, nous adaptons substantiellement la preuve de la proposition 4.1 de

[27]. Supposons que X n’est pas projectif et que
Home(—,Y)=DExty (X, —).

La composition du morphisme fonctoriel

Homc(—, Y) — Homc(—, Y)

et de I'isomorphisme

Uy : Home(—,Y)>DExty (X, —)

donne, en vertu du lemme de Yoneda, un élément ky dans DExt;(X,Y) qui, rappelons-
le, est obtenu en prenant I'image de 1y, c’est-a-dire que ky = ¥x(1y). Par conséquent
kx est nul si et seulement si 1y est nul, si et seulement si Hom(L,Y) = 0 pour tout

L € C, si et seulement si Ext;(X, L) = 0 pour tout L € C. Selon la proposition 6.2.1,
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cela est le cas si et seulement si X est projectif, ce qui est impossible. Ainsi, on a que kx
est non nul. On a donc une application k-linéaire kx : Ext5(X,Y) — k qui est non nulle.
Fixons un objet W de C. Si o € Home(W,Y) et 8 € Ext;:(X, W), on note a - 3 I'élément
Extg (X, a)(B). En utilisant le fonctorialité de Uy, on a

kx(a-f)=¥x(Iy)(a- ) = Ux(@)(s)

oil @ note la classe de o dans Home (W, Y). Maintenant, Ende(Y) est une algébre locale
de dimension finie sur k et donc, 0 # End¢(Y) est aussi une algébre locale de dimension
finie sur k, et donc de coiffe simple. L’isomorphisme ¥ x(Y") donne donc que Ext}(X,Y)
a un socle simple en tant que End¢(Y')-module & gauche. Soit uy # 0 un élément de ce

socle, représenté par la suite exacte
0—-Y—=FE—X—=0.

Nous montrons que pyx est presque scindée. Pour ce faire, nous devons montrer que
si f Y — W n’est pas une section, alors ce morphisme se factorise par E. Il est
donc suffisant de montrer que la somme amalgamée de f et px, notée f - ux, est nulle.

Cependant, si §: W — Y, alors

Ux(B)(f - px) =kx((Bf) - px) = kx(0) =0

puisque S f est dans le radical de End¢(Y), étant donné que f n’est pas une section. Si
fpux # 0, s0it n € DExté(X, W) une application k-linéaire qui ne s’annule pas sur
f - px. Comme Uy est un isomorphisme, il existe 3 € Home(W,Y) avec Wx(3) = 7 et

donc, Ux (8)(f - px) # 0, une contradiction. Par conséquent, px est presque scindée. [

Nous voulons montrer que si X est une représentation indécomposable non projective de
rept(Q), alors il existe une suite presque scindée se terminant en X dans rep(Q). En vertu

du théoréme précédent, il est suffisant de trouver un module indécomposable 7.X dans
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rep” (Q) tel que l'isomorphisme du théoréme 6.3.1 (a) soit vérifé. Les autres conditions
de (a) sont satisfaites en vertu du lemme 6.2.2. Construisons donc le module 7.X. La

construction est classique, mais nous la donnons tout de méme par souci de complétude.

Soit X un objet indécomposable non projectif de rep™(Q) et supposons que f : P, —
Py est une présentation projective minimale de X dans P. En particulier, f est un
monomorphisme dont 'image est contenue dans le radical de F,. Nous définissons 7.X
comme étant la représentation de rep~(Q)) qui est le noyau de v(f). Comme f est un
monomorphisme, on obtient que Hom4(f, A) est un monomorphisme et donc que v(f) =
DgoHomu(f, A) est un épimorphisme. Comme f est un morphisme radiciel, on a que
Homyu(f, A) est également radiciel de sorte que v(f) s’annule sur le socle de vP;. Par
conséquent, v(f) est une co-présentation injective minimale de 7X. Si la représentation

7X se décompose de fagon non triviale, alors on obtient une décomposition de v(f) en

v(f) = diag(fi, f2) : 111 @ Lio = Lot @ Ino
de sorte que
fEvtu(f) = diag(v (), v (f2)

se décompose également et on obtient ainsi une décomposition non triviale
X = coker(v(f1)) @ coker(v™'(f2)),

ce qui contredit le fait que X est indécomposable. Cela montre que 7.X doit étre indé-
composable. Comme cette représentation est dans rep™(Q), elle a une algeébre d’endo-

morphisme locale. Bien sir, on a la construction duale 7~ X pour X € rep™ (Q).

Cependant, on aimerait faire de 7 un foncteur de rep™(Q) vers rep  (Q). Remarquons

qu’avec les notations ci-haut, la suite exacte

0O—-P —-F—X—=0
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donne lieu, en appliquant le foncteur Hom(—, A), &
0 — Homu (X, A) — Homy(Py, A) — Homy(Py, A) — Exth (X, A) — 0.
Comme X est indécomposable non projectif, on a Hom4 (X, A) = 0 de sorte que l'on a
0 — Hom (P, A) — Homyu (P, A) — Ext} (X, A) — 0.

Comme Homy (P, A) et Homy(P;, A) sont des A°-modules uniféres, Ext! (X, A) est

unifére. On a donc
0 — DoExt} (X, A) — DoHomu(P;, A) — DoHom (P, A) — 0,
de sorte que 7X = DoExt} (X, A). On pose alors

7 = DgExt}y(—, A) : rep™ (Q) — rep™ (Q).

Avant de continuer I'investigation, nous avons besoin de ce lemme.
Lemme 6.3.2. Soient P € P et L € rep(Q). Alors on a un isomorphisme Hom4 (P, L) =
DHom (L, vP) qui est naturel en chaque variable.

Démonstration. Soit P, = e, A un module projectif indécomposable. Alors

Homyu(L,I,) = Homu(L, Dg(Ae,))

1%

HOHlep (Aex, DQL)

12

Bx(DQL)

12

D(Le,)

12

DHom(P,, L).

Le résultat demeure vrai si I'on remplace P, par une somme directe finie de modules
projectifs dans P. La fonctorialité est un exercice facile et suit de la fonctorialité de

chacun des isomorphismes. O
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Nous avons vu précédemment que les catégories stables peuvent étre définies en utilisant
les morphismes injectivement triviaux et projectivement triviaux. Puisque la catégorie
rep(Q) n’admet pas suffisamment d’objets injectifs et projectifs, nous devons considérer

ces morphismes. En fait, nous avons besoin des lemmes suivants.

Lemme 6.3.3. On a les résultats suivants.

(a) Si X € rep(Q) a un support qui ne contient pas de chemins infinis a droite, alors

il existe une enveloppe injective X — I dans rep(Q).

(b) Si X € rep(Q) a un support qui ne contient pas de chemins infinis a gauche, alors

il existe une couverture projective P — X dans rep(Q).

Démonstration. Nous montrons seulement (a), la preuve de (b) étant similaire. Soit X €
rep(@) dont le support ne contient pas de chemins infinis & droite. On pose soc(X) la

sous-représentation semi-simple de X telle que pour a € @)y,
soc(X)(a) = ﬂ ker X («).

Si X’ est une sous-représentation de X, alors comme le support de X’ ne contient pas de
chemins infinis & droite, il existe a € supp(X’) qui est un puits. On a alors que X'(a) est
une sous-représentation de X’ telle que X'(a) € X' Nsoc(X) de sorte que soc(X) est un
sous-module essentiel de X. On peut écrire
soc(X) = GB Se;
jeJ

ot S, est la représentation simple associée au sommet z; de Q. On a alors un mono-
morphisme essentiel soc(X) — €D, ; I;- On affirme que la représentation I = P ; I,
est dans rep(Q)). Autrement, il existe b € Qg tel que I(b) est de dimension infinie. Ainsi,
il existe un sous-ensemble infini J’ de J tel que pour j € J', il y a un chemin dans

de b vers x;. Comme () est localement fini et fini par intervalle, on obtient des chemins
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arbitrairement longs de b vers les x;. Selon le lemme de Konig, on obtient un chemin
infini dans @) partant de b et qui se factorise par une infinité de z;, j € J'. Cela contredit
le fait que le support de X ne contient pas de chemins infinis a droite. Comme le foncteur
D¢, transforme les sommes directes en sommes directes et que Dg(]) est projectif, on a

bien que [ est une représentation injective. On a donc une enveloppe injective
0 — soc(X) — I
dans rep(Q) qui se prolonge en une enveloppe injective
0—X — 1.
m

Lemme 6.3.4. Soient L € rep(Q), X € rep™(Q) et Y € rep™ (Q) avec X, Y indécompo-
sables. Alors on a
(a) Hom (X, L) = Homa(X, L) si et seulement si X n’est pas projectif,

(b) Homyu(L,Y) = Homu(L,Y) si et seulement si Y n’est pas injectif.

Démonstration. Nous montrons seulement le deuxiéme cas, le premier cas étant similaire.
Soit I enveloppe injective de Y et posons 3 = @Q\supp(I). Notons que 3 est stable pour
les successeurs. Soit

0—>Ly—L—L/Ly—0

la suite exacte canonique ou Ly, est la sous-représentation de L qui est la restriction de
L a ¥. Remarquons que puisque le support de L/Ly, ne contient pas de chemins infinis &

droite, il existe une enveloppe injective
0= L/Ly— I
dans rep(Q). Puisque la catégorie rep(Q) est héréditaire, on a un épimorphisme
Exth(I, Ly) — Exty(L/Ls, Ls) — 0.
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Par conséquent, il existe une extension 1 € Ext!,(I, Lx) telle que on a le produit fibré

0 Ly L L/Ly;—0

P

n- 0 Ly L I 0

avec un monomorphisme g. Soit maintenant f un morphisme non nul dans Hom (L, Y).
Si f est injectivement trivial, cela signifie que Ext’(Z, f) = 0 pour toute représentation
7 de rep(Q). Donc, Ext!y(L/L’, ) = 0 de sorte que f se factorise par le monomorphisme
g: L — L. Donc il existe h : L' — Y tel que f = hg. Puisque le support de Ly est
contenu dans X et que le support de Y est disjoint de X, on vérifie que Ly, est une sous-
représentation du noyau de h. Cela nous donne que h se factorise par I et donc on a un
morphisme non nul /' : I — Y. Puisque Y est indécomposable et que 'image de f’ est

injective, on doit avoir que Y est injectif. La réciproque est triviale. O

Proposition 6.3.5. Soient X € rep™(Q) indécomposable et non projectif et 7X la
représentation définie comme plus haut. Si L € rep(Q), alors on a un isomorphisme

Hom (L, 7X) = DExtY (X, L) fonctoriel en chaque variable.

Démonstration. Soit

0P >F—>X—=>0

une présentation projective minimale de X. La définition de 7 donne une suite exacte
0—=>7X —>vP —vh,.
En appliquant le foncteur Hom4 (L, —), on obtient
0 — Homy (L, 7X) — Homu (L, vP;) — Homu(L, v ).

Maintenant, en appliquant le foncteur DHomy4(—, L) a la présentation projective de X,

on a

0 — DExt (X, L) — DHomyu(P,;, L) — DHomu(Fy, L).
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En vertu du lemme précédent, ces deux suites doivent étre isomorphes. Par conséquent,
puisque 7X n’est pas injectif, Hom4 (L, 7X) = Homy (L, 7X) = DExt! (X, L) naturelle-

ment. O

Le résultat dual est également vrai, avec une preuve duale. Maintenant, en utilisant le

théoréme 6.3.1, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 6.3.6. Soit X un objet indécomposable dans rep(Q).

(a) Si X € rep™(Q) nest pas projectif, alors rep(Q) admet une suite presque scindée
027X —-E—=-X—=0

avec TX € rep=(Q). De plus, E € rep~(Q) si et seulement si X € rep®(Q).

(b) Si X € rep™(Q) n'est pas injectif, alors rep(Q) admet une suite presque scindée
0= X—=>E—=>7X-=0

avec 7~ X € rept(Q). De plus, E € rep™(Q) si et seulement si X € rep”(Q).

Démonstration. La deuxiéme partie est duale a la premiére. Il ne reste plus a démontrer
que la seconde partie de (a). Si X € rep®(Q) C rep™(Q), alors 7X € rep~(Q) donne que £
est aussi dans rep~ (Q)) puisque rep~ (Q) est stable pour les extensions. Réciproquement,
si E € rep™(Q), alors X € rep (@) en utilisant le fait que rep™(Q) est abélienne. On

conclut avec le lemme 6.2.4. O

On a le théoréme suivant

Proposition 6.3.7. Le foncteur T induit une équivalence

rep*(Q) = 1ep ~(Q)
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Démonstration. Si X est projectif, alors 7X = DgExth (X, A) = 0 de sorte qu’avec le
lemme 6.3.4, on a bien que 7 induit un foncteur, noté aussi 7, de rep*(Q) vers Tep ~(Q).

Si X € rep (@) est indécomposable non injectif et

0 X Iy L

est une co-présentation injective avec Iy, I1 € Z, alors le conoyau Y de v~ (f) est tel que
7Y = X. Ceci montre que 7 est dense. Soient X, Y indécomposables non projectifs dans

rept(Q). Puisque I'on a déja montré, en vertu de la proposition 6.3.5, que
Hom , (X,Y) = DExt)(Y,7X) = Hom(7 X, 7Y),

il suffit de montrer que 7 est fidéle. Soit f : X — Y non nul. En prenant les résolutions

projectives minimales de X et Y, on obtient le diagramme

0 Py Py X 0

S
0 Q@1 Qo Y 0

ol t est obtenue en utilisant le fait que Fp est projectif et s par passage aux noyaux. On

a donc le diagramme

0 —= Homu(Py, A) — Hom (P, A) — Ext! (X, A) —=0
lHom(s,A) lHom(t,A) Extl, (f,A)

0 — Homu(Qo, A) — Homy (Q1, A) — Ext} (Y, A) —=0

et donc le diagramme

0 X v(PRy) —=v(P) —=0

J(Tf iV(t) ly(S)

0——=7Y —>1v(Qo) —v(Q1) —=0

Si 7f =0, v(t) se factorise par v(P;) et donc que t se factorise par P;. Dans ce cas, on

obtient que f = 0. Cela montre que 7 est fidéle et donc une équivalence. O
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Nous terminons cette section avec le résultat suivant.

Proposition 6.3.8. Soit Y € rept(Q) indécomposable et de dimension infinie sur k, et
5014t

0= X—EFE—-Y—0

une suite presque scindée dans rep(Q). Si Ey est un facteur direct de E, alors Ey est de

co-presentation finie si et seulement si Ey est de dimension finie sur k.

Démonstration. On peut écrire

T
0 X (f1 fz)El @Ez(gl g2) YV 0.

On a ainsi que ¢; est un morphisme irréductible de E; vers Y. Supposons que E; est
de co-présentation finie et que E; est de dimension infinie sur k. Alors supp(F;) doit
contenir un chemin infini & gauche. Supposons d’abord que g; est un monomorphisme.
Puisqu’alors, supp(Y’) contient supp(F7), supp(Y) contient un chemin infini a gauche.
Ceci contredit le fait que Y est de présentation finie. Supposons maintenant que g; est
un épimorphisme. Comme supp(Y) est contenu dans supp(E;) et que Y est de dimension
infinie, cela implique que supp(F;) contient un chemin infini a droite. Ceci contredit
le fait que E; est de co-présentation finie. Cela montre la nécessité. La réciproque est

triviale. OJ

6.4 L’existence de suites presque scindées dans rep*(Q)

Dans cette section, on donne des conditions nécessaires et suffisantes sur le carquois @)

pour que la condition suivante soit satisfaite.

Pour tout M € rep™ (Q), 7M € rep™(Q). (6.1)
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On voit aisément que cette condition revient a dire que toute suite presque scindée de

rep(Q) se terminant avec un objet de rep™(Q) est une suite presque scindée dans rep™(Q).

On montre que (6.1) est équivalente a la condition affirmant que rep™(Q) a des suites

presque scindées a droite. Nous avons d’abord besoin de I’énoncé suivant.

Proposition 6.4.1. Soit 0 - X — Y — Z — 0 une suite exacte courte dans rep(Q).

(a) Cette suite est presque scindée dans rep™(Q) si et seulement si elle est presque

scindée dans rep(Q) avec X € 1ep’(Q).

(b) Cette suite est presque scindée dans rep~ (Q) si et seulement si elle est presque

scindée dans rep(Q) avec Z € rep®(Q).

Démonstration. Nous montrons seulement la partie (a). Nous devons seulement montrer
la nécessité. Soit

0—-Z—-Y—>X—=0

une suite presque scindée de rep™(Q). Alors X n’est pas projectif dans rep™(Q). Par

conséquent, il existe une suite presque scindée
0—-2 =Y =X —=0

dans rep(@). Notons f : Y — X le morphisme minimal presque scindé a droite dans
rept(Q) et g : Y — X le morphisme minimal presque scindé & droite dans rep(Q).
Comme, manifestement, f n’est pas une rétraction dans rep(Q), on obtient une factori-

sation f =guounu:Y — Y’

Soit ¥ le support de Y et 35 le support de Y. On note @’ le sous-carquois plein et convexe
de X5 engendré par les sommets de >y qui sont des successeurs de sommets de >;. En
particulier, X1 N Xy C Q'. De plus, comme tout sommet de ' est un successeur d’un

sommet de Y1 et que 3 est fini & gauche, Q' n’a pas de chemins infinis & gauche. Etant
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contenu dans l'intersection de ¥; et X, supp(X) est contenu dans @’. Soit maintenant
Y"” la restriction de la représentation Y’ au carquois @)'. Puisque @’ est stable pour les

successeurs dans Yg, Y est une sous-représentation de Y. On a une suite exacte courte
0—+2"=-Y">X =0

en prenant la restriction & @' de la suite presque scindée de rep(Q) se terminant en X.
Supposons que supp(Z”) = supp(Z’) N Q' contient un nombre infini de sommets {z;};>1.
Comme supp(Z’) est fini a droite et donc posséde un nombre fini de puits, on peut
supposer que parmi ces x;, il y en a un nombre infini qui sont tous prédécesseurs d’un
méme puits a dans supp(Z’). Soit {y; }i>1 ces sommets. On obtient, pour ¢ > 1, un chemin
w; de y; vers a dans (). Par définition de @', les chemins w; sont dans )’. Comme ()’
est localement fini, la longueur des chemins w; n’est pas bornée. Par le lemme de Konig,
()’ doit contenir un chemin infini (qui est infini a gauche en fait) se terminant en a, ce
qui est une contradiction. Par conséquent, supp(Z”) est fini ce qui donne que Z” est de

dimension finie sur k. Ainsi, Y” doit étre de présentation finie.

Maintenant, soit ¢’ : Y — X la restriction de g & Y” et v/ : Y — Y la co-restriction de
waY” D Im(u). On obtient une factorisation f = ¢’u’ dans rep™(Q). Ainsi, ¢’ est une
rétraction ou v’ est une section. Notons 7 : Y” — Y’ I'inclusion. Si ¢’ est une rétraction,
alors il existe s : X — Y” avec ¢'s = 1x, ce qui donne que gis = ¢'s = 1y et donc,
que g est une rétraction. Ceci est impossible puisque g est irréductible dans rep(Q).
Donc, v’ : Y — Y” doit étre une section. Cela donne, en particulier, que ‘v’ = u est un
monomorphisme. On a donc le diagramme

0—sz— y-J.ox .9

o

A y'-9.X 0

qui est une somme amalgamée. On obtient donc un monomorphisme v : Z — Z’. Le

support de Z’' ne contient pas de chemins infinis a droite, ce qui donne que le support

78



de Z ne contient pas de chemins infinis a droite. Donc, étant dans rep™(Q), Z est de
dimension finie sur k. La suite presque scindée commengant en Z dans rep(Q) doit étre

dans rep™(Q) et donc une suite presque scindée dans rep™(Q). Par conséquent,
0=-2—-2Y—=>X-—=0

est une suite presque scindée dans rep(Q). ]

Maintenant, si P,, z € (o, est une représentation projective indécomposable, alors on
vérifie aisément que l'inclusion canonique rad(P,) — P, est minimale presque scindée
a droite. La preuve est identique au cas des algébres d’Artin. La derniére proposition
combinée avec cette observation montre que la condition (6.1) est équivalente a dire
que rep™ (@) a des suites presque scindées a droite. Maintenant, si la condition (6.1)
est vérifiée, alors pour toute représentation simple S,, * € (Qy, on a que 75, est de
présentation finie et donc de dimension finie selon le lemme 6.2.4. Nous avons besoin de

deux lemmes techniques avant de présenter le théoréme.

Lemme 6.4.2. Soit a € Qg le but d’un chemin infini a gauche. S’il y a plus d’une fleche

commencant en a, alors TS, est de dimension infinie sur k.

Démonstration. Soient 5; : a — a;, © = 1,2,...,r, les fleches commencant en a. La

présentation projective minimale de la représentation simple en a, S,, est donnée par

éPai%Pa—m%—M).

=1

Le module 75, est le noyau du morphisme (qui est un épimorphisme)

é Ly, — 1,.
=1

Soit

"'—>b2—>b1—>b0:&
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un chemin infini & gauche dans (). Supposons que r > 1. Pour tout nombre positif 7, on
a

dimy (75,(b;)) = dimy(B]_, 1,,(b;)) — dimg(1,(b;)) > 0.
Par conséquent, on obtient que 7.5, est de dimension infinie. O
Lemme 6.4.3. Soit a € Qg le but d’un chemin infini a gauche. S’il existe une fleche

b — a qui ne fait pas partie de ce chemin infini, alors 7Sy est de dimension infinie sur k.

Démonstration. La présentation projective minimale de la représentation simple en b, S,
est donnée par

PaGBP—>P5—>Sb—>0

avec P une représentation projective de P (qui peut étre nulle). Maintenant, 7.5y est le
noyau de

I,&1— 1,

ou I = v(P). 1l est évident que la restriction de ce morphisme a I, a un noyau de

dimension infinie sur k. Cela donne le résultat voulu. O

Un carquois est dit de type A si le graphe sous-jacent de ce carquois est de la forme
0—0—0—0— -

et de type AT si le graphe sous-jacent est de la forme
+-—0—0—0—0— -

On a maintenant le théoréme suivant.

Théoréme 6.4.4. rep'(Q) a des suites presque scindées & droite si et seulement si Q

est l'un des carquois suivants.

(a) Q ne contient pas de chemins infinis & gauche,
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(b) Q est de type A ayant un unique puits,

(c) Q est de type AL ayant ni puits ni sources.

Démonstration. Supposons que rept(Q) ait des suites presque scindées a droite. On a
que la condition (6.1) est vérifiée. En vertu des deux lemmes précédents, s’il existe un
chemin infini & gauche dans ), chaque sommet de ce chemin a exactement un prédécesseur
immeédiat dans () et au plus un successeur immeédiat dans (). Ainsi, puisque () est connexe,
il doit étre de type A, ou AY avec toutes les fleches orientées dans la méme direction.
Ceci montre la nécessité. Supposons maintenant que () n’a pas de chemins infinis a
gauche. Alors rep™ (Q) = rep®(Q). Cela donne que si X € rept(Q) est indécomposable
non projectif, alors 7X € rep’(Q) et le résultat suit. Si @ est comme dans (b) ou (c),
alors tout module non projectif X dans rep™(Q) est de dimension finie et est unisériel.
Soit w = wiws + - - wy, le chemin de @ égal au support de X. Posons a = s(w) et b = t(w).
Soit wy 11 : b — ¢ I'unique fléche commencant en b. Une telle fléche existe puisque X n’est
pas projectif. Il est alors facile de vérifier que P. — P, est une présentation projective
minimale de X de sorte que 7X est le noyau de I. — I,. On obtient ainsi que 7.X est

unisériel de dimension finie de support ws - - - wy,wWp11. O

On énonce le résultat dual.
Théoréme 6.4.5. rep™ (Q) a des suites presque scindées a gauche si et seulement si Q
est l'un des carquots suivants.

(a) Q ne contient pas de chemins infinis & droite,

(b) Q est de tupe Ay, ayant une unique source,

(c) Q est de type AL ayant ni puits ni sources.
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Nous finissons avec le corollaire suivant.

Corollaire 6.4.6. On a les résultats suivants.

(a) rept(Q) a des suites presque scindées si et seulement si Q n’a pas de chemins infinis

ou est de type A, ayant un seul puits.

(b) rep=(Q) a des suites presque scindées si et seulement si QQ n’a pas de chemins infinis

ou est de type A, ayant une seule source.

Démonstration. Supposons que rep’ (Q) ait des suites presque scindées. Soit X un module

indécomposable non injectif de rep™(Q). On a une suite presque scindée

0—-X—-Y—-7—-0

dans rep™(Q). En vertu de la proposition 6.4.1, cette suite est presque scindée dans
rep(Q) et donc, X € rep®(Q). Par conséquent, tout module indécomposable non injectif
de rep™(Q) est de dimension finie. Ainsi, si () contient un chemin infini & droite, soit
a :a — b une fleche de ce chemin. Alors la représentation projective indécomposable P,
est de dimension infinie. De plus, comme l'inclusion P, — P, n’est pas une section, P,
n’est pas injectif. Ceci est une contradiction. Ainsi, () ne contient pas de chemins infinis
a droite. Selon le théoréme 6.4.4, () ne contient pas de chemins infinis & gauche ou est de
type A, avec un unique puits. Dans le premier cas, on obtient que () ne contient pas de
chemins infinis. Réciproquement, si () n’a pas de chemins infinis ou est de type A, avec
un unique puits, il est facile de voir que rep™ (Q) = rep®(Q) a des suites presque scindées.

La preuve de (b) est duale. O
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6.5 Structure des composantes du carquois d’Auslander-

Reiten de rep™(Q)

Dans |35], les catégories abéliennes héréditaires admettant un foncteur de Serre a droite
(c’est-a-dire qui admettent des suites presque scindées a droite) sont étudiées. Une clas-
sification des catégories noethériennes, héréditaires et abéliennes admettant un foncteur
de Serre est donnée. C.M. Ringel a montré dans [37] une autre facon d’étudier ces caté-
gories lorsqu’ils ont des objets projectifs non nuls. La catégorie rep™ (@) est abélienne et
héréditaire mais pas nécessairement noethérienne. Ainsi, la description générale des com-
posantes du carquois d’Auslander-Reiten de rept(Q) lorsque rep™(Q) admet des suites

presque scindées a droite n’est pas connue en dehors de cette thése.

Dans cette section, on étudie la forme des composantes du carquois d’Auslander-Reiten
de la catégorie rep™(Q). Pour ce faire, nous supposons que la catégorie rep™ (Q) admet
des suites presque scindées a droite. Par conséquent, on suppose que () satisfait a 'une

des trois conditions du théoréme 6.4.4. Rappelons les trois cas possibles :
(a) @ ne contient pas de chemins infinis & gauche,
(b) Q est de type A, avec un unique puits,
(c) Q est de type A avec ni puits ni sources.

Si @ ne satisfait & aucune de ces conditions, le carquois d’Auslander-Reiten n’est pas
donné par les suites presque scindées. Il y a donc peu d’espoir d’obtenir une description
intéressante pour le carquois d’Auslander-Reiten. Notons que si () satisfait a 'une des
trois conditions du théoréme 6.4.4, alors si X € rep™(Q), la suite presque scindée se termi-
nant en X dans rep(Q) est une suite presque scindée dans rep™(Q) dont le premier terme
est dans rep®(Q). Ainsi, 7X est de dimension finie. Soit maintenant X une représentation

de rep™(Q) et £ — X un morphisme minimal presque scindé a droite. Rappelons que
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le module E détermine entiérement les fléches du carquois d’Auslander-Reiten dont le
but est X ainsi que les valuations de ces fléches. Puisque k est algébriquement clos, les
valuations sont toutes symétriques. Nous commengons maintenant 1’étude du carquois
d’Auslander-Reiten I'.op+(g) de rep™(Q). Pour cette fin, on considére d’abord un cadre

combinatoire plus général.

Soit (I', 7) un carquois valué (localement fini) a translation avec translation 7. La plupart
des définitions qui suivent se retrouvent dans [29] ou [36]. Pour un sommet z de I'; on
note x~ I’ensemble des prédécesseurs immeédiats de x et ™ I'ensemble de ses successeurs
immeédiats. Si = = {y1,v9,...,4-} et (¢, d;), 1 < i < r, sont les valuations des fléches
correspondantes, alors on dit que = a un poids a gauche de ., d;. Dualement, si
xt ={z1,29,...,2:} et (a;, b;), 1 <i < s, sont les valuations des fléches correspondantes,
alors on dit que x a un poids a droite de > ; ; a;. On appelle f : 'y — N* U {co} une

fonction additive sur I' si, pour tout sommet non projectif x € I'y, on a

f(z)+ f(rz) = Z Fly)di = Z fy)e:

n
(ﬁ/@ﬂkjﬁ)
[»fz) (c2,d2)
T M X

(e'"’ﬁ\)\\ %;dr)
Yr

On dit que f est stricte si, de plus, f(z) # f(y) lorsqu’il y a une fleche x — y dans I’

ou on a, localement,

avec f(x) # o0o. On dit que f est strictement monotone si, de plus, pour toute fléche
a :x — y dans I' avec x,y non projectifs et f(z) < f(y), on a f(rx) < f(ry). Etant

donné un sous-carquois plein IV de I, on dit que f est croissante (ou décroissante) sur
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Isi f(z) < f(y) (ou f(x) > f(y), respectivement) lorsqu’il y a une fleche z — y dans
I

On dit qu’un sous-carquois A du carquois a translation (I',7) est une section si A est
convexe, connexe et contient exactement un sommet de chaque 7-orbite de I'. Maintenant,

on présente le lemme suivant. La preuve est inspirée de [29, lemme 2.4].

Lemme 6.5.1. Soit (I',7) un carquois a translation valué qui est stable a gauche avec
f une fonction additive strictement monotone. Soit A une section de I qui satisfait auz

conditions suivantes.
(i) f(z) = o0 pour tout sommet x dans A,
(i1) f(Tx) < oo pour tout sommet x dans A,
(111) Tout sommet x dans A a un poids & gauche de un dans A.

Alors A est de type A avec un unique puits.

Démonstration. Supposons que « : x — y est une fleche avec x € '\A et y € A. Si
7"x € A pour un entier positif n, alors puisqu’il y a un chemin de 7"z vers y qui passe
par x, on a que z € A, car A est convexe. Ceci est une contradiction. Puisque A est une
section, il existe un entier positif et minimal n tel que 77" € A. Puisque A est convexe
et qu’il y a un chemin de y vers 77 "x qui passe par 7~ x, on a que n = 1. Donc 7~ x € A.
Selon la condition (i7), cela donne que f(77-x) = f(z) < oo = f(y). Maintenant, si
a :x — y est une fleche de A, alors f(7z) > f(ry). Autrement, f(7z) < f(ry) < f(x)

et donc, puisque f est monotone,

< f(re) < f(7y) < (P <o < f(ra) < f(ry)

ce qui est une contradiction puisque chaque terme de cette chaine est fini. Ainsi, on
obtient que f est décroissante sur 7A. Cela montre, en particulier, que A n’a pas de

chemins infinis a droite.
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Supposons maintenant que x est un sommet de A avec un poids a droite d’au moins deux
dans A. Soient y1, o, ..., Y., avec r > 2, les successeurs immédiats de x, en comptant les
multiplicités (selon les valuations des fleches dont la source est x). Soit u I'unique prédé-
cesseur immeédiat de x dans A. Puisque u € A, 7y; # u pour tout 7. Selon 1'observation
ci-dessus, f est décroissante sur 7A et donc, f(ru) > f(rx). La condition f(7z) < f(u)

donne que f(73z) < f(7%u). Maintenant, on a

f(TPx) + f(7%2) = f(Py) + f(Ty2) + f(T%0) (6.2)

puisque 73y1, T3ys et 72u sont trois prédécesseurs immédiats de 72x. On a aussi que

f(7y) + f(T2y:) > f(r%2), i=1,2 (6.3)
et
f(r?u) + f(ru) > f(7°2). (6.4)
Finalement, on a aussi
f(r2) + f(rx) > f(T%0) + f(T%y2) + f(Tu). (6.5)

En combinant ces inégalités, on obtient

f(72) + f(7x) + f(7P0) + f(ra) > (f(7°y) + f(TPy2) + f(T7u)) +
+ f

(TU))

> f(r%2) + f(r?2) + f(7*u) + f(Tu)
ce qui donne
f(TPx) + f(re) > f(T%u) + f(Tu).

Mais cela est impossible puisque f(73z) < f(7%u) et f(rz) < f(7u). Par conséquent, x

ne peut avoir un poids a droite supérieur & un dans A. On a donc que tout sommet de
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A a un poids a gauche de un et un poids a droite d’au plus un dans A et que A n’a pas
de chemins infinis a droite. Ceci donne que A est le carquois A, avec un unique puits et

des valuations triviales. Cela termine la preuve. O

Nous appliquons ce résultat & notre situation. Avant tout, nous avons besoin des deux
lemmes suivants. Le premier de ces lemmes peut étre vu comme une généralisation de
I’énoncé correspondant pour les algébres héréditaires de dimension finie (voir |9, Corollaire

4.2)).

Lemme 6.5.2. Soient X, Y des représentations indécomposables non projectives dans
rept(Q). Si g : X — Y est un morphisme (ou monomorphisme) irréductible, alors Tg est

un morphisme (ou monomorphisme, respectivement) irréductible.

Démonstration. Nous montrons d’abord que 7 préserve les monomorphismes. Soit ¢ :
X — Y un monomorphisme irréductible. Soit 7 : K — 7X le noyau du morphisme 7g.
Puisque rep™ (@) est abélienne, on a que K € rep (). De plus K n’a pas de facteurs
directs injectifs puisque 7.X n’est pas injectif. Cela donne un morphisme 777 : 77 K — X
tel que g772 = 0. Cela donne que g7~ se factorise par un module projectif. Comme 77~ K
ne contient pas de facteur direct projectif, on doit avoir que g77¢ = 0 et donc, 777 = 0
puisque g est un monomorphisme. Cela donne que i se factorise par un module injectif.
Comme K n’a pas de facteurs directs injectifs, on a ¢ = 0 et donc K = 0. Cela montre

que 7g est un monomorphisme.

Maintenant, nous montrons que 7¢ est irréductible si g : X — Y est irréductible. Suppo-
sons que 7¢g se factorise par une représentation Z dans rept(Q) via Tg = hohy. Notons
que supp(Z) est un carquois fini & gauche et donc, a un nombre fini de sources et ne
contient pas de chemins infinis & gauche. Notons aussi que 7X et 7Y sont de dimen-
sion finie et donc, ont un support fini. Soit @)’ le sous-carquois plein de () contenant

supp(7X @ 7Y, les successeurs immédiats de méme que les prédécesseurs immeédiats de
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ces sommets dans ). Comme @) est localement fini et que supp(7X @ 7Y) est fini, @’
doit étre fini. Soit Z’ la restriction de Z a Q. Remarquons que Z’ est de dimension finie.
On a une factorisation induite de 7¢ par Z’' via 7g = Ba ou « est la restriction de hy
a Q' et [ la restriction de hy & @)'. Les morphismes o : 7X — Z' et 8 : Z' — 7Y sont
vus comme des morphismes de rep(Q). Maintenant, décomposons Z' = M & I avec [
injectif et M ne contenant aucun facteur direct injectif. Comme 7Y n’est pas injectif et
que 7g # 0, M # 0. Les morphismes « et 3 se décomposent donc comme a = (ay, ag)?
et B = (B1,52). On obtient alors 77(Z') = 7 M # 0 n’a pas de facteur direct non
nul qui soit projectif. Comme g = 77 (7g), on obtient que g se factorise par 7~ M selon
g = 7~ 17" ay. Puisque g est irréductible, on a que 7731 est une rétraction ou 7" est
une section. Remarquons qu’aucun de X, Y et 7~ M n’a de facteur direct non nul qui soit
projectif. Ainsi, si 7~y est une section, alors a; = 7(7~ay) est une section. De méme, si
7~ 1 est une rétraction, alors [3; est une rétraction. Par conséquent, 3 est une rétraction
ou « est une section. Supposons que [ est une rétraction. Soit ' : 7Y — Z’ tel que
BB = 1.y. Selon le choix de @', f’ peut étre prolongé en un morphisme " : 7Y — Z
qui est tel que pour tout sommet a qui n’est pas dans supp(Z’), 57 = 0. Cela donne que
he3” = 1,y et donc que hy est une rétraction. De méme, on montre que si « est une

section, alors hy est une section. O

Lemme 6.5.3. Il n'y a pas de cycles orientés dans le carquois d’Auslander-Reiten de

rep” (@)

Démonstration. Soit X1 — X — -+ — X, = X7 un tel cycle. Il est évident qu’un prédé-
cesseur d'un module de dimension finie doit aussi étre de dimension finie. Par conséquent,
soit que tous les X; sont de dimension finie ou tous de dimension infinie. Considérons
le premier cas. Soit ¥ un sous-carquois de () qui est plein, connexe, fini et qui contient
le support de ©.X;. Le cycle plus haut est aussi un cycle dans le carquois d’Auslander-

Reiten de rep(X). Il est bien connu que dans ce cas, ¥ doit étre un carquois euclidien.
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Mais ceci est vrai peu importe le sous-carquois de () qui est plein, connexe, fini et qui
contient le support de ®.X;. Ceci est une contradiction puisque () est infini. Maintenant,
supposons que tous les modules X; sont de dimension infinie. Si 'un des X; est projectif,
alors tous les modules du cycle doivent étre projectifs, puisqu’un prédécesseur d’un mo-
dule projectif est projectif. Rappelons que Hom 4 (P, P,) est identifi¢ naturellement avec
les combinaisons linéaires de chemins de y vers z. S’il existe un cycle orienté de modules
projectifs, cela donne donc un cycle orienté dans (), ce qui est impossible. Ainsi, aucun
des X; n’est projectif. On a donc un cycle 7.X; — 7X5 — .-+ — 7X,, = 7X;7. On peut

alors utiliser la preuve du premier cas. O

On dit qu’'un objet indécomposable X de rep™(Q) est préprojectif s’il existe un entier
non négatif n pour lequel 7" X est projectif dans rep*(Q). On dit qu'une composante I" de
['ept+ (@) est préprojective si tout sommet de I" est préprojectif. Un objet indécomposable
X de rep™(Q) est préinjectif s’il existe un entier non négatif n pour lequel 77" X est
isomorphe & un objet de Z. On dit qu’une composante I' est préinjective si tout sommet

de I' est préinjectif.

Notons que dans la définition d’'un objet préinjectif, nous avons spécifié explicitement
que 77" X doit non seulement étre injectif mais de la forme I, x € ()y. Ceci vient du fait
qu'’il existe des objets indécomposables injectifs dans rep™ (@) qui ne sont pas de la forme
I, pour x € Q. Par exemple, si ) est le carquois de type A, avec une unique source
a, alors P, est injectif indécomposable et non isomorphe a4 un objet de Z. Cependant,
tout objet projectif indécomposable de rep™(Q) est de la forme P, pour z € Q. Si X est
indécomposable dans rep™(Q) tel que 7X n’est pas défini, alors X = P, pour un certain
sommet x € Qo. Cependant, si X est une représentation indécomposable de rep™(Q) telle
que 7~ X n’est pas défini, alors ou bien X est de dimension infinie ou bien X est injective

de dimension finie dans Z. Rappelons qu'une telle représentation est dite quasi-injective.
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Les représentations indécomposables de Z sont des cas particuliers de représentations

quasi-injectives.

On dit finalement qu'une composante I' de I'\¢,+(@) est réguliére si elle ne contient
pas de sommets dans P UZ. Nous verrons que toute composante I' de I'ie,+(g) est soit

préprojective, soit préinjective, soit réguliére.

On commence par étudier les composantes régulieéres de I'ye,+ (). On débute avec le lemme

suivant.

Lemme 6.5.4. Soit I' une composante de I'wept () €t A le sous-carquois plein qui satisfait

a l'une des deuz conditions suivantes.
(a) A consiste en toutes les représentations de dimension infinie de T,
(b) A consiste en toutes les représentations injectives de Z de .

Alors A est stable pour les successeurs ainsi que les prédécesseurs quasi-injectifs.

Démonstration. (a) Supposons que A est non vide. Soit X € A de dimension infinie.
Soit a : X — Y une fleche de I'. Si Y est une représentation projective, alors, étant un
prédécesseur de Y, X est projective. Si X = P, et Y = P,, on obtient un chemin de
y vers x. Puisque P, est de dimension infinie, il existe un chemin infini partant de x et

donc un chemin infini partant de y, ce qui donne que P, est de dimension infinie. Si Y’

n’est pas projectif et de dimension finie, soit
p p J Y
0—-Z2—->XaeE—-Y —0

une suite presque scindée avec Z de dimension finie. Ainsi, X est de dimension finie,
une contradiction. Soit 8 : Y — X avec X et Y des sommets quasi-injectifs et X € A.
SiY ¢ A alors Y € 7 et est de dimension finie. Soit ¢ : ¥ — X le morphisme
irréductible correspondant a 4. Alors 0 # Im(g) = Y/ker(g) est injectif. Puisque X est

indécomposable, on a que X = Im(g) est injectif de dimension finie, une contradiction.
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(b))  Soit X € A une représentation de Z. Comme X € rep™(Q), X doit étre de
dimension finie. Soit o : X — Y une fléche de I' et f : X — Y le morphisme irréductible
correspondant. Alors 0 # Im(f) = X/ker(f) est injectif. Puisque Y est indécomposable,
on a que Y = Im(f) est injectif. Soit 8 : Y — X avec X et Y des sommets quasi-injectifs
et X € A.SiY ¢ A, alors Y est de dimension infinie, ce qui donne que X est de

dimension infinie en vertu de (a). Ceci est une contradiction. O

On dit qu’une section d’un carquois a translation est a ’extréme droite (ou a ’extréme
gauche) si cette section ne consiste qu’'en des sommets quasi-injectifs (ou projectifs,

respectivement) du carquois. Une telle section est nécessairement unique.

Lemme 6.5.5. Soit I une composante de I'iept(g) et A un sous-carquois plein et non
vide dont les sommets consistent en une famille de sommets quasi-injectifs de I' qui est
stable pour les successeurs et stable pour les prédécesseurs quasi-injectifs. Alors A est la

section a Uextréme droite de I'.

Démonstration. Puisque A est stable pour les successeurs, on a que A est convexe. Nous
montrons que A intersecte la 7-orbite de tout sommet exactement une fois. Il est clair
que A intersecte la T-orbite de chaque sommet au plus une fois. Soit o : ¥ — X une
fleche de T telle que la 7-orbite de X intersecte A. Il existe un entier non négatif n tel
que 77" X € A. On doit montrer qu’il existe un entier non négatif m tel que 77"Y € A.
Supposons qu’il existe un entier 0 < s < n tel que 77°Y est un sommet quasi-injectif.
Comme un successeur d’'un sommet quasi-injectif est quasi-injectif, on obtient que 77°X
est un sommet quasi-injectif, une contradiction. Maintenant, si 77"Y est un sommet
quasi-injectif, alors comme on a une fléche 77"Y — 777X et que A est stable pour les
prédécesseurs quasi-injectifs, on obtient que 77"Y € A. Si 77"Y n’est pas quasi-injectif,
alors on a une fleche 77X — 77"V ce qui donne que 77" 'Y € A puisque A est

stable pour les successeurs. De méme, on montre que si a : X — Y est une fleche de I
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telle que la 7-orbite de X intersecte A, alors la 7-orbite de Y intersecte aussi A. Comme
I' est connexe, tout sommet de I' est connecté a un sommet dont la 7-orbite intersecte
A. Par récurrence, on obtient que la 7-orbite de tout sommet intersecte A. Cette preuve

montre aussi que A est connexe. n

Etant donné un carquois localement fini A, on note ZA le carquois défini de la facon
suivante. On a (ZA)y = Z x Ag. Pour chaque fleche a : © — y de A et chaque entier
n, on a une fleche a, : (n,x) — (n,y) et une fleche o : (n — 1,y) — (n,x). Pour tout
entier n et tout sommet = de Ay, on pose 7(n,x) = (n — 1,z). On note que 7 fait de
ZA un carquois a translation qui est stable a gauche et a droite. De fagons similaires, on
peut définir les carquois NA et NTA. Dans le premier cas, la translation 7 n’est défini
que pour les sommets de la forme (n,z) avec n > 0 et x € Ag. On obtient que NA est
un carquois a translation qui est stable a droite. Dans le second cas, la translation 7 est
défini pour tous les sommets de N™A. On obtient que N™A est un carquois a translation

qui est stable a gauche.

Proposition 6.5.6. Soit X une représentation de dimension infinie a l'intérieur d’une
composante réguliere T' de rept(Q). Alors T = N™A, avec la section & lextréme droite
de type A ayant seulement un puits. De plus, cette section contient toutes les représen-

tations de dimension infinie de I'.

Démonstration. Soit

0—-7X—=F—-X—0

la suite presque scindée se terminant en X. Comme 7.X est de dimension finie, £ doit étre
de dimension infinie. Comme E € rep™(Q), E se décompose en une somme directe finie
de représentations indécomposables de rep™(Q). Soient Y7, Ys, ... Y, ces facteurs directs
indécomposables, en comptant les multiplicités. Au moins un de ces facteurs directs est

de dimension infinie. Supposons que s telles représentations sont de dimension infinie.

92



Sans perdre de généralité, supposons que ce sont Y7, Ys, ..., Y. Notons f; : V; — X le
morphisme irréductible correspondant, ¢ = 1,2,...,s. Supposons qu’il existe j tel que
fj est un monomorphisme. Soit g; : 7X — Y le morphisme irréductible correspondant.
Comme Y est de dimension infinie, g; est un monomorphisme. Puisque 7 préserve les
monomorphismes, on obtient une chaine de monomorphismes

T2fj

Tg; Tf;
72X —=7Y; —> 71X

TQY}
avec toutes les représentations de dimension finie. Cela implique que 7"X = 0 pour

un entier positif m. Ceci est une contradiction. Par conséquent, tous les f; sont des

épimorphismes. Maintenant, si s > 2, la suite exacte
07X —=FE/Y1oY; - X =0

donne lieu a un produit fibré

X —E/Y;
Y, f X

et donc, on a un épimorphisme de 7X vers E/Y], lequel est de dimension infinie. Ceci
est une contradiction. Nous avons montré qu’exactement un facteur direct de E est de

dimension infinie. De plus, le morphisme irréductible correspondant est un épimorphisme.

Soit maintenant A le sous-carquois plein de I' qui contient tous les modules de dimension
infinie de rep™(Q). Selon les deux lemmes précédents, A est une section. On veut alors
montrer que A = A, avec un unique puits. On a que (I',7), avec 7 la translation
d’Auslander-Reiten est un carquois a translation valué qui est stable & gauche. Comme
nous ’avons vu, toute représentation de A a un poids & gauche de un dans A. De plus, il
est clair que la fonction f = dimy(—) est additive et stricte sur I'. Finalement, la fonction
f est strictement monotone selon le lemme 6.5.2. En utilisant le lemme 6.5.1, on obtient
que A = A, avec un seul puits. Comme I' ne contient pas de cycles orientés et que A

est une section a I'extréme droite, on obtient que I' = N"A = N7A . n
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Maintenant, nous étudions les composantes réguliéres qui ne contiennent que des repré-

sentations de dimension finie.

Proposition 6.5.7. Supposons que I' est une composante réguliere de I'yep+(q) contenant

seulement des représentations de dimension finie. Alors I' = ZA .

Démonstration. Notons que puisque toutes les représentations de I' sont de dimension
finie, le carquois (I',7) avec 7 la translation d’Auslander-Reiten est un carquois valué
a translation qui est stable & gauche et a droite. La fonction f = dimy(—) est additive
et son image est dans N*. Comme I" est stable et que 7 préserve les monomorphismes,
on a que f est strictement monotone. Puisque I' ne contient pas de cycles orientés, la
proposition de [36] donne que I' = ZA avec A = A, ou A un carquois fini. On montre
que le deuxiéme cas est impossible. Supposons que A est fini. On a que A est une section
finie de I'. Soit U le sous-carquois plein de I' contenant les sommets de A U7TA U7~ A.
Alors U est convexe puisque A est une section. Soit X un sous-carquois fini et connexe de
() qui contient le support de toutes les représentations de U et contient plus de sommets
que A. Un tel carquois existe puisque ) est infini. Il est facile de vérifier que toute
suite presque scindée dans U est également une suite presque scindée de rep(X). Par
conséquent, U est un sous-carquois a translation plein et convexe de I'\¢p(x). Maintenant,
soit I la composante de I'.pz) qui contient A. On a que A est connexe, convexe et
intersecte la 7-orbite de tout sommet de I au plus une fois. De plus, A satisfait a la

condition 5S4 de [30, section 3.1], c¢’est-a-dire la condition

(S4) Soit # — y une fleche de I'. Si z € A, alors y ou 7y est dans A. Si y € A, alors z

ou 7~ x est dans A.

Pour montrer que A est une section de I/, on doit montrer que A intersecte la 7-orbite de
tout sommet de I exactement une fois. Supposons le contraire. Soit  un sommet de I

dont la 7-orbite n’intersecte pas A. Soit w une marche finie de I' reliant x et A. Sans perte
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de généralité, on peut supposer que tous les sommets de w autres que x ont une 7-orbite
qui intersecte A. En particulier, il existe une fléche o de I qui relie x et y telle que la
T-orbite de y intersecte A. Soit n un entier tel que 7"y € A. Supposons que « : x — y. Si
n est positif, on a une fléeche o' : 7"y — 7" 'a. La condition S4 nous permet d’affirmer
que 7" 'z ou 7"x est dans A. Si n est négatif, alors on a une fléche o/ : 7"x — .
La condition S4 nous permet d’affirmer que 7"z ou 7" 'z est dans A. Dans les deux
cas, on obtient que la 7-orbite de x intersecte A, une contradiction. De méme, le cas
ol « : y — x meéne également a une contradiction. Ainsi, A est une section de I". Une
section finie d’'une composante du carquois d’Auslander-Reiten d’une algébre héréditaire
de dimension finie est nécessairement a l'intérieur d’une composante préprojective ou
préinjective, donc une composante de la forme NYX °° ou N7 °P, Puisque A est une
section, les graphes sous-jacents & A et X sont les mémes, ce qui est une contradiction

puisque ¥ a plus de sommets que A. n

Il reste maintenant a regarder les composantes qui contiennent des représentations injec-
tives de Z ou des représentations projectives de P. Nous avons d’abord besoin du lemme

suivant.

Lemme 6.5.8. Soit M une représentation indécomposable de dimension finie et de sup-
port 3. Soit x un successeur immédiat de ¥ dans Q) qui n’est pas dans ¥ et y un prédé-

cesseur immédiat de X dans Q) qui n’est pas dans . On a les énoncés suivants :
(a) x € supp(TM),
(b) y € supp(t— M),

(¢) supp(rM) # .

Démonstration. Comme Y n’est pas stable pour les successeurs, M n’est pas projectif.

Soit f : E— M le morphisme minimal presque scindé & droite se terminant en M. Soient
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a : z — x une fleche avec z € ¥ et M, la représentation telle que pour u € @,

M(u) siuelX,
M,(u)=<¢ M(z) siu=uxz,

0 sinon.

et pour 5 € @y,

M(B) sif:u—wvavecu,v € X,
Mm(ﬁ) == Id Si 5 = Q,
0 sinon.
Soit g : M, — M le morphisme de représentations tel que, pour u € Qq, g, = Id si
u # x et g, = 0. Il est évident que g n’est pas une rétraction. Par conséquent, il existe
un morphisme h : M, — FE tel que g = fh. Si h, = 0, alors le morphisme h induit un
morphisme h' : M — E avec 1), = fh/, ce qui est une contradiction. Ainsi, h, # 0, ce

qui signifie que x € supp(E). Puisque = & supp(M), on a que = € supp(7M). (b) est dual
a(a).

Maintenant, supposons que supp(7X) = 3. Selon (a), cela implique que ¥ ne posséde
pas de successeurs immédiats. Puisque 77 (7M) = M est également de support X, on
trouve, en vertu de (b), que X ne posséde pas de prédécesseurs immeédiats. Ainsi ¥ = @),

ce qui est absurde puisque @ est infini. Cela prouve (c). O

Pour toute fléche o : @ — b de @, on introduit son inverse formel noté a~* de source b et
de but a. Une marche finie (ou simplement marche, s’il n’y a pas de risque de confusion)
dans un carquois () est une suite finie w = wiws ... w, telle que pour 1 < i < n, w; est
une fleche ou I'inverse formel d’une fléche et pour 2 < i < n, la source de w; est égale au
but de w;_1. On dit que la marche w est réduite si pour 2 < i < n, w; n’est pas I'inverse

de Wi—1-

Une marche infinie dans () est une suite infinie wyws --- dans laquelle, pour n > 1,

WiWs . . . Wy, est une marche finie. Si w est une marche (finie ou infinie) de @ telle que
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les sources de ses composantes w; sont deux a deux différentes, alors w est appelée une
marche acyclique. Si, en plus, w est telle que tous les w; sont des fleches sauf peut-étre
un nombre fini, alors w est appelée une marche acyclique quasi-dirigée. Notons que
toute marche acyclique finie est acyclique quasi-dirigée. Par contre, une marche acyclique
infinie quasi-dirigée w = wyws - -+ est telle qu’il existe un entier positif n tel que w; est
une fléche pour tout 7 > n. Notons que puisque () est connexe et infini, tout sommet de
@ est la source d’'une marche acyclique infinie. Si > est un sous-carquois de @) et w est
une marche acyclique telle que 'intersection de X et w consiste seulement en le point de
départ de w, alors on appelle w une marche »-acyclique. Remarquons finalement que
si 2 est un sous-carquois fini de ) et que w = wyws - - - est une marche acyclique infinie,
alors il existe un entier positif n tel que w,w,+1--- est disjointe de X. Ces définitions

nous permettent d’énoncer le lemme suivant.
Lemme 6.5.9. Soient X wune représentation indécomposable de dimension finie et de
support X et w = wyws - - - une marche Y-acyclique infinie.

(a) Siwy est une fleche, alors
wNsupp(7"X) # wNsupp(7"X) £ O si m>n>0.

En particulier, X est stable a gauche et n’est pas préprojectif.
(b) Siwy est Uinverse d’une fleche et si 77" X n’est pas de dimension infinie pourn > 1,
alors
wNsupp(7"X) # wNsupp(7"X) £ 0 si m<n<O0.
En particulier, X est stable a droite et n’est pas préinjectif.

c) St w est acyclique quasi-dirigée et wy est [inverse d’une fleche, alors il existe un
Y g

entier positif n tel que 77" X est de dimension infinie.

Démonstration. (a) Supposons que pour ¢ > 1, la source de w; est notée i. Pour chaque

entier n, posons i, = 0 si w est disjoint de supp(7"X) et, autrement, i, est l'entier
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maximal tel que 7, € supp(7"M). Un tel entier existe puisque 7"M est de dimension
finie pour tout n. En vertu du lemme précédent, on a que 2 € supp(7X) de sorte que
11 > 1 = 19. Nous montrons, par récurrence, que 7, > 4,1 pour n > 1. Supposons
que n > 1 est tel que %, > 4,-1. Si w;, est une fleche, le lemme 6.5.8 nous donne que
in + 1 € supp(7"'M) de sorte que i,,; > i,. Si w; est I'inverse d’une fleche, alors
in + 1 € supp(r~ 17" M) = supp(7"'M), une contradiction du fait que i, ; < i,. On a

donc bien que i,, > i,_; pour n > 1 et cela prouve (a).
(b) La preuve de ce cas est duale a celle de (a).

(¢) Supposons donc que wy est 'inverse d’une fléche et que w est acyclique quasi-dirigée.
Supposons, au contraire, que pour n > 1, 77 "X n’est pas de dimension infinie pour
n > 1. Pour chaque entier non négatif n, posons i, = 0 si w est disjoint de supp(7—"X)
et, autrement, i, est 'entier maximal tel que i, € supp(7~"M). Comme dans le cas
précédent, on obtient que {i,},>1 est une suite croissante. Par conséquent, il existe un
entier minimal m tel que ¢,, est un sommet du chemin infini & droite de w. Comme w;,
est une fléche, on a que i, + 1 € supp(77~™"X) = supp(7~ ™V X), ce qui contredit
la minimalité de m. Ainsi, il existe un entier positif n tel que 77" X est de dimension

infinie. O

Ce lemme nous permet, d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 6.5.10. Une composante I" du carquois d’Auslander-Reiten I'.ep+ () ne peut

contenir a la fois une représentation injective de L et une représentation projective.

Démonstration. Supposons le contraire. Soit A le sous-carquois plein de I' qui contient
tous les sommets qui correspondent a des représentations de Z. Alors A est une section a
I’extréme droite. Par conséquent, s’il existe Y € P dans I', alors il existe un entier positif

n tel que 77"Y € A. On obtient donc une 7-orbite finie dans I'. Par contre, si X note le
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support de 77"Y € Z, alors, puisque X est fini et est stable pour les prédécesseurs, il existe
une marche X-acyclique infinie w = wyws - - - telle que wy est une fleche. Cela implique,

en vertu du lemme 6.5.9 (a), que 77"Y est stable & gauche, une contradiction. ]

Dans les énoncés qui suivent, on note, par abus de notation, (Q°P le carquois obtenu a
partir de Q°P en remplacant les fleches multiples par les valuations symétriques corres-

pondantes.

Proposition 6.5.11. Soit I' une composante de I'.ep+(q) contenant une représentation
injective de L. Alors I' = NTQ°P. De plus, I' est préinjective et admet une section a

l’extréme droite qui contient toutes les représentations de L.

Démonstration. Comme dans le cas d’une algébre de dimension finie, il est facile de
vérifier que lorsque I est injective et indécomposable dans Z, alors I — I /soc(I) est un
morphisme minimal presque scindé a gauche. Maintenant, tout facteur direct de I /soc([])
est injectif, puisque rep™ (Q) est héréditaire. Si I = I, alors I /soc(I) = @®1,, ou les x; sont
tous les prédécesseurs immeédiats de x dans (), en comptant les multiplicités. En utilisant
le fait qu'une base de Hom(/,, I,,) correspond a I'ensemble des chemins de z; vers x, on
obtient qu’une base de Irr(1,, I,,) correspond aux fleches de x; vers x. Par conséquent, les
morphismes irréductibles commencant en une représentation injective de Z sont donnés
par le carquois Q°P (ot 'on a remplacé les fleches multiples par la valuation symétrique
correspondante). Soit A le sous-carquois plein de I' qui contient tous les sommets de
7. Selon les lemmes 6.5.4 et 6.5.5, A = Q°P est une section de I'. Puisqu’il n’y a pas
de cycles orientés dans I' et que tout sommet de A est stable a gauche, on obtient que

I =N-Q°P. O

Etant donné le carquois (), construisons un nouveau carquois noté I'p comme suit. Consi-

dérons d’abord le carquois NQ°P, dans lequel les fléeches multiples sont remplacées par
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les valuations symétriques correspondantes. A chaque sommet projectif u (qui est de la
forme (0, z) avec x € (), on associe un élément f(u) dans N*U{oo}. C’est le nombre de
chemins commengant en x dans @ (ce qui correspond a la dimension de P,). Maintenant,
si u — v est une fleche dans NQ P avec f(u) = oo, alors on pose f(v) = oco. Si u est un
sommet de NQ°P et vy, vq, ..., v, sont tous les successeurs immeédiats de u (en comptant

les multiplicités) dans NQ°P et que f(v;) < oo pour tout 4, alors on pose

Lemme 6.5.12. On peut définir uniquement une fonction additive f : NQ°P — N*U{oco}

qui respecte les propriétés ci-haut.

Démonstration. Si u = (1,x) avec © € Q, alors on a deux cas. Soit il existe un chemin
infini & gauche dans 7-Q°P se terminant en (1,z) dans lequel cas f((0,z)) est infini et
donc, f((1,x)) doit également étre infini. Soit il n’existe pas de chemins infinis & gauche
se terminant en (1,2) dans 7-Q°P. Dans ce cas, soit n, la longueur du chemin le plus
long se terminant en (1, ) dans 7~ Q°P. Un tel chemin maximal existe car autrement, en
vertu du lemme de Konig, on obtient un chemin infini & gauche se terminant en (1, z)
dans 77Q°P. On procéde par récurrence sur n,. Si n, = 0, tout prédécesseur de (1, ) est
dans Q°P et on peut définir f((1,z)). Supposons que n, > 0. Alors tout prédécesseur de
(1,z) dans NQ°P est soit dans Q°P ou soit de la forme (1,y) avec n, < n,. Cela montre
que 'on peut définir f((1,x)) et donc définir f(u) pour tout v € 7-Q°P. En appliquant
cette régle récursivement, on obtient une unique fonction additive f : NQ°P — N*U{oo}

qui respecte les propriétés que l'on vient de mentionner. O

On définit le carquois I'p comme étant le sous-carquois plein de NQ°P des sommets

tels que f(7u) < 0o ou u est un sommet projectif. On a le résultat suivant.
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Proposition 6.5.13. Soit I une composante du carquois d’Auslander-Reiten de rep™(Q)
contenant une représentation projective de rept(Q). Alors ' = T'p. De plus, T' est pré-

projective et admet une section a ’extréme gauche qui contient toutes les représentations

de P.

Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition 6.5.11, on obtient que les re-
présentations de P forment une section a 'extréme gauche de I' qui est donnée par le
carquois @ °P, dans lequel on a remplacé les fléches multiples par les valuations symé-
triques correspondantes. Dans ce cas, on a que I' est un sous-carquois plein de NQ °P. La
seule différence avec la preuve du cas de la composante préinjective étant que ce carquois
[ n’est pas nécessairement stable a droite puisque pour X projectif, il est possible que
77" X avec n > 0 soit de dimension infinie et donc que 77" ' X ne soit pas défini dans
[iept(@)- La fonction g = dim;, est additive sur I'. On a g(u) = f(u) lorsque u est un
sommet projectif de NQ°P. De plus, si u — v est une fleche de I' telle que g(u) = oo,
alors on doit avoir g(v) = oco. Par conséquent f et g coincident sur I'. Il est clair que T’
est le sous-carquois plein de NQ°P des sommets u tels que g(7u) < oo ou u est projectif.

Cela achéve la preuve. O]

On a le corollaire suivant qui nous donne un peu plus d’information sur la composante

préprojective I'p.
Corollaire 6.5.14. On a deux cas possibles.
(a) Si Q n’a pas de chemins infinis a droite, alors I'p = NQ°P.

(b) Sinon, U'p contient une section a lextréme droite qui contient toutes les représen-

tations de dimension infinie de I'p. En particulier, toute T-orbite de I'p est finie.

Démonstration. On remarque que si ) n’a pas de chemins infinis a droite, alors f(u) < oo

pour tout sommet projectif de N °P. On obtient donc, en regardant la construction dans
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la preuve du lemme 6.5.12, que f(u) < co pour tout sommet de u de NQ P, ce qui donne
que I'p = NQ°P. Si I'p contient une représentation de dimension infinie, alors soit A le
sous-carquois plein de I'p qui contient toutes les représentations de dimension infinie. On
a vu que A est une section a l'extréme droite de I'p. Comme on a aussi une section a

Iextréme gauche, soit Q)°P, toute T-orbite doit étre de longueur finie. O

Remarquons que si @ est comme dans les cas (b) et (¢) du théoréme 6.4.4, alors Z est
vide. Si @) est comme dans le cas (a) de ce théoréme, c’est-a-dire si () n’a pas de chemins
infinis & gauche, alors Z est non vide.
Corollaire 6.5.15. Les composantes de I'vp+(q) sont les suivantes.

(a) Une composante préinjective N~ QP si T est non vide,

(b) De possibles composantes réguliéres de type ZA,

(c) De possibles composantes réguliéres de type N™A,

(d) Une composante préprojective I'p définie plus haut.
Corollaire 6.5.16. Supposons que () ne contient pas de chemins infinis. Alors les com-
posantes de I'yep+ () sont les suivantes.

(a) Une composante préinjective N™Q°P,

(b) De possibles composantes réguliéres de type ZA,

(c) Une composante préprojective de type NQP.

Démonstration. Si Q ne contient pas de chemins infinis, alors rep™(Q) = 1ep®(Q) et
il n’y a pas de composantes de la forme N™A . De plus, dans ce cas, on a vu que

p = NQ®P, O
Exemples 6.5.17. (a) Soit le carquois suivant
0404 0—30-—30—>---.
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Un calcul direct donne que la composante I'p est la suivante :

O @) O

v
/

O @)

(0]

Dans ce cas, on peut montrer qu’il n’y a pas de composantes de type N~A, ni de com-

posantes de type ZA. Cela sera discuté dans une section ultérieure.

(b) Considérons maintenant le carquois
e 24+ -1¢0—=21—=2—=---.

Toute représentation projective indécomposable de P est de dimension infinie. Par consé-
quent, la composante préprojective I'p de ce carquois correspond aux représentations pro-
jectives, c’est-a-dire QP = Q). Cette composante ne contient donc aucune suite presque

scindée. Considérons les représentations My = Py/ Py et My = Py/P_1. On a
M= +—k+k+<k—-0—->0—- -

et

My=---+—0<0k—=>k—k—---

avec toutes les applications linéaires application identité. Un exercice facile donne que
T'M; # 0 pour j = 1,2 et i > 0. Ceci signifie que ces deuz représentations sont dans des
composantes de type N™A,,. On verra dans une section ultérieure que dans ce cas, on a
deuz composantes de type N™A, et aucune composante de type ZA .. Les représentations

M et My sont dans des composantes réqulieres différentes.
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On dit qu’'une représentation indécomposable M de rep™(Q)) est réguliére si cette re-
présentation n’est ni préinjective ni préprojective. Cela signifie que 7" M est défini pour
tout entier positif m et que, ou bien 77" M est défini pour tout entier positif m, ou bien
il existe un entier non-négatif n tel que 77" M est de dimension infinie. Pour conclure
cette section, on donne une condition suffisante sur () pour que toutes les composantes

réguliéres soient de type N™A .

Proposition 6.5.18. Supposons que Q) est tel que toute marche acyclique infinie est

quasi-dirigée. Alors toute composante réguliere de T'iep+ (@) est de type N™A.

Démonstration. Soit X une représentation indécomposable réguliére de dimension finie. Il
est suffisant de montrer qu’il existe un entier positif n pour lequel 77" X est de dimension
infinie. Soit €2 le support de X. Soit ¥/ le sous-carquois plein de () contenant les sommets

Y avec

1) y¢9Q,
(2) Il existe une marche Q-acyclique w, = wiws - - - w, se terminant en y telle qu’il n’y

a pas de marche Q2-acyclique infinie commencant avec wy.

On prétend que X' est fini. Sinon, puisque ) est localement fini et que Q est fini, il
existe une famille infinie {x;};>1 de sommets de ¥’ et un élément « (qui est une fléche ou
I'inverse d’une fléche) tels que pour ¢ > 1, w,, commence avec «. De plus, il n’y a pas de
marche Q-acyclique infinie commencant avec a. Or, comme la famille {x;};>; est infinie,
le lemme de Konig nous donne justement une marche 2-acyclique infinie commencant
avec «, une contradiction. Maintenant, posons ¥ = QU X', Soit a : u — v avec u € X et
v &€ X. Siu € €, alors la définition de ¥’ nous donne que « est la premiére fléche d’une
marche Q-acyclique infinie. Si u & €, alors u € ¥/, Par conséquent, il existe une marche
Q-acyclique w, = w; ---w, se terminant en u telle que w; n’est pas le premier élément

d’une marche Q-acyclique infinie. Notons que pour 1 < ¢ < r, le but de w; est dans >'.
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Ainsi, wy - - - w,a est une marche (-acyclique se terminant en v telle qu’il n’y a pas de
marche 2-acyclique infinie commencant en w;. Cela signifie que v € X, une contradiction.
Cela montre que si « : u — v est une fléche avec u € Y et v ¢ X, alors u € Q et il y a
une marche Q-acyclique infinie commencant en . De méme, toute fléche o : v — u avec
u € Yetv ¢ est telle que u € € et il existe une marche Q-acyclique infinie commencant

en o L

On prétend que l'on peut se restreindre au cas ot pour ¢ > 1, le support de 77X est
contenu dans . Supposons donc qu’il existe un entier positif 7 tel que le support de 77¢X
n’est pas contenu dans 2. Soit u un sommet du support de 77°X qui n’est pas dans X. I
existe une marche Y-acyclique p = p1ps - - - pp, qui relie X et u. Selon ce qui a été montré,
la derniére marche est une marche Q-acyclique et il existe une marche 2-acyclique infinie

o = 0109+ avec 01 = p;. Notons qu’aucun des buts des o; n’est dans ». Ainsi,

V:pgl...pglo‘Qgg...
est une marche infinie disjointe de ¥ et commence en un sommet du support de 77°X.
Si nécessaire, on peut réduire la marche v en une marche supp(7~*X)-acyclique infinie
o= pipopts - -+ qui est disjointe de . Si pp est inverse d’'une fléche, alors le lemme
6.5.9 et le fait que p est quasi-dirigée donnent le résultat. Sinon, p; est une fléche et
pour j > 0, supp(7~ "/ X) contient un sommet de p. En particulier, Q = supp(7 " X)
contient un sommet de p, une contradiction. Par conséquent, on a montré que I'on peut

supposer que supp(7~‘X) est non-vide et est contenu dans ¥ pour tout entier positif 7.

Soit s le nombre de sommets dans Y. Le nombre de sous-carquois pleins de X est t = 2°.
Soit Y = 771X, Selon le lemme 6.5.9, il existe une direction dans la 7-orbite de Y
telle que toutes les représentations ont des supports deux a deux différents. Ainsi, pour
0 < i < t+1, ou bien les supp(7’Y) C ¥ sont deux a deux différents ou bien les

supp(77'Y) C X sont deux & deux différents. Ceci est une contradiction. O
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6.6 Les carquois de type Dynkin infini

Dans cette section, nous étudions les cas ou le graphe sous-jacent de () est de type

Dynkin infini. On montre que le nombre de composante réguliéres (toutes de type ZA

ou NTA) est fini.

Un carquois () dont le graphe sous-jacent est de type A, Do ou AY, c’est-a-dire que le

graphe sous-jacent de () est respectivement 1'un des graphes suivants

.
Ay,: o — o — o — o —
o — 0o — 0o — o —
Dy :
o
\Ag:---—o—o—o—o—

est dit de type Dynkin infini.

Avant de commencer 1’étude des représentations de tels carquois, nous avons besoin de
la notion de foncteur de réflexion. Cela sera utile pour étudier les représentations des
carquois de type D4. Les foncteurs de réflexion sont bien connus pour les carquois finis
depuis Bernstein, Gelfand et Ponomarev dans [13|. Nous avons cependant besoin de
certains résultats reliés a ces foncteurs mais lorsque @) est infini et localement fini. Soit ()
un carquois localement fini et a un puits dans ce carquois. On note (), le carquois obtenu
a partir de () en renversant I'orientation de toutes les fléeches dont le but est a. On peut

définir un foncteur de réflexion

S 1ep(Q) = rep(Qa),

comme suit. Soit «; : a; — a, 1 < ¢ < r, la liste compléte des fleches se terminant en a.
Si M = (M(z), M())zeq,.aco, est dans rep(Q), alors on pose, pour v € Q,
M (v) siv#a
Jr o )
Sa (M) (v) —{ ker(M (o) -+ M(a,)) sii=a.
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et, pour a € @y,

M(a) sia:u—vavecv #a,
R ’
pioq sia:a; —a.

oil ¢ est l'inclusion canonique S;"M(a) — @j_, M (a;) et p; est la projection canonique
"1 M(a;) — M(a;) = SF(M)(a;). Maintenant, si f : M — N est un morphisme avec

N = (N(z), N())zeo,ac,, alors on pose, pour v € Qo,

fo siv#a,
S;_(f)v:{f(/l siv=a

ou f! est I'unique application k-linéaire qui fait commuter le diagramme suivant.

(M(ev))

0—= S (M)(a) —= &, M(a;) M(a)
l@{_lf(ai) lf(a)
00— SF(N)(a) — B N(a;) 2~ N(a)

Une vérification facile nous permet d’affirmer que S est bien un foncteur. On a aussi le

foncteur

Sy 1ep(Qa) = 1ep(Q),

qui est défini d’une fagon duale. Maintenant, selon [4, théoréme 5.3], on sait que si @
est un carquois fini dans lequel a est un puits, alors S;” et S, induisent des équivalences
quasi-inverses de rep(Q)/add(S,) vers rep(Q,)/add(S,), ou add(S,) est la sous-catégorie
pleine de rep(Q) de toutes les sommes directes finies de S,, S, étant la représentation

simple associée au sommet a. On peut généraliser ce résultat pour les carquois localement

fini.

Lemme 6.6.1. Soit Q) un carquois localement fini avec un puits a € Qo. On a que S,
induit une équivalence de rep(Q)/add(S,) vers rep(Q,)/add(S,) avec S, comme foncteur

quasi-inuverse.
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Démonstration. Remarquons d’abord que S s’annule sur les objets de add(.S,) de sorte
que S, peut étre considéré comme un foncteur de rep(Q)/add(S,) vers rep(Q,)/add(S,).

De méme, le foncteur S, peut étre considéré comme un foncteur de rep(Q,)/add(S,) vers

rep(Q)/add(Sa).

Soient M et N deux représentations avec f un morphisme de M vers N. Soit M = Z@ M’
avec Z € add(S,) et M’ ne contenant pas de facteur direct non nul dans add(S,). Alors
pym 2 M — M) la projection canonique, est un isomorphisme dans rep(Q)/add(S,). De
méme, soit N =Y & N’ avec Y € add(S,) et N’ ne contenant pas de facteur direct non
nul dans add(S,). Alors py : N — N’, la projection canonique, est un isomorphisme
dans rep(Q)/add(S,). Si la décomposition correspondante de f: Z & M’ — Y @& N’ est
f = (fij)i<ij<2, alors fag : M" — N’ est tel que pyf = foopar, ce qui montre que f est
isomorphe a fys. On peut donc supposer que M et N n’ont pas de facteur direct non nul
dans add(S,). Il suffit alors de montrer que S; S (f) = f. Solent a; : a; — a, 1 <i <n,
les fléches se terminant en a dans (). Puisque M n’a pas de facteur direct non nul dans
add(S,), on a que (M (a;))1<i<n : By M(a;) — M(a) est un épimorphisme. Autrement,
on a que M(a)/Im ((M(c;))1<i<n) 7 0 est un facteur direct de M isomorphe & une somme
directe de copies de S, une contradiction. Remarquons que le noyau de (M («;))1<i<n est
SF(M)(a), par définition. De méme, on a que (N(;))1<i<n @ BN (a;) = N(a) est un

épimorphisme de noyau S (N)(a). On a donc un diagramme commutatif

(S (M)(0))" (M(i))

00— SH(M)(a) n M(a;) M(a) —=0
lS[f(f)a iﬁB?_lfui lfa
S(;F N (77 T N Qg
0—=SF(N)(a) SN gn N(ay) M N(a) —>0

En utilisant la définition de S, on voit que S; S, (M)(a) = M(a) et que S, S; (M) (c;) =
M (e;) de sorte que S; S (M) = M. De méme, S, S;"(N) = N. Finalement, S, S, (f).

a

fesiz#£aetS, SH(f)a = fu de sorte que S; S (f) = f.

U
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Proposition 6.6.2. Les équivalences de la proposition précédente se restreignent a des

équivalences de rept(Q)/add(S,) vers rep™(Q,)/add(S,).

Démonstration. 11 suffit simplement de montrer que si M € rep™(Q), alors S (M) €
rept(Q,) et si N € rept(Q,), alors S; (N) € rep™(Q). Nous montrons seulement le

premier cas car la preuve du second cas est similaire.

Soit M € rep™(Q). Puisque a est un puits, M (a) est une sous-représentation de M. Soit
M’ = M/M(a). Alors M’ € rep™ (Q). Il est clair que S;7(M’) € rep™(Q,) si et seulement
si S (M) € rept(Q,). Notons que S (P,) est le module projectif indécomposable associé

au sommet = de (), si  # a. Soit

f

0 P, Py —L= 0 0

une présentation projective minimale de M’. Alors P, ne contient pas de facteur direct

isomorphe & S,. La suite de morphismes

+ +
SH(P) S s+ () 22D s+ ()

est telle que S (g) est un épimorphisme et

S&(f)x

SF(P)(@) L2 55 (By) () L S (M) ()

a

est exacte pour  # a. Ainsi, soit X le noyau de la projection de ker (S (g)) vers
ker (S (g)) (a) et Y le noyau de la projection de S (P;) vers S (P;)(a). Alors X =Y.
Comme S;(P;) est projectif et que S (P;)(a) est de dimension finie, on a que Y €
rept(Q,) et donc que ker (S (g)) € rep™(Q,). Comme rep™(Q,) est abélienne, on ob-
tient bien que S (M’) € rep™(Q,). O

Selon [28, proposition 2.9], le carquois d’Auslander-Reiten de rep™ (Q)/add(S,) est obtenu

a partir du carquois d’Auslander-Reiten de rep™(Q) en enlevant le sommet associé a S,,.
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Comme les carquois d’Auslander-Reiten de rep™(Q)/add(S,) et rept(Q,)/add(S,) sont
les mémes, on voit bien que si M € rep™(Q) est indécomposable et non isomorphe & S,

alors
(1) M est préprojectif si et seulement si S;7 (M) est préprojectif,
(2) M est préinjectif si et seulement si S;F (M) est préinjectif,
(3) M est régulier si et seulement si S;7 (M) est régulier.

En particulier, le nombre de composantes réguliéres du carquois d’Auslander-Reiten de

rept(Q) et rep™(Q,) est le méme.

Supposons maintenant que () est de type Dynkin infini. Nous avons besoin, dans les sous-
sections subséquentes, de la notion de représentation quasi-simple. Une représentation
indécomposable M est dite quasi-simple si elle est réguliére et si elle admet exactement
un prédécesseur immédiat dans le carquois d’Auslander-Reiten et au plus un successeur
immédiat. Notons qu’étant donné une composante réguliére I' de I'ip+ (@), il existe une

seule 7-orbite constituée de toutes les représentations quasi-simples de I'.

6.6.1 Le cas AY

Supposons que le carquois () est de type AZL. Considérons d’abord le cas o () ne contient
pas de chemins infinis. Supposons que les sommets du carquois sont les éléments de 7Z
de sorte que i et j sont deux sommets voisins si et seulement si |i — j| = 1. Supposons
également que les puits sont {n;};cz et les sources {m;};cz avec n; < m; < niy1 < miy
pour tout 7. La représentation indécomposable dont le support contient les sommets
r,r+1,...,s et de dimension s—r+1 est notée M, ;. Toute représentation indécomposable

de rep®(Q) = rep™ (Q) est de cette forme.

Etant donné une telle représentation M, s, il existe un sous-carquois plein > de () qui

supporte TM, s ® M, ® 7~ M, s et qui est de type A, pour un certain entier positif n.
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On a alors que M, 5 est un module de corde sur 'algébre de corde kX. De plus, les suites
presque scindées se terminant ou commencant en M,.; dans rep(Q)) sont des suites presque
scindées de rep(X). Pour plus de détails sur les modules de corde, le lecteur est invité
a consulter [15]. Soit @ : * — y une fleche de ¥ C Q. Soit p; le plus long chemin de ¥
commencant en = et qui ne se factorise pas par a; p; pouvant étre le chemin trivial e,.
Soit également p, le chemin le plus long de X se terminant en y et qui ne se factorise pas
par a; ps pouvant étre le chemin trivial e,. Pour une marche finie w de @), notons M (w)
la représentation M, s si w admet r,r + 1,..., s comme sommets. Rappelons que selon

[15], on a une suite presque scindée
(%) : 0 = M(p2) = M(p apy') = M(p1) = 0

dans rep(X) avec le terme médian indécomposable. Toute suite presque scindée de rep(X)
avec un terme médian indécomposable est de cette forme, pour les algébres de corde. Par
conséquent, il est aisé de voir qu'une représentation indécomposable M, ; a exactement
un successeur immédiat et un prédécesseur immédiat dans le carquois d’Auslander-Reiten

de rep™(Q) si et seulement si elle est 'une des représentations suivantes.

(i) r = s et il y a une fleche r + 1 — r et une fleche r — r — 1,
(ii) r =m; et s = n;y1; pour un entier 1,
(iii) » = s et il y a une flecche r — 1 — r et une flecche r — r + 1,
(iv) r =mn;, s = m,; pour un entier i.
Remarquons que les représentations simples associées & un sommet qui est un puits ou

une source ne sont pas dans cette liste. Maintenant, considérons la représentation M, »,.

On a, en utilisant la forme de la suite presque scindée (), que

M | Mpy—1,me—1 simg—1n’est pas un puits,
TMmoms = 0 sinon
m—1,n0 .
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Si Mg ny = Ming—1,mo—1, alors

9 Mo—2.mg—2 1Mo — 2 n’est pas un puits,
T Mg ny = M .
1m0 sinon.

En continuant de cette facon, on obtient la 7-orbite suivante, qui est infinie dans les deux
directions :

-2 Mm072,m072 -2 Mmofl,mofl -2 Mmo,n1 -

-2 Mmfl_lymfl—l -2 Mmflﬂlo -2 Mno+1,no+1 -*
On constate que cette T-orbite est composée de toutes les représentations quasi-simples de
type () et (i¢) plus haut. De méme, toutes les représentations de type (7i7) et (iv) sont des
représentations quasi-simples dans une méme 7-orbite, infinie dans les deux directions.
Ainsi, ces deux 7-orbites correspondent a deux composantes réguliéres de type ZA,, dans

ce cas.

Maintenant, supposons que () a exactement une direction dans laquelle il y a un chemin
infini & droite, c¢’est-a-dire qu’il existe un seul chemin infini a droite qui soit maximal. Le

caquois ) est donc de la forme
— 0o — 0o — 0o — o0—

avec I'orientation des fléches correspondant aux lignes horizontales choisie de telle sorte
que () ne contient qu'un seul chemin infini & droite qui soit maximal. Supposons, comme
plus haut, que les sommets du carquois sont les éléments de Z de sorte que 7 et j sont
deux sommets voisins si et seulement si [i — j| = 1. On peut supposer que les sommets
du chemin infini & droite correspondent aux entiers non négatifs. Supposons que les puits
sont {n;}i<o et les sources {m;};<o avec n; < m; < n;iy1 < myyq pour tout i et mg = 0.
Posons n; = 0o et M, n, = Mp oo comme étant le quotient de P4 par P_;. Notons que si
une représentation M est quasi-simple, alors 72M est quasi-simple de dimension finie et

il existe un sous-carquois > de ) qui est de type A,, pour un certain entier positif n et qui
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contient le support de 7(72M) & 72M @ 7~ (72M). On obtient donc que la représentation
M = M, doit étre comme dans la liste plus haut. En utilisant ceci, on obtient une
composante réguliére de type ZA,, ou la T-orbite des représentations quasi-simples est

Mno—l,no—l -2 e -2 Mm71+1,m71+1 -2 Mnfl,mfl ..
-= M272 -= M171 -= Mno,O -=

Remarquons que P_; — F, est une présentation projective de My et que 7Mj , le
noyau de I_; — Iy, est M_; _; si —1 n’est pas un puits et M, , n,, sinon. En effectuant
les calculs comme dans le cas précédent, on obtient la T-orbite de représentations quasi-
simples suivante :

== Mpgrimgr1 —=> -0 -0 M-y -=» My
- Mmflfl,mflfl -2 Mmfl,no

Cette T-orbite correspond & une composante réguliére de type N™A, puisque’elle est
infinie seulement & gauche. Comme toutes les représentations quasi-simples sont inclues
dans ces deux 7T-orbites, on a exactement deux composantes réguliéres, une de type ZA

et autre de type N”A ..

De facon similaire, si () a des chemins infinis a droite dans les deux directions, alors on

a deux composantes réguliéres, mais toutes deux de type N™A .

Selon le théoréme 6.4.4, il reste a regarder le cas ou () est orienté linéairement. Des
considérations similaires aux cas précédents nous donnent que les seules représentations
quasi-simples sont les représentations simples et se retrouvent toutes dans la méme 7-
orbite infinie dans les deux directions. On a donc une seule composante réguliére de type

ZA, dans ce cas.

6.6.2 Le cas A,

Supposons que () est de type A.,. Supposons que les sommets de () sont les éléments

de N de sorte que i et j sont deux sommets voisins si et seulement si |[i — j| = 1. On
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utilise la méme description que dans la sous-section précédente pour les représentations
de dimension finie avec exactement un prédécesseur immédiat et un successeur immeédiat
dans le carquois d’Auslander-Reiten. Si M, ; est une représentation comme dans (i) ou
(1), alors on montre, par des calculs identiques & ceux de la sous-section précédente, que
cette représentation est dans la 7-orbite de /4 et donc préprojective. De méme, si M, ; est
une représentation comme dans (7iz) ou (iv), alors on montre que cette représentation est
dans la 7-orbite de [y et donc préinjective. Par conséquent, il n’y a pas de composantes

réguliéres dans ce cas.

6.6.3 Le cas D

Supposons, finalement, que le carquois @) est de type Dy,. On numérote le graphe sous-

jacent de () comme suit

On commence avec le lemme suivant. Dans ce lemme, si () est un carquois et a est un
puits (ou une source) de @), on note 0,() le carquois obtenue a partir de () en renversant
'orientation de toutes les fleches admettant a comme but (ou comme source, respective-

ment).

Lemme 6.6.3. Soient QQ et Q' deux carquois de méme graphe sous-jacent et égal au
graphe ci-haut. Supposons qu’il existe un entier n > 3 tel que toutes les fleches reliant les
sommets plus grand ou égaux a n ont la méme orientation dans Q et dans Q)'. Alors il

existe une suite finie d’entiers positifs {m;}1<i<, telle que op,. -+ 0 Q = Q.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Supposons que n = 3. Si la fléche

reliant 1 et 3 a une orientation différente dans @ et )’ mais que la fléche reliant 2 et 3 a
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la méme orientation dans @ et @', alors 01Q) = @Q’. Si la fleche reliant 1 et 3 a la méme
orientation dans ) et ' mais que la fleche reliant 2 et 3 a une orientation différente dans
Q et (), alors 02() = @'. Finalement, si ces deux fleches ont des orientations différentes
dans Q et ), on a 0,0,Q = @Q'. Supposons que n > 3 et que n est minimal pour la
propriété de I’énoncé. Soit « la fleche de @) reliant les sommets n — 1 et n. Supposons
d’abord que o : n — 1 — n. Supposons qu’il existe 3 < m < n tel que m est une source

de @ et que si m < s < n, alors s n’est pas une source de (). On a alors que
Y= On—1-""" Um+1UmQ

a le méme graphe sous-jacent que ) et toutes les fleches reliant les sommets plus grand
ou égaux a n — 1 ont la méme orientation dans ¥ et dans @)". On applique I’hypothése de
récurrence. S’il n’existe pas un tel entier m, alors pour 3 <7 < n — 1, il y a une fléche
1 — 1+ 1 dans Q). En utilisant o ou 05, on peut ramener () & un carquois {2 qui admet

3 comme source. On a alors que
Y =0,_1 04030

a le méme graphe sous-jacent que ) et toutes les fleches reliant les sommets plus grand
ou égaux a n — 1 ont la méme orientation dans ¥’ et dans @'. On applique ’hypothése

de récurrence. Le cas ol o : n — n — 1 se prouve de facon similaire. O]

Considérons d’abord le cas ou ) n’a pas de chemins infinis. En utilisant les foncteurs de

réflexion et le lemme 6.6.3, on peut supposer que le carquois est de la forme

1l - 3 +< 4 - 5 —- 6 — 7 —

/I\
2

avec I'orientation des fléches correspondant aux lignes horizontales choisie de telle sorte
que () ne contient pas de chemins infinis. Toute représentation indécomposable de la caté-

gorie rep™ (Q) = rep’(Q) correspond & une représentation indécomposable d’un carquois
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de type D,, pour un entier n > 4. Par conséquent, on obtient que les représentations

indécomposables de rep™ (Q) sont (voir [4, page 299, exercice 11]) :

(i) Les représentations M, s, 3 < r < s, dont le support contient les sommets r,r +
1,...,s et dont la dimension est de s —r + 1,

(ii) Les représentations M, s pour ¢ = 1,2 et s > 3 dont le support contient les sommets
1,3,...,5 et dont la dimension est de s — 1,

(iii) La représentation simple en 1, M,

(iv) La représentation simple en 2, My,

(v) Pour tout ¢ > 0,5 > 0, une représentation N; ; dont le vecteur dimension est

1 fois j fois
7\ 7\

(1,1,2,2,...,2,1,1,...,1,0,0,...).

Soient {n;};>1 les puits du carquois tels que n; > 6 et {m;};>1 les sources du carquois
telles que m; > 6. Supposons que n; < m; < n;41 < myy1 pour tout 2 > 1. On a le lemme

suivant.

Lemme 6.6.4. Soit () de type Dy comme plus haut. Alors toute représentation quasi-

stmple a une représentation de la forme M, s avec 5 < r < s dans sa T-orbite.

Démonstration. On prétend d’abord que 'on a que 77 My, avec t > 4 est nul ou de la
forme M, , avec v > u > 5. En effet, si t = 4, My, = My, est injectif et 77 My, = 0.
Sinon, dans la co-présentation injective minimale Jy — J; de My,, on retrouve seulement
des facteurs injectifs I; avec ¢ > 5. Ainsi, on retrouve seulement des facteurs projectifs
P, avec i > 5 dans la présentation projective v~ (Jy) — v~ (J1) de 77 My,. L’affirmation
est une conséquence immédiate de ceci. Ensuite, on prétend que 7M3; avec ¢ > 3 est nul
ou de la forme M, , avec v > u > 5. En effet, si t = 3, M3, est projectif et 7M3, = 0.
Sinon, dans la présentation projective minimale R} — Ry de M3, on retrouve seulement

des facteurs projectifs P; avec ¢ > 4. Ainsi, on retrouve seulement des facteurs injectifs I;
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avec ¢ > 4 dans la co-présentation injective v(Ry) — v(Ry) de TMs,. Donc, TMs, = M,
avec v > u > 4. Si uw = 4, alors on a montré que Ms; = 7 M,, est nul ou de la
forme M, ,» avec v’ > 5, une contradiction. Ainsi, u > 5. Par conséquent, il est suffisant
de montrer que toute représentation quasi-simple admet une représentation de la forme
M, s avec r > 3 dans sa T-orbite. Supposons maintenant que /N; ; est une représentation

quasi-simple. Comme N; ; n’est pas projective, on a une suite presque scindée
0—>TNi7j%E—>NZ'7j%O

avec E indécomposable. Si TN, ;(1) # 0, alors la dimension de E(1) est au moins deux, ce
qui est impossible, en regardant la liste des représentations indécomposables de rep™ (Q).

Ainsi, 7N; ;(1) = 0. De méme, 7N, ;(2) = 0. On a donc que 7N, ; = M, ; avec 3 <r < s.

Maintenant, il reste & considérer les représentations de la forme M,  avec ¢+ = 1,2 et
s > 3. Soit {r;};>1 la liste des sommets (en ordre croissant) de @ tels que r; = 4 et

r; — 1; + 1 est une fleche pour tout ¢ > 1. Par récurrence sur ¢ avec ¢ > 1, on montre que

M, ,, siiest pair,
M, sii est impair.

TiMLl = {

Un calcul direct donne 7M;; = Moy et 7Myy = M, 5 = M ,,. Supposons que l'on ait

TiMLl = M, ,, avec i pair. La présentation projective minimale de M, ,, est donnée par
@ Pnj @Pg@Prﬁ_l—) @ ij ®P4®P1_>M17Ti_>0
6<n;<r; 6<m;<r;
Ainsi, 771 My ; = 7 M, est le noyau de I'épimorphisme
P n|oLoLa—| P In|eoLel
6<n;<r; 6<m,;<r;

Parmi les facteurs injectifs indécomposables de cette co-présentation, seul I3 contient

le sommet 2 dans son support. Par conséquent, 2 appartient au support du noyau,

117



c’est-a-dire ’/'H—lMl,l. Aussi, I3 et I; sont les seuls facteurs injectifs indécomposables qui
contiennent le sommet 1 dans leur support. Cela donne que 1 n’est pas dans le support
de 7T My 1. Sir;+1 n’est pas un puits, alors r;+1 = 7,1 et ¢’est U'entier le plus grand de
supp(7T1M; 1). Sir;+1 est un puits, alors la prochaine source, soit r;1, est 'entier le plus
grand de supp(7"*1 M ;). Par conséquent, la seule possibilité pour 7'M est Mo, ..

La preuve du cas ot ¢ est impair est similaire. Cela achéve la preuve de I'affirmation.

De méme, on a, pour 72 > 1,

My, sii est pair,
M, ,, siiestimpair.

TZ‘M272 = {
Dualement, soit {s;};>1 la liste des sommets (en ordre croissant) de @ tels que s; > 3 et
s; +1 — s; est une fleche pour tout ¢ > 1. Par récurrence sur ¢ avec ¢ > 1, on montre que

M, s, sii est pair,
My, sii est impair.

De méme, pour ¢ > 1,

_ My s, sii est pair,
My s = .. . .
’ M 5, sii est impair.

Ces calculs montrent que les représentations M, ,;, avec i = 1,2 et s > 3 tel qu’il existe
une fleche de s vers s 4 1, sont préinjectives. Les représentations M, 5, avec i = 1,2 et

s > 3 tel qu’il existe une fléeche de s 4+ 1 vers s, sont préprojectives. O

On a montré que toute représentation quasi-simple contient une représentation de la
forme M, , avec ¢ > p > 5 dans sa T-orbite. Puisque M, , est aussi quasi-simple et que le
support de 7M, , ® M, ,® 7~ M, , consiste en un carquois de la forme A, pour un entier

positif n, on a que M, , satisfait a I'une des conditions suivantes :
(i) p=gqetily aune fleche p+ 1 — p et une flecche p — p — 1,

(ii) p = m; et ¢ = n;;1 pour un entier 1,
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(iii) p=qetily a une fleche p — 1 — p et une fléeche p — p + 1,
(iv) p =mn;, ¢ = m; pour un entier i.

D’aprés les calculs du cas A, les représentations de la forme (i) et (i) ont un seul
prédécesseur immeédiat et un seul successeur immédiat dans le carquois d’Auslander-
Reiten et appartiennent a la méme 7-orbite. De plus, ces représentations sont stables a
droite : si M, s est de la forme (i) ou (¢7), alors 77 M, ; est aussi de la forme (z) ou (i1).
De méme, les représentations de la forme (i77) et (7v) ont un seul prédécesseur immeédiat
et un seul successeur immeédiat dans le carquois d’Auslander-Reiten et appartiennent &
la méme T-orbite. De plus, ces représentations sont stables a gauche. Cependant, des
calculs directs donnent 77 My 5 = M3y, 7 M3zs = No1, 7" No1 = My, et 77 My, est
de la forme M, , avec v > u > 5 selon la démonstration précédente. Comme le carquois
d’Auslander-Reiten ne contient pas de cycles orientés, M, ,, doit étre de la forme (i) ou
(43). On note que Ms 5 est de la forme (iiz) et 7-*M; 5 de la forme (i) ou (ii). Cela montre
que les représentations (7), (ii), (iii) et (iv) sont dans la méme 7-orbite. Par conséquent, il
y a exactement une 7-orbite de représentations quasi-simples. Cette T-orbite étant infinie

dans les deux directions doit correspondre & une composante réguliére de type ZA .

Maintenant, supposons que () a un chemin infini a droite. En utilisant les foncteurs de

réflexion et le lemme 6.6.3, on peut supposer que () est le carquois suivant.

2 - 3 <« 4 — 5 = 06—

T
1

Les représentations indécomposables de rep®(Q) sont comme plus haut. Notons M, ., la
représentation indécomposable Py/Ps et, pour r > 5, M, ., note la représentation P,.. On
a le lemme suivant, dont la preuve est similaire a celle du lemme 6.6.4. Nous donnons

seulement les grandes lignes et omettons les calculs.
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Lemme 6.6.5. Soit Q) de type Dy comme plus haut. Alors toute représentation quasi-
simple de dimension finie a une représentation de la forme M, s avec 5 < r < s < 00

dans sa T-orbite.

Démonstration. On a que 7~ My, = 0 pour 4 < t < oo. La représentation M;z; avec
3 <t < oo est telle que 7M;3, est nul ou de la forme M, , avec 5 < u < v < oo. Par
conséquent, il est suffisant de montrer que toute représentation quasi-simple admet une
représentation de la forme M, s avec 3 < r < s < oo dans sa T-orbite. On peut montrer

que si V; ; est une représentation quasi-simple, alors 7/V; ; = M, s avec 3 < r < s < oo.

Maintenant, comme M; 3 et M3 sont injectifs, il reste a considérer les représentations
de la forme M, ; avec i = 1,2 et s > 4. On a, par récurrence, que pour ¢z > 1,

M, ;43 sii est pair,

i
T Ml 1= .. . .
' My ;43 sii est impair.

De méme, on a, pour ¢ > 1,

My ;y5 siiest pair,

i
T MQ 9 = .. . .
' M, ;43 sii est impair.

Ces calculs montrent que les représentations M; ,, avec @ = 1,2 et s > 3 sont préinjectives.

[]

Comme dans le cas ou ) n’a pas de chemins infinis, on obtient une caractérisation iden-
tique pour les représentations de dimension finie ayant seulement un prédécesseur im-
médiat et un successeur immédiat dans le carquois d’Auslander-Reiten. Selon le lemme
précédent, une représentation quasi-simple admet une représentation de la forme M, g
avec r > 5 et s < oo dans sa 7-orbite. Cependant, cette derniére représentation ad-
met seulement un prédécesseur immeédiat et un successeur immeédiat dans le carquois

d’Auslander-Reiten si et seulement si » = s. Ainsi, chaque 7-orbite de représentations
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quasi-simples doit contenir une représentation M, , avec r > 5 dans sa 7-orbite. Remar-

quons que 7My o = Ny 1. Des calculs directs et faciles nous donnent la 7-orbite suivante :
-=> M7 -=» Mes --> Mss --» Mszs --» No1 --> My

C’est donc la seule 7-orbite de représentations quasi-simples. On a donc qu’une seule

composante réguliére qui est de type N”A, dans ce cas.

En combinant tous les résultats obtenus dans cette section, on a le théoréme suivant.

Théoréme 6.6.6. Si le carquois (Q est de type Dynkin infini, alors le nombre de compo-

santes régulieres de Ivep+(q) est fini.
(a) SiQ est de type A, alors il n’y a pas de composantes réguliéres.

(b) Si Q est de type A avec aucun chemin infini & gauche, alors il y a deux com-
posantes régulieres. Le nombre de composantes de type N™A., est le nombre de

directions pour lesquelles il existe un chemin infini a droite dans le carquois.

(c) SiQ est de type AL avec lorientation linéaire, il y a une seule composante réguliére

de type ZA .

(d) Si Q est de type Do, alors il n’y a qu’une seule composante réguliére. Cette com-
posante est de type N"A lorsque Q) a un chemin infini a droite et de type ZA,

S1non.

6.7 Le nombre de composantes réguliéres

Le but de cette section est de déterminer des conditions nécessaires et suffisantes sur
@ pour que le nombre de composantes réguliéres du carquois d’Auslander-Reiten de
rept(Q) soit fini. On suppose donc que @ est infini, connexe, localement fini, fini par

intervalle et est tel que rep™ (@) a des suites presque scindées a droite. Comme les cas (b)
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et (¢) du théoréme 6.4.4 sont réglés : on connait déja toutes les composantes du carquois
d’Auslander-Reiten dans ces cas, on peut supposer que () ne contient pas de chemins

infinis a gauche.

De deux choses 'une : ou bien () n’a pas de chemins infinis & droite ou bien () admet au
moins un chemin infini a droite. Dans le premier cas, il est évident que toute composante
réguliére, si elle existe, doit étre de type ZA.. Dans le second cas, il peut arriver que
I'on ait & la fois des composantes de type ZA ., et N"A,. Nous montrons que si ) n’est
pas de type Dynkin infini et est comme dans le premier cas, alors il y a une infinité de
composantes réguliéres de type ZA,,. Ensuite, nous montrons que si () n’est pas de type
Dynkin infini et est comme dans le second cas, alors il y a une infinité de composantes

réguliéres de type NTA .

6.7.1 Quelques généralités

Nous commencons par démontrer qu’une représentation préprojective ou préinjective ne
peut avoir une auto-extension non nulle. Avant de ce faire, nous avons besoin de deux

lemmes.

Lemme 6.7.1. On a les deux résultats suivants.

(a) Soit X une représentation indécomposable préprojective. Alors X a seulement un

nombre fini de prédécesseurs non projectifs dans la composante préprojective.

(b) Soit X wune représentation indécomposable préinjective. Alors X a seulement un

nombre fini de successeurs dans la composante préinjective.

Démonstration. Nous montrons seulement le premier énoncé. La preuve du deuxiéme
énoncé est similaire. On utilise le résultat de la section 6.5 affirmant que la composante

préprojective est un sous-carquois plein, noté I'p, de NQ°P. Supposons, au contraire,
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que X a un nombre infini de prédécesseurs non projectifs. Cela signifie qu’il existe un
prédécesseur (n,b) de X, ou b € Qg et n > 1, tel que (n,b) a un nombre infini de
prédécesseurs de la forme (n,a;) avec a; € Qy et i un entier positif. Par conséquent, le
sommet (0,b) lui aussi admet un nombre infini de prédécesseurs, en 'occurence (0, a;),
pour ¢ > 1. Cela donne que la représentation correspondante, P, est de dimension infinie.
Par conséquent, par définition de I'p, les sommets (m,b) avec m > 1 ne sont pas dans

['p, une contradiction. [

Dans le résultat suivant, on considére les composantes préprojectives et préinjectives
comme des carquois non valués, en remplagant la valuation symétrique (a,a) de © — y

par a fleches de x vers y. Cela a pour but de simplifier les notations.

Proposition 6.7.2. On a les deux résultats suivants.

(a) Soit X indécomposable, préprojectif et f 1Y — X un non-isomorphisme non nul
avec Y € rept(Q) indécomposable. Alors f est donné par une combinaison linéaire
de chemins dans la composante préprojective. En particulier, Y est un prédécesseur

de X dans la composante préprojective.

(b) Soit X indécomposable, préinjectif et f : X — Y un non-isomorphisme non nul
avec Y € rept(Q) indécomposable. Alors f est donné par une combinaison linéaire
de chemins dans la composante préinjective. En particulier, Y est un successeur de

X dans la composante préinjective.

Démonstration. Nous montrons seulement le premier énoncé. Soit © € (Jg. On montre
d’abord, par récurrence, que Enda(77"P,) = k pour r > 0 tel que 77" P, est défini.
Lorsque r = 0, on a

Endy(P,) = e, Ae, = kie,) =k
puisque () ne contient pas de cycles orientés. Soit r > 1 tel que 77" P, est défini. Selon la
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proposition 6.3.7, on a

End,(77"P,) &£ End, (77" P,).

Comme 77"P, n’est pas projectif, on a que End,(77"P,) = Enda(77"F,). De méme,
puisque 77"+ P, n’est pas injectif et est dans rep~(Q), End (77" P,) = End4 (77" P,).
Par récurrence, Enda (77" P,) = k, ce qui donne que Enda(77"P,) = k. Ceci termine
la preuve de laffirmation. Si X = P, est projectif, alors Y, en tant que prédécesseur
indécomposable d’une représentation projective, doit aussi étre projectif et donc Y = P,
pour y € Q. En utilisant le fait que Hom 4 (P,, P,) admet ensemble des chemins de x vers
y comme base, on obtient que le morphisme f est donné par une combinaison linéaire de
chemins de @ allant de x vers y. Ce morphisme est donc obtenu par la combinaison linéaire
correspondante dans la section Q°P des représentations projectives de I'p. Supposons
maintenant que X n’est pas projectif. Soit n > 0 la longueur maximale d’un chemin dans
I'p commencant en une représentation non projective et se terminant en X. Un tel entier
maximal doit exister en vertu du lemme précédent. On montre le résultat par récurrence

sur n. Soit

OHTXH@ZZIEZ.LXHQ

une suite presque scindée se terminant en X et f = (fi, f2,..., f;) la décomposition
correspondante de f. Soit g : ¥ — X un non-isomorphisme non nul. On a que g se
factorise par ®F_, E;. Par conséquent, il existe un morphisme h = (hy, hy, ..., h,)T Y —

", E; qui donne cette factorisation. Si tous les h; non nuls sont des isomorphismes (et
donc un multiple scalaire du morphisme identité), on a que g = fihy + -+ + f.h, est
une combinaison linéaire des f;. La preuve est donc terminée dans ce cas. Supposons que
1 <j <resttel que h; : Y — E; est un non-isomorphisme non nul. Par récurrence, un

tel morphisme est donné par une combinaison linéaire de chemins dans I'p. O
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Proposition 6.7.3. Si X est indécomposable et préprojectif (préinjectif), alors on a
Ext (X, X) = 0.

Démonstration. La preuve du cas ou X est préinjectif est duale et nous 'omettons.
Supposons que Ext (X, X) # 0. Alors la formule d’Auslander-Reiten 6.3.5 donne un
élément non nul f dans Hom 4 (X, 7X). Notons que X n’est ni injectif ni projectif puisque
Ext (X, X) # 0. On a que f est un morphisme non nul de X vers 7X. Par conséquent,
X est un prédécesseur de 7.X dans la composante préprojective. Ceci contredit le lemme

6.5.3. O

Cette proposition affirme que si X est indécomposable avec une auto-extension non nulle,

alors X doit étre dans une composante réguliére de I'.ep+ ().

6.7.2 Le cas général

On montre que si le carquois () n’est pas de type Dynkin infini, alors I'.ep+ () @ un nombre

infini de composantes réguliéres. On commence I'analyse avec cette premiére proposition.

Proposition 6.7.4. Le nombre de composantes réguliéres du carquois d’Auslander-Reiten

de rep™(Q) est fini si et seulement si Q est de type Dynkin infini.

Démonstration. La suffisance est prouvée par le théoréme 6.6.6. Maintenant, si () n’est
pas de type Dynkin infini, alors il existe un sous-carquois de ) (pas nécessairement
plein) de type euclidien. Soit ¥ un tel sous-carquois. Pour chaque A € P!(k), il existe une
composante I'y de I'iep(xy de type ZA /7. Pour chaque tel A, soit M) la représentation
indécomposable quasi-simple de la composante I'y. Il est bien connu que toutes ces re-
présentations ont la méme dimension, disons d, et ont un méme support égal au carquois

en entier . De plus, pour A € P!(k), M, a une auto-extension non nulle dans rep(X) et
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donc une auto-extension non nulle dans rep(Q)). Selon le lemme 6.7.3, les représentations
M), doivent apparaitre dans des composantes réguliéres de I'yep+(g). Soit A € P!(k) et T’

la composante réguliére de I',ep+ (@) qui contient My. Soit
NT—)NT_1—>"'—>NQ—>N1

une chaine de morphismes irréductibles de longueur r > d qui contient M), avec N;
quasi-simple et telle que pour 1 < i <r — 2, TN; # N;, 2. Tous ces morphismes sont des

épimorphismes de sorte que si M), = N;, alors

Ainsi, 1 < 7 < d de sorte que M, se retrouve nécessairement dans les d premiéres 7-
orbites de I', ¢’est-a-dire les 7-orbites qui contiennent les représentations Ny, Na, ..., Ny.
Par conséquent, si le nombre de composantes réguliéres de I'.cp+ () est fini, alors, puisque
P!(k) est infini, il existe une T-orbite O qui contient une infinité de représentations de
la forme M,. Soit My, € O avec )y € P'(k). Rappelons que le support de M,, est
Y. En vertu du lemme 6.5.9, il existe une direction dans O dans laquelle toutes les
représentations ont un support différent de ¥. Cela montre que O contient au plus deux

représentations dont le support est Y, une contradiction. O

Maintenant, on considére le cas ou () contient au moins un chemin infini a droite.
Nous montrons que dans ce cas, si () n’est pas de type Dynkin infini, alors le carquois
d’Auslander-Reiten de rept(Q) contient une infinité de composantes réguliéres de type
N~A,. On obtient donc une description plus précise que celle de la proposition précé-
dente pour les composantes réguliéres. Avant de procéder a la preuve de cette proposition,
nous avons besoin d’un lemme. Soit ¥ un sous carquois (pas nécessairement plein) fini de
Q. Pour = € ¥, nous notons P, la représentation projective indécomposable associée a

x dans rep(X) et I, la représentation injective indécomposable associée a « dans rep(X).
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Notons que P, est une représentation indécomposable de rep™(Q) qui est un quotient de

P,. De méme, I, est indécomposable dans rep™(Q) et est une sous-représentation de I,,.
Maintenant, si > est un sous-carquois non plein de @), alors on dit qu’une représentation
M de rep(Q) est de support X si

(1) Pour z € Qo, M(x) # 0 si et seulement si z € X,

(2) Pour a € @1, M(«) # 0 implique que a € ¥;.

Pour une représentation X de rep™(Q) dont le support est inclu dans ¥ et qui n’est pas

projective dans rep(X), on note 75X la translation d’Auslander-Reiten de X dans rep(X).

Lemme 6.7.5. Soit M une représentation indécomposable de rep(X) qui est non projec-

tive dans rep(X). Alors pour x € Xy, on a dimy(7M(x)) > dimg (s M (2)).

Démonstration. Soit
OH@;Z].PyIiH®?:1PJI?ifHMHO

une présentation projective de M dans rep(X) ot les x; et les y; sont des sommets de X.
Rappelons que la coiffe d’une représentation N de @ est la représentation semi-simple
top(IV) telle que pour x € Qo, top(N)(z) = N(x)/ .., ., Im(N(a)). 1l est donc clair
que la coiffe de M dans rep(X) est la méme que la coiffe de M dans rep™(Q). On a donc

le diagramme suivant de rep™(Q)

0 K DL, Py ——=M—0

bk

0— @ b, — L Pl ——=M—=0

oit g = (gi)1<i<n est I'épimorphisme dans lequel, pour tout 7, g; : P, — P, est la
projection canonique et K est le noyau de v = fg. Le morphisme h est obtenu par

passage aux noyaux. Remarquons que K est projectif. Comme ce diagramme est une
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somme amalgamée et que g est un épimorphisme, on a que h est un épimorphisme. Ainsi,

on a
v (@n)or
=1

pour un certain module projectif P. Pour z,y € ¥, soit ¥(x,y) le nombre de chemins
de z vers y dans ¥ et Q(z,y) le nombre de chemins de z vers y dans Q). On note F(z,y)
le nombre de chemins de x vers y dans () qui ne sont pas des chemins de . On a
F(z,y) = Q(z,y) — X(z,y). Comme 75 M est le noyau de ’épimorphisme

P —-prn, —o

i=1 i=1
on a que pour r € X,

dimg(re M (x)) = Z Y(z, ;) — Z Y(z, ;).

i=1 =1

De méme, puisque 7M est le noyau de I’épimorphisme

o <é1i>@u(P)—>€nBIxi—>0,
i=1 i=1

on a que pour T € X,

dimy (7 M (z)) = Z Q(z, y;) + dimy (v(P)(z)) — Z Q(z, z;)
= Yo N(ey) + Y Flay) + dimy(v(P)(x))
— Z Yz, x;) — Z F(x,x;).

Soit V; le sous-espace vectoriel de @), I,,,(z) engendré par les éléments (v;)1<i<y, tels
que pour 1 <17 < n, v; : x ~ x; est un chemin qui n’est pas dans > ou est nul. On
a que @; | L,(x) =V, ® @, I, (z) en tant que k-espace vectoriels. Ensuite, on a
que (B2, 1,,) ® v(P)) (z) s’écrit comme @;_, I,(z) pour des sommets z; de Q. Soit
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W, le sous-espace vectoriel de @;_, I.,(x) engendré par les éléments (w;)1<;<, tels que
pour 1 <1 < 7, w; : x ~ 2z est un chemin qui n’est pas dans > ou est nul. On a
que @;_, L,(x) = W, ® @,_, I (r) en tant que k-espace vectoriels. Soit 1 < i < r
et p un chemin de = vers z; qui est un chemin de ¥. Supposons que ¢.(p) = u + v
avec 0 # u € Vy et v € @, I, (). Il existe un chemin ¢ : z — x;, 1 < j < n, qui

n’est pas dans X tel que ug # 0. On a vqg = 0 et ¢(p)g = uqg + vqg = ug # 0. Mais
pq = 0, ce qui donne 0 # ¢(p)g = ¢(pq) = ¢(0) = 0, une contradiction. Cela montre que

OB, I) C D, IL,. Ainsi,
%:Wx@@]; —)‘/;@@]g’ci
1=1 i=1
¢1

. 0 . . . .
s’écrit ¢, = ( do o ) Comme ¢, est un épimorphisme, ¢; est un épimorphisme et
2 @3

On a donc
Z F(z,y:) + dimg (v(P)(x)) > dimy(W,) > dim,(V,) = Z F(z, z;)

de sorte que 'on trouve

n

dimy (M (x)) > Z Y(x,y) — Z Yz, x;) = dimg (s M (x)).

i=1 i=1

]

Lemme 6.7.6. Soit X un carquois comme plus haut et M une représentation indécom-
posable de rep(X) non injective de support 3 et telle que le support de TglM est 3. Alors

il existe n > 1 tel que 7" M est de dimension infinie.

Démonstration. Supposons le contraire. Selon I'hypothése de I’énoncé et en vertu du dual

du lemme précédent, on a que le support de 7~ M contient ¥. Puisque () est connexe et
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contient un chemin infini a droite, il existe une marche X-acyclique infinie quasi-dirigée
W = wWiws - - . Supposons que la source de w; est notée ¢, pour ¢ > 1. Pour chaque entier n,
soit i, Pentier maximal tel que i,, € supp(7~"M ). Si supp(7~"M ) est disjoint de w ou nul,
on pose i, = 0. On a 7o = 1 et ¢; > 1. Nous montrons, par récurrence, que %, > %,_1 pour
n > 1. Si w; est 'inverse d’une fléche, le lemme 6.5.8 nous donne que 2 € supp(7—'M) de
sorte que 77 > 2. Si wy est une fleche et que i1 = 1, alors 2 € supp(r77~ M) = supp(M),
une contradiction. Donc, dans les deux cas, i; > 1g. Le reste de la récurrence se fait
exactement comme dans la preuve du lemme 6.5.9. Par conséquent, il existe un entier
minimal m tel que ,, est un sommet du chemin infini & droite de w. Comme w;  est une
flsche, on a que i,, +1 € supp(77~"X) = supp(7~ ™Y X), ce qui contredit la minimalité

de m. O

Proposition 6.7.7. Supposons que Q) contient au moins un chemin infini a droite. Alors
le nombre de composantes réguliéres de type N™A., du carquois d’Auslander-Reiten de

rept(Q) est fini si et seulement si Q est de type Dynkin infini.

Démonstration. La suffisance est prouvée par le théoréme 6.6.6. Maintenant, si () n’est
pas de type Dynkin infini, alors il existe un sous-carquois de ) (pas nécessairement
plein) de type euclidien. Soit ¥ un tel sous-carquois. Pour chaque A € P!(k), il existe une
composante I'y de I'iep(xy de type ZA /7. Pour chaque tel A, soit M) la représentation
indécomposable quasi-simple de la composante I'y. Il est bien connu que toutes ces re-
présentations ont la méme dimension, disons d, et ont un méme support égal au carquois
en entier Y. De plus, pour A € PY(k), 7 M) = 7'M, = M, de sorte que M, a une
auto-extension non nulle dans rep(X) et donc une auto-extension non nulle dans rep(Q).
Selon le lemme 6.7.3, les représentations M, doivent apparaitre dans des composantes
régulieres de I'ep+(q). Soit A € P!(k) et I la composante réguliére de I'yep+ () qui contient
M,. Soit

Nr—>N,«,1—>"'—>N2—>N1
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une chaine de morphismes irréductibles de longueur r > d qui contient M), avec N;
quasi-simple et telle que pour 1 < i <r — 2, TN; # N;, 5. Tous ces morphismes sont des

épimorphismes de sorte que si M, = N;, alors

Ainsi, 1 < ¢ < d de sorte que M), se retrouve nécessairement dans les d premiéres 7-
orbites de I', c’est-a-dire les 7-orbites qui contiennent les représentations Ny, Ns, ..., Ny.
Selon le lemme précédent, chaque M) contient une représentation de dimension infinie
dans sa T-orbite de sorte que les M) apparaissent dans des composantes de type N™A .
Par conséquent, si le nombre de composantes réguliéres de type N”A,, de I'iep+(g) est
fini, alors, puisque P!(k) est infini, il existe une 7-orbite O qui contient une infinité de
représentations de la forme M. Soient My, My, € O avec A\, Ay € P1(k), Ay # Ay et My,
un prédécesseur de M),. Selon la preuve du lemme précédent, les supports des représen-

tations 77" M,,, n > 1, sont tous différents. Ceci contredit le fait que supp(My,) = X. O

Voici un théoréme qui résume les résultats obtenus, en ce qui concerne le nombre de

composantes du carquois d’Auslander-Reiten.

Théoréme 6.7.8. Soit () un carquois infini, connexe, localement fini, fini par intervalle

et tel que rep™(Q)) a des suites presque scindées a droite. Alors

(a) Le nombre de composantes de I'yept(q) est fini si et seulement si Q est de type

Dynkin infins.

(b) Si Q n’est pas de type Dynkin infini et contient un chemin infini a droite, alors il

y a une infinité de composantes régulieres de type N~ A .
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CONCLUSION

Cette thése regroupe trois sujets tous reliés a la théorie des représentations des algébres.

A l'origine, le premier projet de la thése se voulait étre une étude des conjectures homo-
logiques pour les algébres stratifiées. Le but était de montrer que la dimension finitiste
d’une algébre stratifiée est finie et que le déterminant de Cartan est toujours positif, ce
qui prouve la conjecture du déterminant de Cartan dans ce cas. Cependant, les proprié-
tés homologiques des algébres stratifiées, bien que trés étoffées, ne semblaient pas étre
suffisantes pour en arriver & une preuve de ces affirmations. L’auteur a donc étudié une
classe d’algébres un peu plus restreinte, les algébres strictement stratifiées. Concernant

ces algebres, il reste encore deux problémes a résoudre, qui sont reliés a cette theése :

Conjecture 6.7.9. Si A est strictement stratifice et S est un A-module simple de di-

mension projective finie, alors Ext’(S,S) = 0.

Conjecture 6.7.10. Si A est strictement stratifiée, alors la dimension finitiste projective

de A est finie.

Pour ce qui est du troisiéme projet de cette theése, c’est-a-dire I’étude de la théorie
d’Auslander-Reiten pour les représentations de carquois infinis, plusieurs thémes restent

encore a explorer.
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D’abord, de vérifier que les composantes préprojective et préinjective du carquois d’Aus-
lander-Reiten de la catégorie rep™(Q) sont toujours standard. Une composante I' est
dite standard si la catégorie additive engendrée par les objets de I' est équivalente a
la catégorie donnée par le carquois I' et les relations de mailles. De méme, si () est de
type Dynkin infini, les composantes réguliéres devraient toutes étre standard. Cela fait

d’ailleurs partie d’un projet en cours.

Ensuite, on a montré dans cette thése que si le carquois () satisfait a une certaine condition
sur ses marches acycliques infinies, alors toutes les composantes réguliéres sont de type
N~A,. En regardant la preuve de cette affirmation, on constate que I’on aurait pu élargir
la classe des carquois qui admettent cette propriété sur les composantes réguliéres. Il serait
intéressant d’obtenir une classe de carquois Q telle que toutes les composantes réguliéres

de I'iep+ (@) sont de type N™A, si et seulement si ) € Q. On lance la conjecture suivante.

Conjecture 6.7.11. Supposons que Q) satisfait a ['une des conditions du théoréme 6.4.4.
Le carquois d’Auslander-Reiten de rep™ (Q) admet uniquement des composantes réguliéres

de type N~ A si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(a) Q contient au moins un chemin infini & droite,

(b) Il n'existe pas de sous-carquois pleins Q' et Q" de Q tels que Q = Q" UQ", Q' NQ"

contient un seul sommet de Q et Q" est de type A, sans chemins infinis a droite.

Si le carquois @ n’admet pas de cycles, il semble que la catégorie rep(Q) soit plus facile &
étudier. Dans ce cas, la conjecture 6.7.11 semble plus facile & montrer. De plus, il semble
possible de montrer que si X € rep (@) admet un chemin infini a4 gauche dans son
support, alors il n’existe pas de suite presque scindée se terminant en X dans rep(Q).

Cela pourra faire I'objet d’un futur projet.
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