MAT 731: Groupes et représentations des groupes

3. Algebres de groupes

Partout dans ce cours, on se fixe k£ un corps algébriquement clos et G un groupe fini avec
identité 1. Soit kG = {>,cq Agg | Ag € k} le k-espace vectoriel ayant pour base G. Alors
kG est une k-algebre de dimension |G| pour la multiplication suivante:

DA (O” mmh) = > Aguglgh).

geG heG g,heG

Evidemment kG est commutative si et seulement si G est commutative.

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. Remarquons que Aut (V') est un groupe.
Or V est un kG-module a gauche si, et seulement si, il existe un homomorphisme de groupes
¢ G — Aut(V). Dans ce cas, pour tout g € G,z € V, on a que g-x = ¢(g)(x) et
(Do Ag) -z =D N(g-2).
geG geG
En particulier £ est un kG-module pour la multiplication gA = A, pour tous g € G, A € k

(c’est-a~dire, induite de ’homomorphisme trivial G — Autg(k) : g — 1;). On appelle k le

kG-module trivial. Ceci est évidemment simple car il est de dimension 1.

Remarque. Un homomorphisme de groupes finis ¢ : G — H induit un homomorphisme
d’algebres
P kG —kH > Agr— Y Ao(g).

geG geG

En outre, kH a une kG-module structure induite de ® de sorte que ® soit kG-linéaire.

3.0. Lemme. Posons A(G) = {X,cc g | XyeaAg = 0}. Alors A(G) est un idéal
bilatere de kG tel que kG/A(G) = k en tant que k-algebre ainsi que kG-module.

Démonstration. L’homomorphisme trivial de groupes G — {1} : g — 1 induit un
épimorphisme d’algebres

<I):/~cG—>/~c:Z)\ggv—> Z)\g.

geG geG
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On a ker® = A(G). Donc A(G) un idéal bilatere de kG et kG/A(G) = k en tant que
k-algebre. En outre, kG/A(G) = (kG)1, ou 1 = 1+ A(G), en tant que kG-module. Et pour

tout g€ G,onagl=g-1=1+(g—1)=1car g—1¢€ A(G). Ainsi kG/A(G) = k.

3.1. Théoreme de Mackey. L’algebre kG est semisimple si et seulement si la car-
actéristique de k ne divise pas 'ordre de G.

Démonstration. D’abord supposons que car(k) = p > 0 et p||G|. Supposons que kG
serait semisimple. Soit {eq, e, ..., e,} un ensemble orthogonal complet d’idempotents primi-
tifs de kG. Alors (kG)ey, (kG)ea, ..., (kG)e, sont les kG-modules simples a isomorphisme
pres et

rokG = (kG)ey @ (EG)ex @ - - - @ (kG)e,

On peut supposer que (kG)e; = k. On prétend que (kG)e; 2 k, pour tout 1 < i < n.
Supposons que (kG)ey serait aussi trivial. Posons e; = Y cqAgg et ea = X e pgg9. Or
e1 = e161 = Y gea Ag(9€1) = Xgec Ag1 = (Lgea Ag)er. De méme ey = (X e f1g)e2. En outre
0 = eze1 = (X yeq Hg)er entraine que 3, ftg = 0, et donc ey = 0, une contradiction. Donc
k apparait une seule fois dans {(kG)ey, (kG)es, ..., (kG)e,}, les facteurs de composition de

la suite de composition
0C (kG)ey C (kG)ey @ (kG)ex C -+ C (kG)ey @ (kG)es @ - -+ @ (kG)e, = kG.

Ainsi k apparait une seule fois dans les facteurs de composition de toute suite de composition
de kG. D’apres le lemme 3.0, A(G) est un sous-module de kG tel que kG/A(G) = k. Posons
0 = Y ,ecg- Remarquons o € A(G) car p||G|. Evidemment ¢ - 0 = 0. Donc ko est un

sous-module de kG et ko = k. Comme kG/A(G) = k, la suite
0C ko CA(G) C kG

peut étre raffinée en une suite de composition de kG dont les facteurs de composition
comptent au moins deux fois le module trivial k. Cette contradiction implique que kG
n’est pas semisimple.

Supposons maintenant que la caractéristique de k ne divise pas |G|. Alors |G| est in-

versible dans k. Soit U un kG-module a gauche de dimension finie. On montrera que tout



sous-module V de U est un facteur direct de U. D’abord V est un facteur direct de U en
tant que k-espace vectoriel. Donc il existe un idempotent 7 € Endg(U) tel que n(U) = V.

Posons

€= > gmg~' € Endy(U).
‘G‘ gEG

Ici on consideére g € Auty(U). En particulier, g~ }(U) = U et g(V) = V car V est un sous
kG-module de U. Or
>_gmy > gm > o9V Sv=V.
‘G’ geG |G‘ geG ‘G‘ geG ’G‘ geG
En plus, pour tout z € V, on a g~!(z) € V, et donc
e(z) grg (x) 99~ T =
AR LA TR Y
Par conséquent 2 = ¢. Enfin, pour tout h € G,y € U, on a
e(hy) = ngﬂg (hy) = GZhh Yg)gm(h™g) " (y) —hgzgwgl y) = h(=(y)).
| | geG ‘ ’ gEG ’ | geG

Ainsi € € Endy(U). Par conséquent, V' est un facteur direct de U en tant que kG-module.

Donc U est semisimple. Par conséquent, kG est une algebre semisimple. La preuve s’acheve.

On étudiera le nombre de kG-modules simples. On sait que kG et kG /rad(kG) ont méme

nombre de modules simples. Comme k est algébriquement clos,
kG /rad(kG) = M,, (k) @ --- & M, (k),

ou M, (k) est I'algebre des matrices de type n X n sur k. Dans ce cas, on voit que 7 est le

nombre de kG-modules simples.

3.2. Proposition. Si kG est semisimple, alors le nombre de kG-modules simples est
égal au nombre de classes de conjugué de G.

Démonstration. Supposons que kG est semisimple. Posons kG = A; & --- @& A,, ou
A; <kG et A; = M, (k). Alors r est le nombre de kG-modules simples. Or le centre de kG
est

Z(kG) = Z(A) & - & Z(A,).
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Remarquons que Z(A;) se compose des matrices scalaires, et donc dim;Z(A4;) = 1. Par
conséquent, dimyZ(kG) = r, le nombre de kG-modules simples. Il suffit de montrer que r
est le nombre de classes de conjugué de G.

Soient C1,Cy, ..., C; les classes de conjugué de G. Posons v; = > e, 9,0 = 1,...,5. On
voit aisément que 7q,...,7s € kG sont linéairement indépendants sur k. Pour tout g € G,
comme gC;g~' = Cj, on a gvy;g~' = v, clest-a-dire, v; € Z(kG), i = 1,...,s. D’autre part,
supposons que a = Y ,cc Agg € Z(kG). On se fixe h € G. Alors

Y Xg=a=hah " =>" N(hgh™") = Nygn-19.
geG g€G geG
D'ou, Ay = Apgp-1, pour tous g € G. Donc A,y est constant sur chaque classe C;, disons,
Ay = i, pour tout g € Cj. Ceci donne
GZZM:ZZ%QZZM ZQZZ)\M-
9eG i=1 geC; i=1  geC; i=1

Ainsi vy, ..., 7s est une base de Z(G). Donc s =dim; Z(kG) = r. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Si G est commutatif dont 'ordre n’est pas divisible par la caractéristique de

k, alors kG admet exactement |G| modules simples a isomorphisme pres.

On étudiera le cas général. Soit A une k-algebre de dimension finie. Pour tous a,b € A,
posons [a, b] = ab—ba. Alors [a, b] = 0 si et seulement si ab = ba. On voit aisément que [—, —]
est bilinéaire. Posons [A, A] le sous k-espace de A engendré par les éléments [a, b], a,b € A.
Alors A est commutatif si et seulement si [A,A] =0. Si A=A & ---® A, ou A; est un
idéal bilatere de A, alors [A, A] = [A1, A1) @ -+ & [A,, 4,], car [4;, A;] = 0 lorsque i # j.

Soit X = (ai;) € M,(k). Alors la trace de X est tr(X) = >, a;. Rappelons que
tr(AX + pY) = Atr(X) + ptr(Y) et tr(XY) = tr(YX). En particulier, tr(Y XY ™!) = tr(X)
si Y est inversible. Comme k est algébriquement clos, X est semblable a une matrice de
Jordan. Ainsi tr(X) = A +---+ A, ol Ay, ..., A, sont les valeurs propres de X en comptant

les multiplicités algébriques.

3.3. Lemme. Soit M, (k) 'algebre des matrices de type n X n sur k.
(1) [My(k), My (k)] = {X € M, (k) | tx(X) = 0}.
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(2) dimy My (k) /(M (), M (K)] = 1.

(3) Si car(k) = p > 0, alors X € [M,(k), M, (k)] si et seulement si X?' € [M,(k), M, (k)]
pour un ¢ > 0.

Démonstration. On peut supposer que n > 1. Posons V = {X € M, (k) | tr(X) = 0},
qui est évidemment un sous-espace de M, (k). Soit E;; € M,(k) la matrice dont le terme
en position (7,7) est 1 et les autres sont tous nuls. On sait que {E;; | 1 < 4,5 < n} est
une k-base de M, (k). Remarquons que {E;;, Ess — Ev1 | @ # j,s > 1} est une famille libre
contenue dans V. D’autre part, si X = (a;;) € V, alors .7 ; a;; = 0. Or

X = Z aijBij = Z aij B + z”: a;;i By — (zn: aii) B = Z a;; By + z”: aii( By — Bu).

irj i i=1 i=1 i =2
Ainsi {E;j, Ess — E11 | i # j,s > 1} est une k-base de V. Ainsi dim;V = n? — 1.

On montrera que [M,(k), M, (k)] = V. D’abord, pour toutes X,Y € M, (k), tr[X,Y] =
tr( XY -YX) =tr(XY)—tr(YX) = 0. Donc [M,(k), M, (k)] C V. D’autre part, Fg,—Ey; =
EqE\s — E\sEs = [Es, Evs), et pour i # j, on a E;; = E;Ey; — E;Eq = [Eq, Eyjl. Ainsi
V C [Mn(k), M, (k)], et donc [M,(k), M, (k)] = V. En particulier, dimy[M,(k), M, (k)] =
n? — 1 = dimp M, (k) — 1, et donc (2) est valide.

Enfin supposons que car(k) = p > 0. On prétend que (tr(X))? = tr(X?), pour tout
X € M, (k). En effet, soit J une forme de Jordan de X, qui est triangulaire supérieure dont
les termes diagonaux sont Ay, ..., \,. Donc X? est semblable a J? dont les termes diagonaux

sont AY, ..., A2, Ainsi
tr(XP) = M 4+ A = (A 4+ AP = (r(X))P,

d’ot tr(X?") = tr(X)?, pour tout i > 0. Maintenant X € [M,(k), M, (k)] si et seulement
si tr(X) = 0 si et seulement si (tr(X))”" = 0 pour un i > 0 si et seulement si tr(X?") = 0,
pour un i > 0 si et seulement si X?' e [M,(k), M,(k)] pour un i > 0. Ceci acheve la

démonstration.

3.4. Lemme. Soit car(k) = p > 0. Posons T' = [kG, kG].
(1) Pour tout a,b € kG, (a+b)? =a? +b” (mod T).
(2) Sia €T, alorsa? € T.



Démonstration. (1) Soient a,b € kG. On a
272
(@40 =aP + 07 + > (ainain- - Gip + iz -+ Qipiy + - + Qipyy -+~ A1),
i=1
ou a;; € {a,b}. Or pour tout 1 < j < p,
Wij *** QipQiy Qi j1 = AinQaz ~** Qi + [@ij+ Qip, @iy @ j1] = apdig - agp (mod T).
Ainsi

Q1o+ Qi+ Qg+ +  QipQi1 + + =+ + Qi1 -+ Qi p—1 = PAino -+ - azp) =0 (mod T).

Dou (a+b) =aP + b (mod T).
(2) Soient a,b € kG.

la,b]P = (ab —ba)? = (ab)? — (ba)? = a(ba---ab) — (ba---ab)a = [a,ba---ab] =0 (mod T).
D’ou [a,b]? € T. En outre, pour tout a = 37, A;la;, b;] € T, on a
= (" Mas b = 3 Nl P =0 (amod ),
i=1 i=1
c’est-a-dire, a? € T. Ceci acheve la démonstration.
3.5. Lemme. Soit car(k) =p > 0. Alors
kG, kG] + rad(kG) = {a € kG | a” € [kG, kG] pour certain i > 0}.

Démonstration. Posons T' = [kG,kG], Sy = {a € kG | a*" € T pour certain i > 0}, et
S =T +rad(kG). Sia,b € Sy, d’apres le lemme 3.4(2), il existe ¢ > 0 tel que a?' b eT. 1
s'en suit du lemme 3.4(1) que (a+b)P" = a? + W' +t, t € T, c’est-a-dire a+b € Sy. Donc Sy
est fermé pour 'addition. Or T' C Sy et rad(kG) C T car radkG est nilpotent. Ceci donne
S =T +rad(kG) C Sp. D’autre part, posons A = kG et A = A/rad(A). Alors

A=A6---8 A,

ot A; < A est une algébre de matrices carrées sur k. Posons T = {t |t € T}, ou t =

t + rad(kG). Alors T = [A, A]. Soit a € Sy. Alors il existe un i > 0 tel que @' = a?' €
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T = [A A]l. Posons @ = a1 + -+ x,, ; € A;. Comme zyx; = 0 pour s # t, on a
C_lpi = xlpi +"‘—|—.§U7~pi € T = [Al,Al] D---D [AT,AT]. Donc xjpi S [Aj,Aj], ] = 1,...,7’.

D’apres le lemme 3.3(3), x; € [A;, 4], pour tout 1 < j < r. Ainsi a € [A, A] = [A, A],

c’est-a-dire a € [A, A] +rad(A) = S. Donc Sy C S. Ceci acheve la démonstration.

3.6. Lemme. Soit 7' = [kG,kG]. Si 1,...,2; € G sont deux & deux non conjugués,
alors 1 + T, ..., 2, + T sont k-linéairement indépendants dans kG/T.

Démonstration. Pour tout 1 < ¢ < t, posons ¢; : kG — k la forme linéaire sur kG
satisfaisante ¢(g) = 1 si g est conjugué a x; et ¢;(g) = 0 sinon. En particulier ¢; est constante

sur chaque classe de conjugué de G. Or pour tous g, h € G,

¢i(lg, h]) = di(gh — hg) = ¢i(g(hg)g~" — hg) = ¢i(g9(hg)g~") — ¢i(hg) = 0.

Par conséquent ¢;(T) = 0. Si X'_; Aj(z; + T) = 0, c’est-a-dire, 3_; \jz; € T, alors pour

tout 1 <7 <t,onal0=¢;(X5_, \jz;) = X5, Ajdi(z;) = Ai. Ceci acheve la démonstration.

3.7. Théoréme. Le nombre de kG-modules simples (a isomorphisme pres) est égal
au nombre de classes de conjugué de GG des éléments dont 'ordre est non divisible par la
caractéristique de k.

Démonstration. D’apres la proposition 3.2 et le théoreme 3.1, on peut supposer que

car(k) =p > 0 et p| |G|. Soit
kG /rad(kG) = A1 @ --- @ A, A; < (kG /rad(kG)), A; = M, (k).
Posons T' = [kG, kG| et S =T + rad(kG). Alors
S/rad(kG) = [kG /rad(kG), kG /rad(kG)] = [A1, A1) © - -- ® [A,, A,].
En tant que k-espace vectoriel
kG, kG/rad(kG) Al @--- DA, oA A,

S~ SdkG)  ALAle - e AL Al ALl UYL AT

D’apres le lemme 3.3.(2), dimgA;/[A4;, A;] = 1. Donc dimykG/S = r, le nombre de kG-

modules simples.



Soient Cf,...,C} les classes de conjugué de G. Pour chaque 1 < ¢ < t, choisissons un
x; € C;. Supposons que s avec 1 < s < t est tel que p fo(z;) si et seulement si 1 <i <s. Il
suffit de montrer que z; + S, ...,z + S forment une k-base de kG/S.

Soit g € G. Posons o(g) = p'q avec i > 0 et p fq. Donc p'm + gn = 1 avec m,n € Z.
Ainsi g = ¢”™g™. Posons u = ¢ et & = ¢"™. Alors g = ur = xu, et p /o(x) car
29 = 1. De plus, comme u” = 1, on a g* = z*'. D’aprés le lemme 3.4(1), (g — 2)” € T.
D’apres le lemme 3.5, g — 2 € S, c'est-a-dire, g+ 5 =2+ 5. Orxz ~ xjavec 1 < j <s
car p fo(z), disons x; = hah™. Alors ; —x = hah™ —x = [h,zh™'] € T C S. Donc
g+S=x+S5=ux;+95 Doun, x;+5,...,2s + S engendrent kG/S. Ensuite, supposons
que \jxy + -+ Az € S, A\ € k. D’apres le lemme 3.5, (A\jzq + -+ + )\st)pi € T pour un
i > 0. D’apres le lemme 3.4(1),

A b W = (Mg + o+ Az)P = 0(modT).

Ve 7/ i \ . /7
On prétend que 2} , ..., %" sont deux & deux non conjugués. En effet, posons |G| = pic avec

d>1etp fc Alors ap’ + be =1 avec a,b € Z. Or pour tout 1 < j < s, comme p [ o(z;),

ap’~+be

pi
j .

%)% D’ou I'énoncé. D’apres le lemme

on a o(x;) | ¢, et donc 2§ = 1. Donc r; =« = (z
3.6, )ﬁ”i = :)\{f = 0. Donc \; = --- = A, = 0. Ceci montrer que x1+S,...,x,+ .S sont

linéairement indépendants dans kG/S. La preuve s’acheve.

3.8. Corollaire. Soit car(k) = p > 0. Si G est un p-groupe, alors le kG-module trivial
est le seul kG-module simple.
Démonstration. Supposons que |G| = p™ avec n > 0. Alors 1 est le seul élément de G

dont I'ordre n’est pas divisible par p. La preuve s’acheve.

Exemple. Supposons que G est cyclique d’ordre n. Prenons r le plus grand diviseur de
n tel que car(k) fr. Alors G admet exactement r éléments dont I'ordre n’est pas divisible
par p. En effet, c’est trivial si car(k) = 0. Supposons maintenant que car(k) = p > 0. Alors

n = p°r avec s > 0. Soit G =< g >. Pour tout 1 <m <n, on a

o(g™) = olg) _ _pr
(o(g),m) — (p*r,m)
Donc p fo(g™) si et seulement si p*|m si seulement si m = p°j, j = 1,2,...,r. Donc kG

admet exactement r modules simples a isomorphisme pres. On trouvera ces modules simples.



! sont co-premiers

Le polynome z" — 1 n’a pas de racines multiples car 2" — 1 et rz"~
entre eux sur k. Par conséquent, £ admet exactement r racines distinctes de 1'unité, disons
A,y A Pour 1 <4 < 1) posons V; = k et définissons ¢™ - . = A", pour tout p € k et
1 <m < n. Comme A\ =1, on voit que V; devient un £G-module, qui est évidemmment

simple. Supposons que V; = V. Alors il existe un kG-isomorphisme ¢ : V; — V. Or

Ai¢(1) = o(Ai) = d(g - 1) = g- o(1) = X;6(1).

D'ou A, = Aj, et donc 7 = j. Par conséquent, V;,...,V, sont les kG-modules simples a

isomorphisme pres.

Soit H un sous-groupe de G. Alors kH est une sous-algebre de kG. Soit U un kG-
module. En réstreignant la multiplication scalaire a kH, le k-espace vectoriel U devient un

kH-module, noté Ug. On voit aisément que si U =V @& W, alors Uy = Vg & Wy.

3.9. Théoréme de Clifford. Soit N un sous-groupe normal de G. Si U est un kG-
module semisimple, alors Uy est également semisimple.

Démonstration. D’abord, on considere le cas ou U est kG-simple. Soit W un sous-
module de Sy. Pour tout g € G, on prédent que gW est un sousmodule de Uy, qui est
simple lorsque W 1'est. En effet, pour tout h € N, on a h(gW) = g(g~thg)W C gW car
g 'hg € N. Donc gW est un sousmodule de Uy. En outre supposons que W est kN-simple.
Si V est un kN-sousmodule non nul de g\, alors ¢~V est un kN-sousmodule non nul de
g1 (gW)=W. Donc g~'V =W, dou V = gW. Ainsi gW est aussi kN-simple. Ceci mon-
tre I’énoncé. Or Sy, étant de dimension finie, admet un sousmodule simple T'. Il est évident
que >y g1 est un kG-sousmodule non nul de U. Donc U = 3 e gT. D’ou Uy = 3 e 9T
avec ¢g1' étant kN-simple. Donc Uy est semisimple.

En générale, soit U = S1®--- S, avec S; simples. Alors Uy = (S1)y P+ - (S,)n est une

somme directe de modules semisimples, et donc semisimples. Ceci acheve la démonstration.

4. Modules indécomposables

Soit A une k-algebre de dimension finie. On ne considere que les A-module de dimension

finie. On dit que A est locale si A/radA = k.



4.1. Proposition. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) A est locale.

2) Les seuls idempotent de A sont 0 et 1.

5) Les éléments non inversibles de A forment un idéal bilatere de A.

1
)
)
3) Tout élément de A soit inversible soit nilpotent.
)
)
6) radA est le plus grand idéal a gauche propre de A.
)

(
(
(
(4) rad A est formé par les éléments non inversibles de A.
(
(
(

7) rad A est le plus grand idéal a droite propre de A.

Un A-module non nul est dit indécomposable si M = M; & M, entraine que M; = 0 ou

MQIO.

4.2. Théoreme. Un A-module non nul M est indécomposable si et seulement si

End4(U) est locale.
4.3. Théoreme. Tout A-module M non nul se décompose

avec les M; indécomposables. Cette décomposition est unique a isomorphisme et ordre des

facteurs pres.

Soit A € k. La matrice carrée d’ordre r

10 0 0
0 A1 0 0
Jr(A) =
000 - A1
000 - 0 A

s’appelle un bloc de Jordan. On sait que J,.(\) ~ Js(p) si et seulement si r = s et A = p.

Soient V' un k-espace vectoriel non nul et 7' € Endg (V). On dit qu'un sous-espace U de
V' est stable pour T si T(U) C U. On dit que V est T-indécomposable si V = Vi & V, avec

V; stable pour T' entraine que Vi = 0 ou V5 = 0. On sait que V est T-indécomposable si
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et seulement s’il existe une base de V' dans laquelle la matrice de 7" est un bloc de Jordan

d’ordre dim,V.

4.4. Lemme. Soit car(k) = p > 0 et soit n = p®q avec a > 0. Alors
(1) Pour tout 1 < m < p®, p| (:L)
(2) Pour tout 1 <r < p?, (J(A\)" = A\"I,.

Démonstration. (1) Pour tout # € IR, dénotons par [z]| la partie entiere de z. Alors

[z +y] > [z] + [ ] L'exposant de p dans n! est e = 3322, [71] et celui-ci dans m!(n —m)! est
( ) Or [] + [**] < [}], pour tout i > 1. Ainsi e > e;. En outre si
1 <m<pY alors[ ]:Oet [*5"*] < g car m > 0. Mais [5] = ¢. Donc e > ¢;. D’oui p| (;)

(2) On a que J,.(A\) = A, + M avec M" = 0. Or

(J, ()" = (AL, + M)" = NI, +Z< )A” I = A", +Zl< ))\” M= AT,

=1

On dit qu'un module M est unisériel si sa suite de radicaux
M D rad(M) D rad*(M) D -+ Drad”" (M) Drad (M) =0

est une suite de composition. Dans ce cas, la suite ci-dessus est la seule suite de composition

de M et la longuer de composition de M est égal a longuer du radical de M.

4.5. Théoréme. Supposons que G est cyclique d’ordre n. Alors tous kG-modules sim-
ples sont de dimension 1. En outre kG admet exactement n modules indécomposables (a
isomorphisme pres) qui sont tous unisériels ayant un seul facteur de composition a isomor-
phisme pres.

Démonstration. On a déja vu que tous kG-modules simples sont de dimension 1.
Si car(k) / n, alors kG est semisimple. Donc les kG-modules indécomposables sont tous
simples, et kG admet exactement n modules simples a isomorphismes pres.

Supposons maintenant que car(k) = p > 0 et p | n. Supposons que G =< g >. Soit
V un kG-module. Posons T': V — V : z — gx € Autg(V). Alors un k-sousespace U de
V est un kG-sousmodule si et seulement si U est stable pour 7. Par conséquent, V' est
indécomposable si et seulement si V' est T-indécomposable si et seulement s’il existe une

base de V' dans laquelle la matrice de T" est un bloc de Jordan d’ordre dim,V'.
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Ecrivons n = pq avec a > 0 et pfq. Comme p fq,onaz?—1=(zx—A)---(z—A,), ol
les \; € k sont deux a deux distincts tels que A = 1. Pour 1 <i < get 1 <7 <p? posons
Vie= k" et T : kK" — k" : X — J.(\)X. Alors la matrice de T dans la base canonique
est J.(N\;). Ainsi Vj, est T-indécomposable. D’apres le lemme 4.4, on a (J,(\))" = A, =
I.. Do, T" = 1y. Par conséquent, G — Auty (Vi) : ¢° — T% est un homomorphisme
de groupes. Donc V;,. est un kG-module. Comme V;,. est T-indécomposable, V;, est kG-
indécomposable. Supposons que Vj, Zo Vjs. Alors s = r. Soit ¢ : V;, — Vj, est un
isomorphisme de kG-modules. Alors il existe une matrice inversible P telle que ¢(X) = PX,
pour tout X € V;,. Donc J,.(\;)PX = gop(X) = ¢(gX) = PJ,(\)X, pour tout X € k.
Ceci implique J,(\j)P = PJ.(\;), c’est-a-dire, J.(\;) ~ J.(N\;). Donc A\; = \;, et ainsi i = j.
Par conséquent, les Vj, avec 1 < i < get 1 <r < p® sont n kG-modules indécomposables
deux a deux non isomorphes.

De plus, on a vu que les kG-modules simples sont V;;,7 = 1,...,¢. On se fixe 7,7 avec
1<i<qget2<r<p® Alors V; admet une base {vy,vs,..., v, 1,0, } telle que gv; = Ny
et gv; = vj_1 + \vj, pour tout 2 < j < r. Donc (g — 1)V =k < vy,...,0,1 > et
(g —\1)V =V, pour tout j # 4. Comme g? —1= (g —M1)---(g—N1)---(g—Ag1), on
voit que (g2 — 1)V =k < wvy,...,v,_1 > est un sous-module de V. de codimension 1. Ainsi
rad(V;,) C (g9 —1)V. Comme (g7 — 1)?" = g" —1 =0, on a ¢? — 1 €rad(kG), puisque kG
est commutative. Donc (¢¢ — 1)V C rad(V;,), et donc rad(V;,) = (¢¢9 — 1)V = V;,_4. De
méme, on peut montrer que rad®*(V;,) =k < wvy,...,v,_s >= V; ., pour tout 1 < s <7 et
rad”(V;,.) = 0. Ainsi

Vi Drad(Vi,) D -+ Drad” (Vi) D0

est une suite de composition de Vj,. Remarquons k < vy,...,v; > [k <wy,...,vj_1 >=V,;,
pour tout 2 < j < 7. Ceci montre que V;; est le seule fateur de composition de V;, a
isomorphisme pres.

Enfin, soit V' un kG-module indécomposable de dimension r. Soit T : V — V : x — gx.
Alors V' est T-indécomposable. Donc il existe une base {vy,...,v,.} de V dans laquelle la
matrice de T" est J.(A), ou A est la valeur propre de 7. Remarquons 7" = 1 car ¢" = 1.

Ainsi (\9)P" = A" = 1. D’out (A\? — 1)?" =0, et donc A = \; pour un 1 < i < ¢q. Supposons
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que A = A;. On montrera que r < p®. En effet
T 1= (T —MI)(T = X1)--- (T = N\, 1) = (T — A1),
ou S = (T —M1)--- (T — A1) est inversible. Comme ST =TS, on a
0=T"—1=(T?"— 1" = (T — M) 57",

D’ou (T — AM)P* = 0 car S est inversible. Remarquons que T'(v;) = v;_1 + Av;, pour tout
2 <i <r. Donc (T — A)v; = v;_1, pour tout 2 < ¢ < r. Dou (T — M) (v,) = vy # 0.
Donc (T — A1)""! # 0. Comme (T — M)?" = 0, on a r — 1 < p?%, cest-a-dire, r < p2.
Donc V' 2 Vj,.. Ceci montre que les V;, avec 1 < i < qget 1 <r < p® sont les kG-modules

indécomposables a isomorphisme pres. Ceci acheve la démonstration.

4.6. Théoréeme. Soit car(k) = p > 0. Supposons que G = G; x Gy avec Gy, G
cyclques d’ordre p. Alors il existe une infinité de classes d’isomorphisme de kG-modules
indécomposables.

Démonstration. On se fixe un n > 1. Soit V,, un k-espace vectoriel ayant pour base
{uy, ..., up;v1,..., 0} Soient T € Endg(V,) tel que T'(u;) = v; et T(v;) = 0, pour tout
1 <i<n;et S e Endgy(V,) tel que S(u;) = v;11, pour tout 1 <i <n et S(u,) = S(v;) =0,
pour tout 1 < j <n. Alors S2=T?>=ST =TS =0. Dou (1+T)? = (14 S)? = 1.

Posons G; =< ¢; >, i = 1,2. Alors V,, devient un kG-module si 'on définit g, - v =
(1+T)(v), et g2-v = (14 .5)(v), pour tout v € V,,. On montrera que V;, est indécomposable.

En effet, dans la base donnée, les matrices de 1+ T et de 14 S sont respectivement

I, O I, 0
X = et Y =

I, I, Jn(0) I,

Remarquons que Endys(V;,) est isomorphe a l'algebre £ des matrices carrées d’ordre 2n

qui commutent avec X et Y. On montrera que £ est locale. Soit

A B
7 = € My, (k)
C D
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avec A, B,C, D € M,(k). Alors Z € £ si et seulement si A =D, B =0 et AJ,(0) = J,(0)A.
Or AJ,(0) = J,(0)A si et seulement si A est de la forme

A 0 o - 0 0
A2 A o -~ 0 0
A3 A2 A1 0 0
(%)
/\n—l )\n—Q /\n—3 e >\1 0
Av Anc1 Az o A2 A
Posons
A0
N ={ | A est de la forme (x) dont la diagonale est nulle}.
c A

Alors N est un idéal bilatere nilpotent de € et £/N = k. Ainsi N = rad(€), et donc & est

locale. Ceci achéve la démonstration.

5. Modules projectifs

Soit A une k-algebre de dimension finie. Un A-module L est libresi L= A@---® A; et
projectif si L est isomorphe a un facteur direct d’'un module libre. Pososn 4A =P, ®---& P,
avec P; indécomposable. On peut supposer que P, ..., P, sont deux a deux non-isomorphes
tels que A = @_, P". Alors Py,..., P, sont les A-modules projectifs indécomposables (a
isomorphisme pres) et P /radPy, ..., P./radP, avec 1 < r < n sont les A-modules simples
non-isomorphes (& isomorphisme pres). En outre dimy(P;/radP;) = n;, ¢ = 1,...,r. Re-
marquons que le nombre de kG-modules projectifs indécomposables a isomorphisme pres est

egal au nombre de classes de conjugué des éléments d’ordre non divisible par p.

5.1. Lemme. Soient car(k) = p > 0 et G un p-groupe. Alors ;¢kG est indécomposable.
En conséquence, kG est le seul kG-module indécomposable projectif, et donc tout kG-module
projectif est libre.

Démonstration. D’apres le corollaire 3.8, le module trivial & est le seul £G-module

simple, et donc le seul kG /radkG-module simple. Ainsi kG /radkG = My(k) avec d > 1.
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Comme le My(k)-module simple est de dimension d, on a d = 1. Donc kG/radkG = k. Donc
radkG est le plus grand sous-module propre de yokG. Ainsi pgk est indécomposable. Ceci

acheve la démonstartion.

5.2. Théoreme. Soit H un sous-groupe de G. Si P est un kG-module projectif, alors
Py est un kH-module projectif.

Démonstration. D’abord on montrera que (kG)y est libre. Soient Hgy, ..., Hg, les
classes a gauche de G modulo H. Remarquons que M; = {Y ey Anhgi| A\ € k} est un
sous-module de (kG) g ayant Hg; pour k-base. Comme Hg; U...U Hg, = G est une k-base
de kG,on a (kG)g =M, & ---® M,. Or ¢, : kH — M, : © — xg; est un kH-isomorphisme.
Donc (kG)y est libre. Si L est un kG-module libre, alors L = (kG) & --- @ (kG). Donc
Ly = (EG)g@---®(kG)g est kH-libre. Enfin supposons que P est un kG-module projectif,
alors il existe un kG-module @ tel que P ® Q = L, un kG-module libre. Ainsi Py @ Qg =
(P® Q) = Ly est kH-libre. Donc Py est kH-projectif. Ceci acheve la démonstartion.

5.3. Lemme. Soit N un sous-groupe normal de G. Soit V' un kG-module tel que hv = v
pour tout A € N. Alors V est un k(G /N)-module pour la multiplication gv = gv, g € G,v €
V. En outre V est kG-semisimple (respectivement, kG-indécomposable) si et seulement si
V est k(G/N)-semisimple (respectivement, k(G /N )-indécomposable).

Démonstration. Soit ¢ : G — Aut,(V) la représentation de G qui induit la kG-
module structure sur V. Par hypothese, N C ker(¢). Ainsi ¢ induit un homomorphisme de
groupes ¢ : G/N — Auty(V) : g — g. Ceci implique que V est un k(G/N)-module pour la
multiplication gv = gv pour tout g € G,v € V. De plus, soit U un k-sousespace de V. Alors
U est un kG-sousmodule de V' si et seulement si U est un k(G/N)-sousmodule de V. D’ou,
V est kG-semisimple (respectivement, kG-indécomposable) si et seulement si V' est k(G/N)-

semisimple (respectivement, k(G /N)-indécomposable). Ceci acheve la démonstration.

Soient U et V des kG-modules. Alors le k-espace vectoriel U ®; V', le produit tensoriel
de U et V sur k, est un kG-module pour la multiplication g(u ® v) = gu ® gv.

5.4. Lemme. Soient U,V et W des kG-modules. Alors
(1) k®, U 2 U, ou k est le module trivial.
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(2) (Ur V)@ W 2U @ (V o, W).

(3) Si Vi est un sous-module propre de V', alors U ®; Vi est un sous-module propre de
UV tel que (U, V)/ (U@, Vi) 2U @y (V/V).

(4) Si U et W sont des kG-modules simples avec dimW = 1, alors U @, W est simple.

Démonstration. (3) On a une suite excate de k-espaces vectoriels
0—>V1L.>VL>V/V1—>O.
Comme U est un k-module projective, la suite
(%) 0— Ui ¥ e, v 2 ue,vim—o

est k-eaxcte. Il est facile de vérifier que 1®1i et 1®p sont kG-linéaire. Donc (%) est kG-exacte.
D’ou (3).

(4) Supposons que U et W sont simples avec dimzW = 1. On peut supposer que W = k
en tan que k-espace vectoriel. On construira un nouveau module W; = k. Pour g € G,
il existe p, € k* tel que g - v = pya, pour tout x € W. Posons g-x = u;lx, pour tout
x € Wi, Alors Wi est un kG-module tel que W ®, Wi = k, le kG-module trivial puisque
g-(101)=(g-1)®(g-1)=p,@pu,' =1®1. Do

(U W)@, W1 2U @, (W, W) 22U @k 2U.
D’apres (3), U @ W est simple car U est simple.

5.5. Proposition. Soient car(k) =p > 0 et |G| = p®q avec a > 0 et p [ g. Alors tout
kG-module projectif est de dimension divisible par p®.

Démonstration. Prenons H un p-sousgroupe de Sylow de G. Alors |H| = p*. D’apres
le lemme 5.1, tout kH-module projective est libre, et donc de dimenison divisible par p®.
Si P est un kG-module projectif, alors Py est projective d’apres le théoreme 5.2. Ainsi

dim P =dimy Py est divisible par p®. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Soient car(k) = p > 0 et G =< g > d’ordre p*q avec a > 0 et p [ ¢g. On
a vu que les kG-modules indécomposables sont V;,., i = 1,...,¢; r = 1,...,p% Admettant

g modules simples a isomorphisme pres, kG admet ¢ modules projectifs indécomposables a
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isomorphisme pres, qui sont de dimension divisible par p* d’apres la proposition 5.5. Ainsi
Vipe, ..., D1pe sont les kG-modules projectifs indécomposables a isomorphisme pres. Comme

les kG-modules simples sont de dimension 1, on a kG = V) pa @ -+ - OV pe.

5.6. Lemme. Soit car(k) =p > Oet p| |G|. Supposons que G admet un p-sousgroupe de
Sylow normal N. Alors pour tout kG-module U, rad(U) =rad(Uy). En outre, si N =< g >,
alors rad(U) = (1 — g)U.

Démonstration. Remarquons que Uy/ (rad(U)) y = (U/rad(U)) y, qui est kN-semisimple
d’apres le théoreme de Clifford. Ainsi rad(Uy) C (rad(U))y. En particulier, rad(Uy) C
rad(U). Comme N est normal dans G, tout h € G induit un automorphimse de I’algebre

kN par conjugaison, et donc h -rad(kN) - h~! = rad(kN). En conséquence,
hrad(Uy) = hrad(kN)Uy = hrad (EN)A™" - AUy = rad(kN)Uy = rad(Uy).

D’ou rad(Uy) est un kG-sousmodule de U. En particulier, U/rad(Uy) est un kG-module.
Comme N est un p-groupe, kN admet un seul module simple, le module trivial k. Donc
Un/rad(Uy) = k@ --- @ k. Ceci implique que tout h € N agit trivialement sur U/rad(Uy).
D’apres le lemme 5.3, U/rad(Uy) est un k(G/N)-module. Comme p [ |G/N]|, on voit que
U/rad(Uy) est k(G/N)-semisimple, et donc kG-semisimple. Donc rad(U) C rad(Uy). D’ou
rad(U) =rad(Uy).

Supposons enfin que N =< g >. Comme N est abélien, (1 — g)U est un sous-module
de Uy. Donc Uy/(1 — g)U est un kN-module. Pour tout u € Uy/(1 — ¢g)U, on a gu =
u— (1 — g)u=u. Donc Uy /(1—g)U est kN-semisimple. D’ott rad(Uy) C (1—g)U. D’autre
part, kN /radkN-est une somme directe de module trivial, et donc annulé par 1 —g. Ainsi 1 —

g € rad(kN). Par conséquent, (1 —¢)U C rad(Uy) = rad(U). Ceci acheve la démonstration.

Deés maintenant jusqu’a la fin de cette section, car(k) = p > 0, |G| = p“q avec a > 0,

p fq. Et N =< g > est un p-sousgroupe de Sylow de G qui est normal.

5.7. Lemme. Si P est un kG-module projectif indécomposable, alors la suite de
radicaux de P est de longueur p® telle que chaque quotient consécutif est de dimension

d = dimy(P/radP).
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Démonstration. Soit P un kG-module projectif indécomposable. Il s’en suit du

théoreme 5.2 et le lemme 5.1 que

e

Py=kN@---®kN, e>0.

D’apres le lemme 5.6, rad(P) = rad(Py). Donc dimgPy/rad(Py) = dimg(P/radP) = d.
Ainsi d = e - dimg(kN/radkN) = e, comme kN/radkN est le kN-module trivial. D’apres
le lemme 5.6, la suite de radicaux de P coincide avec celle de Py. Comme N est cyclique

d’ordre p?, la suite de radicaux de kN est comme suit:
kN D rad(kN) D rad*(kN) D --- D rad” ' (kN) D rad” (kN) = 0
avec dimyrad’(kN)/radt (kN) = 1, pour tout 1 < i < p®. Ainsi
(EN)? > (rad(kN))? > (rad®(kN))? D --- D (rad” ' (P))? > (rad”" (P))* = 0

est la suite de radicaux de (kN)? avec dimg(rad’(kN))¢/(rad"t (kN))? = d, pour tout 1 <

1 < p*. Clest-a-dire,
P Drad(P) Drad*(P) D --- D rad” '(P) D rad” (P) =0

est la suite de radicaux de Py = P avec dimy(rad’P/rad"t'P) = d, pour tout 1 < i < p®.

La preuve s’acheve.

On se fixe Py le kG-module projectif indécomposable avec Py/rad(Fy) = k, le module
trivial. D’apres le lemme 5.7, Py est unisériel de longueur p® et les facteurs de composition
de P, est de dimension 1. Notons W = rad(P,)/rad*(P,), un module simple de dimension

1; et M = Py/rad®(FR,). Alors M est unisériel de longueur 2 avec rad(M) = W.

5.8. Lemme. Soit S un kG-module simple. Alors S ®; M est unisériel de longueur 2
avec rad(S @, M) =S @, W et (S®@, M)/(S®, W) =S.

Démonstration. D’apres le lemme 5.4(4), S ®; W est simple car W est de dimension
1. En appliquant le foncteur exact S ®, — a la suite exacte 0 - W — M — k — 0, on a
(S@p M)/(S @ W) = S®pk=S. Donc rad(S ®; M) C S @, W. D’apres le lemme 5.6,
(1 —g)M =rad(M) # 0. Prenons m € M tel que (1 —g)m # 0, et s € S non nul. D’apres
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le théoreme de Clifford, Sy est est une somme directe de certaines copies du kN-module

trivial, car N est un p-groupe. Ainsi hs = s, pour tout h € N. Donc
1—g)(s@m)=s@m—g(s@m)=s@m—-—s®@gm=s® (1 —g)m#0.

D’apres le lemme 5.6, rad(S @, M) = (1 —¢)(S ®; M) # 0. Par conséquent, rad(S ®; M) =
S®p W car S®W est simple. D’oul S ® M est unisériel de longueur 2. La preuve s’acheve.

5.9. Lemme. Soit U un kG-module avec U/rad(U) = S, un module simple. Alors
U = S, ou bien rad(U)/rad*(U) = S @ W.

Démonstration. Soit P la couverture projective de S, et posons dim;S = d. On prétend
que rad(P)/rad?(P) & S ®; W. En effet, (S ®; M)/rad(S @ M) 22 S d’apres le lemme 5.8.
Donc P est la couverture projective de S ®;, M. En particulier, S ®; M est un quotient de
P. Ainsi S @ W = rad(S @, M) = rad(S @, M)/rad*(S @, M) (car rad?(S @, M) = 0)
est un quotient de rad(P)/rad*(P). Mais dimgrad(P)/rad*(P) = d d’apres le lemme 5.7 et
dimy (S @ W) =d -1 =d. Dot rad(P)/rad?*(P) = S @, W.

Maintenant, comme U/rad(U) = S, U est un quotient de P. Ainsi rad(U)/rad®(U) est un
quotient de rad(P)/rad*(P) & S ®, W. Comme S ®; W est simple, soit rad(U)/rad*(U) =
S @ W soit rad(U) /rad*(U) = 0. Cette derniere condition implique que rad(U) = rad?*(U),

et donc radU = 0. Ainsi U =2 5. Ceci acheve la démonstration.

5.10. Théoréme. Supposons que car(k) = p > 0 et que |G| = p*q avec a > 0, et
p fq. Soit N un p-sousgroupe de Sylow de G qui est cyclique et normal dans G. Si P est

un kG-module projectif indécomposable, alors P est unisériel de longueur p® et
1 fois

rad’(P)/rad"t(P) = (P/radP) @, W ®y, - - - @ W, pour tout 1 <i < p“.

Démonstration. Soit P un kG-module projectif indécomposable avec S = P/radP.
D’apres le lemme 5.7, la longuer du radicaux de P est p®. En outre, rad(P)/rad?(P) = S@W,
d’apres le lemme 5.9. Si p® < 2, alors le résultat est prouvé. Supposons maintenant que
p* > 3. En appliquant le lemme 5.9 au module rad(P) de coiffe S ®; W, on trouve que
rad®(P)/rad®(P) = (S ®, W) ®; W. En général,

i fois

radi(P)/radiH(P) 2SR W Rk W, pour tout 1 <17 < p®.
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En particulier, P est unisériel. Ceci acheéve la démonstration.

6. Dualité

La catégorie des kG-modules a gauche de dimension finie est notée kG-mod. Pour V &€

kG-mod, V* = Homy(V, k) est un kG-module, appelé dual de V', de sorte que
(9-9)(v) = dlg~ "),
pour tous g € G, ¢ € V*. En outre, si p: U — V est kG-linéaire, alors la transposée
PV = U6 dp
est également kG-linéaire. En effet, pour tous g € G, € V* et x € U, on a

(p*(g0))(x) = (9P 0p)(x) = (90)(p(x)) = ¢(g~" p(x))
= d(plg~'z)) = (p*(9)) (g~ ") = (90" (¢))(2).

D’ou p*(g¢) = gp*(¢). Par conséquent, Homy(—, k) = (—)* est un foncteur contravariant de

kG-mod dans lui-méme.

6.1. Lemme. On a (—)"(—)* = lxg_moa- Par conséquent, Homy(—, k) = (—)* est une
anti-équivalence de kG-mod.

Démonstration. Pour U € kG-mod, on sait que
o U—=U"x— (nu@): V= k¢ ¢(x))

est un k-isomorphisme. Pour tous g € G, = € U, et ¢ € U*, on a ny(gx)(¢) = ¢(gz), et

(gnu(x))(¢) = nu(x)(97'¢) = (g @) (x) = ¢(gz). Do, ny est kG-linéaire. En outre, on
peut vérifier que 7y est évidemment fonctoriel en U. Ainsi n = {ny |U € kG—mod} est un

isomorphisme fonctoriel de lxg_moq vers (—)*(—)*.

6.2. Lemme. Soient U,V des kG-modules. Alors
1) (U V) =2U*a V™
(2) (U V) =U*® V*.
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(3) Si U est un sous-module de V', alors (V/U)* est isomorphe & un sous-module W de V*
tel que V*/W = U*. En outre, tout sous-module de U* est isomorphe au dual d’un quotient
de U.

Démonstration. (1) Il est claire que @ : (U@ V)" = U* @ V" : ¢ — (P|u, ¢|v) est un
kG-isomorphisme.

(2) Soient {uy,...,u,} une k-base de U et {vy,...,v,,} une k-base de V. Considérons
les bases duales {u7,...,uy} et {v],... v} }. Il est bien connu que {uj @v; [1<i<n;1 <
jg<m}let{(u;®@v;)*|1<i<mn;l<j<m} sontk-bases de U*®@ V* et de (U ® V)*,
respectivement. Ainsi il existe un k-isomorphisme ¥ : U*®@V* — (U®V)* qui envoie u; ® v}
a (u; ®v;)*, pour tous 1 <i <met 1 <j<mn. De plus, pour tous ¢ € U*,¢p € V*, on a
V(oY) (u®v)=¢(u)(v). D’'ou ¥ est kG-linéaire.

(3) Soit U un sous-module de V. Il existe une suite exacte
00UV -5 V/Uu—o
dans kG-mod. En appliquant le foncteur exact Homy(—, k), on obtient une suite exacte

0— (VU L v LU —o0

I

dans kG-mod. D’ou la premiere partie de I’énoncé. En outre si W < V*, alors (V*/W)*
X < V™ tel que V*/X 2 W*. Or V = V* entraine qu'il existe M < V tel que V/M =
V= /X = W* Ainsi W = W™ = (V/M)*. Ceci acheve la démonstration.

6.3. Proposition. Soit U un kG-module. Alors

(1) U est semisimple si et seulement si U* est semisimple.

(2) soc(U*) = (U/rad(U))*.

(3) U est projectif si seulement si P* est injectif.

Démonstration. (1) Comme (—)* est une anti-équivalence, U est simple si et seulement
si U* est. It suit maintenant du lemme 6.2(1) que U est semi-simple si et seulment si U*
lest.

(2) D’apres la partie (1) et le lemme 6.2(3), (U/rad(U))* = W avec W un sous-module

semisimple de U*. Ainsi W C soc(U*). Et d’apres le lemme 6.2(3), il existe un sous-module
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M de U tel que soc(U*) = (U/M)*. D’apres la partie (1), U/M est semisimple, et donc
rad(U) < M. Or

dim,W = dimg(U/radU)* = dimy(U/rad(U)) > dimy(U/M) = dim,(U/M)* = dimy soc(U™).

D’ou (U/rad(U))* = W = soc(U*).

(3) Il suit du fait que (—)* est une équivalence contravariante de kG-mod.

6.4. Théoréme. On a kG = (kG)* en tant que kG-module. Par conséquent kG est
auto-injective, et donc tout module projectif est injectif.
Démonstration. Pour g € G, soit ¢* € (kG)* tel que g*(h) = dyp,. Alors
¢ kG — (kG) : Y Xgg— > A"
geG geG

est un k-isomorphime. Pour tous g, h,x € G, on a

= (gh)"(x)-

0 sinon 0 sinon

(g-h*)(a:)h*(glx){l siogx=nh {1 si x=gh

Ainsi (gh)* = g - h*, c’est-a-dire, ¢p(gh) = go(h). D’oun, ¢ est kG-linéaire. Ceci acheve la

démonstration.

Remarque. Une k-algebre A est dite symétrique si A = Homy(A, k) etant que A-A-

bimodule. Or on voit que ¢ ci-dessus est un kG-kG-isomorphisme. Donc kG est symétrique.

On dEnd’finit une forme k-bilinéaire (—, —) : kG x kG — k de sorte que
1 sigh=1;
< g,h>= g
0 otherwise.

Alors < a,b >=< b,a >, < ab,c >=< a, bc >, pour tous a, b, c € kG. De plus, si < a, kG >=
0, alors a = 0. En effet, posons G = {¢1, ..., g}, alors la matrice (< g;, gj >)nxn se réduit

a la matrice (< gmgj_l >)nxn = In.

6.5. Théoréme. Si P est un kG-module projectif indécomposbale, alors soc(P) =

P/rad(P).
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Démonstration. Soit kG = P/"" @ P,*®---@ P!, ou les P, sont indécomposables, deux
a deux non isomorphes, et P, = P. Alors P, ..., P, sont les kG-modules indécomposable
injectifs a isomorphisme pres. Ainsi P; est une enveloppe injective de soc(F;). Comme P; est
indécomposable, soc(FP;) est indécomposable, et donc simple pour tout 1 < i < r. Supposons
que S = P/rad(P) 2 soc(P). Alors S = soc(P;) pour un 2 < i < r. Posons ) = P™ et
R=P"?@ ---@® P'. Alors kG = Q @ R et soc(Q) = soc(P) @ --- @ soc(P). Ainsi @
n’a pas de sous-module isomorphe a S. Posons {S) | S\ <pxc kG,S = S\, A € Q}. Alors
0 # I = Y co Sy est un sous-module semi-simple de R. Pour tout a € kG, Sya est un
sous-module de kG qui est nul ou isomorphe a S. D’ou Sya C I, pour tout a € kG. Ainsi
I est un idéal bilatere non nul de kG.

Posons J = {¢ € Enduq(kG) | ¢(kG) C I}. Etant semi-simple, I est stable pour tout
kG-endomorphisme de kG. Ainsi J est un idéal bilatere de Endgq(kG), qui est non nul car
S est un quotient ainsi qu’'un sous-module de kG.

Soit ¢ : kG — @ la projection canonique. On prétend que si ¢ € J, alors ¢ = ¢ — 7.
En effet, m¢ = 0 car ¢(kG) C I. On veut montrer que ¢ = ¢m. Pour tout z € @, on
a ¢n(r) = ¢(x). D’autre part, ¢w(R) = 0. Si ¢(R) # 0, alors Homyg(R,I) # 0. D’ou
Homyq(R, S) # 0. Ceci implique Homyg (P}, S) # 0 pour certain j > 1. Donc P; est une
couverture projective de S. D’ou P; = P, avec j > 1, une contradiction. Donc ¢(R) = 0.
Ceci montre notre énoncé.

Prenons 0 # ¢ € J. Soit o € Endyg(kG). Alors ¢a € J, et donc pa = parm — moa.
Remarquons qu’un kG-endormorphisme de kG est une multiplication a droite par un élément

de kG. Supposons que a = my, ¢ = my et m = m,.. On a alors ab = cab — abc et
<a,b>=<ab,1 >=<cab,1 > — < abc,1 >=<c,ab> — < ab,c >= 0,

ou a parcourt dans kG. Ainsi b = 0, c’est-a-dire, ¢ = 0, une contradiction. Ceci acheve la

démonstration.

6.6. Théoréme. Soient car(k) =p > 0 et |G| = p®q avec a > 0 et p [ g. Supposons
que G admet un p-sousgroupe de Sylow normal cyclique et G admet e modules simples a iso-
morphisme pres. Alors kG admet exactement p®e modules indécomposables & isomorphisme

pres, dont chacun est unisériel de longeur < p°.
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Démonstration. Soit P un kG-module indécomposable projectif. D’apres le théoreme
5.10, P est de longueur p®. Pour tout 1 < d < p®, étant unisériel, P admet un unique quotient
de longueur d qui est unisériel. Donc P admet exactement p® quotients a isomorphisme
pres. Comme kG admet e modules projectifs indécomposables a isomorphisme pres, ceci
nous donne p®e modules unisériel qui sont deux a deux non-isomorphes.

Soit M un kG-module indécomposable. Prenons U un sous-module de M tel que U admet
un quotient unisériel U/V dont la longueur est maximale parmi les longueurs de quotients
unisériels de sous-modules de M. Posons rad(U/V) = W/V, ou W est le sous-module de
Uavec VCW CU. Donc U/W = U/V/rad(U/V') est simple comme U/V est unisériel.
Soit ¢ : P — U/W une couverture projective de U/W. Alors P est indécomposable. En
outre, il existe ¢ : P — U tel que ¢ = mo ¢, oum: U — U/W est la projection canonique.
Posons Uy = ¢(P). Alors Uy est unisériel comme P lest et U = Uy + W. Ceci implique
(U + V)V +W/V =U/V, et donc (Uy+V)/V = U/V car W/V est le plus grand sous-
module propre de U/V. Donc U = Uy + V. Si UyNV # 0, alors Uy /(UyNV) = (Uy+V)/V
implique que [(Uy) > I[(U/V'), une contradiction car Uy est unisériel. Ainsi UyNV = 0. D’ou
U=UydV.

Considérons maitenant 7" = soc(Up), qui est simple car Uy est unisériel et non nul. Soit
1 : T — @ une enveloppe injective de T'. Alors () est indécomposable et donc unisériel car il
est projectif. Comme T" C M, il existe un kG-homomorphisme 1 : M — ) qui prolonge 7.
Soit Vj le noyau de 1. Alors M /Vj est unisériel car il est isomorphe a un sous-module de Q. Si
UpNVy # 0, alors soc(Uy) C UyNVy car Uy est unisériel. Ceci donne que n(soc(Uy)) = 0, une
contradiction. Donc UyNVy = 0. D’ou (Ug+ Vo) /Vo = Uy = U/V. Or (Uy+ Vi) /Vo € M/Vy
entraine que (Ug + Vp)/Vo = M/V, par la maximalité de [(U/V) et le fait que M/Vj est
unisériel. Ainsi M = Uy @ Vj, et donc M = Uy est unisériel car M est indécomposable. En
particulier, M est un quotient d’'un kG-module projectif indécomposable. Ceci acheve la

démonstration.

7. Produits tensoriels

7.1. Théoreme de base normale. Soit F' C K une extension galoisienne de corps
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avec G = G(K/F). Alors il existe o € K tel que {g(a) | g € G} est une F-base de K,
appelée base normale de K sur F.

Démonstration. Comme 'extension est séprable, K = F(«), pour un o € K. D’apres
le lemme de Dedekind, la famille {g(a) | g € G(K/F)} est linéairement indépendant sur F.
Comme [K : F] = |G(K/F)|, on voit que {g(«) | g € G(K/F)} est une F-base de K. Ceci

acheve la démonstration.

Un kG-module V est dit fidele si pour tout 1 # g € G, il existe x € V tel que gz # z,

c’est-a-dire, 'homomorphisme associé G — Auty (V') est un monomorphisme.

7.2. Théoreme. Si V est un kG-module fidele, alors tout kG-module projectif P est

un facteur direct de
n  fois

VorVeg &V, pour un n > 0.

Démonstration. Prenons une k-base {z1,...,2,} de V. Posons R = k[zi,...,z,] la

k-algebre commutative des polynomes en x1,...,z,. Pour tout g € G,

g:R— R:¢(xq,...,2.) — o(gx1,...,97,)

est un automorphisme de la k-algebre R. Ainsi R est un kG-module (de dimension infinie).
Pour ¢ > 0, posons M; le k-sous-espace de R engendré par les polynomes homogenes de degré

i. Alors M, est un kG-sousmodule de R. On voit aisément que R = &7°,M,;.

On montrera que kG est un sous-module de R. Soit K = k(zy,...,z,) le corps des
fractions de k[xy,...,z,]. Pour g € G, on voit que
g: K— K: ? — %
(RN

est un k-automorphisme de K. Ceci n’est pas égal a 'identité lorsque g # 1. En effet, comme
V est kG-fidele, gxr; # x; pour un certain 1 < ¢ < r. Donc on peut considérer G comme
un groupe de k-automorphismes de K. Soit F' = {a € K | ga = «, pour tout g € G}, le
corps fixe de G. Alors K est une extension galoisienne de F' avec G(K/F) = G. D’apres le
théoreme 7.1, il existe & = ¢1 /¢y € K avec ¢1, 02 € R tel que {ga | g € G} est une F-base
de K. Or a = Il jeqg 992 € F car ha = a, pour tout h € G. Posons ¢ = aae € R. Alors
{90 | g € G} est également une F-base de K. Comme k C F, {g¢ | g € G} est k-libre.
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Posons U le k-sousespace de R engendré par {g¢ | g € G}. Alors U est un kG-sousmodule
de R, et kG — U : g — g¢ est un isomorphisme de kG-modules.

Soit P un kG-module projectif indécomposable. Alors P est un facteur direct de U.
Etant de dimension finie, U C @ M; pour un m > 0. Etant injectif, P est un facteur
direct de ®" M. Etant indécomposable, P est un facteur direct de M,, pour certain n > 0
d’apres le théoreme de Krull-Schmidt. Or on a un kG-épimorphisme

n fois

f VRV VoM, 2,1, - Qx;, ¥ TiyTi,* " Ti,,

n fois

qui induit un kG-épimorphisme de V @5 V @ --- ®, V sur P. Etant projectif, P est un

n fois

facteur direct de V @, V Qi - -+ @1 V. Ceci achéve la démonstration.

7.3. Proposition. Supposons que car(k) = p > 0 et G ne posséde aucun p-sousgroupe
qui est normal et non identité. Si Sy,..., S, sont les kG-modules simples, alors S1®---® S,
est fidele.

Démonstration. Posons

N = {geGlgr=x2,2€85, D ---®S,}
= {geCG|lgri=x,x;, €8;,i=1,...,n}.

Alors N est normal dans G. Si g € N, alors 1 — g annule les kG-modules simples, et donc
1 — g €rad(kG). Ainsi (1 —g)" =0 pour un 7 > 0. D’out (1 — g)?" = 0. Ceci donne g*" = 1.
Par conséquent, NV est un p-groupe. D’apres I'hypothese, N = {1}. Ainsi S} & --- & S5, est

fidele. Ceci acheéve la démonstration.

Remarque. Dans la plupart de cas, pour obtenir les modules projectifs, il suffit d’étudier

les produits tensoriels des modules simples.
Si U et V sont des kG-modules, alors Homy (U, V') est un kG-module de sorte que
(9-0)(2) =g (g7 - 2),

pour tous g € G, ¢ € Homy (U, V), et x € U. Si V = k est le kG-module trivial, alors

Homy (U, k) = U* car (g¢)(x) = g- ¢(g7'w) = ¢(g ') dans ce cas. Remarquons que
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¢ € Homy (U, V') est kG-linéaire si et seulement si ¢(gz) = g - ¢(x), pour tous g € G,z € U
si, et seulement si, ¢(z) = g~' - ¢(gx), pour tous g € G,z € U si et seulement si gp = ¢,
pour tout g € G. Ainsi

Homy (U, V) = {¢ € Hom (U, V) | g¢ = ¢, pour tout g € G},
qui est un kG-sousmodule sémisimple de Homy (U, V).
7.4. Lemme. Si U,V sont des kG-modules, alors
U* @iV Zpe Homg (U, V) et U @, V =4e Homy (U, V).
Démonstration. Posons
Q:U"®,V —Homi(U,V):¢p@y— (U—V:z— ¢(x)y).

Alors @ est kG-linéaire. Soient {ui,...,u,} une k-base de U et {uj,...,u}} la base duale

de U*, et {v1,..., v} une k-base de V. Si ®(3° \;j(u; ®v;)) = 0, alors pour tout 1 < r < mn,
0= Nij(uj ®vj))(ur) = D Nijui (ur)v; = D Arjoy.
=1

Ceci donne A,; = 0, pour tous 1 <7 <netl < j<m. Donc ® est un monomorphisme.
Comme U* ®; V et Homy(U, V') sont de méme dimension, ® est un isomorphisme. Pour
la deuxieme isomorphisme, on a U ®; V = (U*)* @, V' = Homyq(U*, V). Ceci acheve la

démonstration.

7.5. Proposition. Si U,V et W sont des kG-modules, alors
(1) Homk(U ®k ‘/, W) ng Homk(U, % ®k: W), et
(2) Homkg(U Rk V, W) = a Homkg(U, V* ®y W)

Démonstration. D’apres le lemme 7.4 et le lemme 6.2(2), on a
Homk(U Qi 'V, W) = (U Rk V)* QW =2 U* Q4 (V* R W) = HOHlk(U, V* Qp W)

Ceci montre (1). En outre, comme les isomorphismes ci-dessus sont kG-linéaire, les éléments
de Homy (U ®; V, W) invariants pour G sont envoyés sur ceux de Homy (U, V* @ W). 1l s’en

suit I’énoncé (2). Ceci acheve la démonstration.
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7.6. Lemme. Soient U et V des kG-modules. Si uq,...,u, € U sont linéairement
indépendants sur k et vy,...,v, € V sont tous non nuls, alors u; @ vy, ..., u, v, € URV
sont linéairement indépendants sur k.

Démonstration. On procede par récurrence. Si les v; sont linéairement indépendants
sur k, alors le lemme est évidemment vrai. Supposons maintenant que v, = 37" \jv;, et

n
> pi(w @v;) =0, p; € k.
i=1
Si un des p; est nul, alors les p; sont tous nuls par hypothese de récurrence. Supposons que

les p; sont tous non nuls. Or
n—1 n—1 n—1
0="> wi(u; @v) + pnttn ® > Nty = > (fitty + frnXitt) ® v;.
i=1 i=1 i=1
Remarquons que la famille {puy + Ay, - .. flitin—1 + finA\1Uy, U, } est libre, car elle est

obtenue de la famille libre {uy,...,u,} par des opérations élémentaires. Cela contredit

I’hypothese de récurrence. Ceci acheve la démonstration.

7.7. Théoreme. Si P est un kG-module projectif, alors V ®; P est projectif pour tout
kG-module V.

Démonstration. Il suffit de montrer que V ®; (kG) est libre. D’abord, pour tout
0#wv eV, dapres le lemme 7.6, {g(v ® 1) = gv® g | g € G} est k-libre. Ainsi

kG — (EG)(v®1):g—gv®g

est un kG-isomorphisme. Soit {vy,...,v,} une k-base de V. Pour tout 1 < i < n, F; =
(kG)(v; ® 1) est un kG-sousmodule de V ®; (kG) isomorphe a kG. Pour tous v € V et

g€ G, onagtv=aw +- -+ a,, a €k Donc
vRg=glav+- -t o) @g=0a1- gy 1)+ -+ a, - g(v, ®1).
D'ou V&g (kG) = Fi+-- -+ F,. Comme dimy(V @4 (kG)) = n-|G| = dimg Fy +- - - +dimy F,,
onaV g (kG)=F, @ - @ F,. Ceci achéve la démonstration.
8. Modules induits
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Rappelons qu'un kG-module U est libre s’il existe un k-sousespace X de U tel que tout
k-homomorphisme de X dans un kG-module quelconque V' s’étend uniquement a un kG-
homomorphisme de U dans V. On remarque quun k-sousespace de U n’est rien qu’un

sousmodule de Ugy,.
Partout dans cette section, on se fixe un sous-groupe H de G.

8.1. Définition. Soient U un £G-module et X un sous-module de Uy. On dit que U est
relativement H -libre par rapport a X si pour tout kG-module V' et tout kH-homomorphisme
¢ X — Vil existe un unique kG-homomorphisme ® : U — V tel que &1 = ¢, out: X — U

est I'inclusion.

Remarques. (1) U est libre si et seulemt si U est relativement {1}-libre.

(2) Tout kG-module U est relativement G-libre par rapport a U.

8.2. Lemme. Soient U et V des kG-modules relativement H-libres par rapport a X et
a Y, respectivement. Si X =5 Y, alors U = V.

Démonstration. Soient ¢ : X — Yet 1) = ¢! :Y — X des kH-isomorphismes. Soient
1: X - Uetyj:Y — V les inclusions. Alors il existe des kG-homorphismes ® : U — V et
UV — U tels que jo = @i et i) = Wy, Ainsi i = (VD)i = 1yi. Ceci donne WP = 1 par

I'unicité. De méme, ®¥ = 1y,. Ceci acheve la démonstration.

8.3. Lemme. Soit G/H ={g1H,...9.H}. Si U est un kG-module relativement H-libre
par rapport a X, alors U = Y7 ; ¢; X

Démonstration. Posons Uy = Y7, ;X = > ,(¢;H)X, puisque X = HX. Pour
g € G, {(9qn)H,...,(99.)H} = {91 H,...,9,H}. Ainsi U; est un kG-sousmodule de U.
Considérons I'’homomorphisme nul 0 : X — U/U;. Comme X C Uy, la projection canonique
p:U — UJU est tel que pi =0 =0, oui: X — U est 'inclusion. Ainsi p = 0 par 'unicité.

Par conséquent, U = U; = 3_7_; 9, X. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. (1) Pour tous g € G et 1 <i <n, on a gg; = g;h pour certains 1 < j <r
et h € H. Dans ce cas, g(¢g;x) = gj(hx) € g; X, pour tout z € X.
(2) On écrit par commodité que >°7_; ;X = > eq/u 9X.
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8.4. Théoreme. Pour tout kH-module X, il existe un kG-module relativement H-libre
par rapport a X, qui est unique a isomorphisme pres.

Démonstration. Soit {g1,...,¢,} avec g; = 1 un ensemble de représentants des classes
a droite de G modulo H. Pour tout 1 < i < r, 'ensemble (¢g;, X) = {(gi,x) | v € X} est un
k-espace vectoriel pour la multiplication scalaire A(g;, z) = (g;, Ax). Considérons le k-espace
vectoriel L(X) = &}_1(9:;, X) = {>_1(gi,x;) | z; € X}. Pourtous g € Get 1 <i <r, il

existe un unique o (i) avec 1 < o(i) < 7 et un unique h; € H tel que gg; = go(;yh;. Définissons
Q(Z(gi,xz‘)) = Z(ga(i); hz%)
i=1 i=1
Alors L(X) est un kG-module et (1,X) est un sous-module de L(X)|y. Remarquons que
(gi;,2) = gi(1,2), pour tout 1 < ¢ < r. En identifiant z € X avec (1,2) € (1,X), on
peut considérer X comme étant un kH-sousmodule de L(X). Soient V' un kG-module et

¢ :(1,X) — V une application kH-linéaire. Définissons ® : L(x) — V par ®(g;, x) = gip(x),

i=1,...,7. Si g € G est tel que gg; = go(s)hi, alors

D(9(9i, %)) = P(gos), hi®) = Go(iy(hit) = gopyhid(z) = 9gip(x) = gP(g;, x),

d’ott @ est kG-linéaire. L’unicité de ® est évidnet. Enfin, 'unicité de L(X) se découle du

lemme 8.2. Ceci achéve la démonstration.

8.5. Corollaire. Soit U un kG-module dont X est un kH-sousmodule. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) U est relativement H-libre par rapport a X

(2) dimpU =[G : H]dimy, X et U =3 cq/m gX.

(3) U = @gec/ugX en tant que k-espaces vectoriels.

Démonstration. Si U est relativement H-libre par rapport a X, alors U = L(X). Ainsi
dimU = [G : H]dimg X, et d’apres le lemme 8.3, U = ¥ ¢/ gX. Ceci montre que (1)
implique (2). Si (2) est vrai, alors dimU = 3 ¢/ dim(gX) puisque dim gX = dimX. Ainsi
U = ®yeq/ngX en tant que k-espaces vectoriels.

Enfin posons G/H = {g:1H, ..., g.H} avec g; = 1 et supposons que U = @&!_,¢; X en tant
que k-espaces vectoriels. Soient V' un kG-module et ¢ : X — V une application kH-linéaire.

Définissons @ : U — V par ®(g;x) = g;¢(x), i =1,...,r. Si g € G est tel que gg; = go(i) P>
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alors (g(gi)) = D(gowhit) = Go9hiz) = gophit(x) = ggi6(x) = gd(gr), pour tout

z € X. Dou ® est kG-linéaire. Ceci acheve la démonstration.

Remarquons que kG est un kG-kH-bimodule pour la multiplication a - b - ¢ = abe, pour

tous a,b € kG, c € kH.

8.6. Définition. Soit V un kH-module. Le produit tensoriel kG ®ry V de rokGry et

V sur I'algebre kH s’appelle le kG-module induit par V, noté V&,
Rappelons que pour tous a,b € kG,v € V, on a a(b®py v) = (ab) @y v.

Remarque. Comme kG x V — VY : (a,v) — a ®p v est k-bilinéaire, il existe un
k-épimorphisme ® : kG @, V — V¢ = kG @y V tel que ®(a @ v) = a @y v. En
particulier, pour tout a € kG, le k-espace a @y V' est un quotient du k-espace a ®; V', et

donc dimy(a @y V) < dimg(a @ V).

8.7. Lemme. Soit V un kH-module. Alors V& est le kG-module relativement H-libre

par rapport a V. En outre, en tant que k-espace vectoriel,
VE =®ycomg@nV,

et dimg(g ®y V') = dimV, pour tout g € G.
Démonstration. Comme g;h @y v = g; @ (hv), pour tout h € H, on a
VE=kGagV = gHoyV=> gV
i=1 i=1
Ainsi dimy, (V) < Y0 dimg(g; @5 V) < 30, dimg(g; ®, V) = rdim;V. Prenons U un
kG-module relativement H-libre par rapport a V. Alors

kG xV = U : (a,v) — av

est kH-bilinéaire. Ainsi il existe un kG-homomorphisme ¢ : kG Qry V — U de sorte
que ¢(a ®g v) = av. D’apres le lemme 8.3, U = Y7, ¢;V. Donc ¢ est surjectif. De
Iautre coté, dimyU = rdim;V > dim(VY) implique que ¢ est un kG-isomorphisme. En

particulier, V¢ est relativement H-libre par rapport & V. Enfin, dimy (V%) = r (dim;V) et
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dimy,(g; @5 V) < dimgV implique dimg(g; @5 V) = dim,,V et dim, V¢ = dimy,(X_, ;@5 V).

Par conséquent, V¢ = @l_,g; @y V. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Si V est un K H-module et g € G, d’apres le lemme 8.7, 'application
¢V —-g®gV :v+— g®pyv est un k-isomorphisme. En particulier, tout x € g®gx V' s’écrit

uniquement comme ¥ = g Qg v avec v € V.
On étudiera les proprietés des modules induits.

8.8. Lemme. Soient V' et U des kH-modules.

1) (VeU)*2V9eUC.

(2) Si W est un kN-module avec N un sous-groupe de H, alors (W) = |y/¢
(3) Si V est kH-libre (projectif), alors V¢ est kG-libre (projectif).

(4) (V)& = (V).

Démonstration. L’énoncé (1) est évident. Pour I’énoncé (2), on a
(W)Y = kG @ (kH @y W) = (kG Qg kH) Qpn W = kG @y W = W,

(3) D’abord, (kH)% = kG @y kH =2 kG est kG-libre. Donc si V est kH-libre, alors V¢
est kG-libre. Si V' est kH-projectivf, alors V & V; est kH-libre pour certain kH-module V.
Or Ve V& = (V@ V)Y est kG-libre. Ainsi V¢ est kG-projectif.

(4) Comme on a vu dans le théoreme 5.2, (kG)y = (kH)" avec r = [G : H]. Or

(V)E = kG @y V* = (kH) @4 V* = (kH @y V*) 22 (V) 2 (V7)?
= ((l{JH Rrm V)r)* = ((]{JH)T QrH V)* = (kZG Rrm V)* = (VG)*

Ceci acheve la démonstration.
8.9. Lemme. Soient V un kH-module et U un kG-module. Alors
U@y Ve Uy @pV)°.
Démonstration. On a un £H-homomorphisme

gb:UH®kV—>U®kVGZU®U—>U®(1®HU)

32



avec Imgp = U @, (1 @5 V) = X. Comme dimX = dim(U ®; V'), ¢ est un monomorphisme.
Ainsi X est un kH-sousmodule de U ®;, V& et X .y Uy ®; V. On montrera que U @5 VE
est H-libre relativement par rapport a X. D’abord

= [G: H]-dimgU - dimg(1 @y V) = [G : H] dim X.

En plus, on a V¢ = Y 9®uV =Y eq/m 9(1 ®@n V). Donc

UrVY = YpeomU@g(1@uV)=Yyeqm9(g U (1@ V))
Ygecn I U R, (1®@uV)) = Xseq/u 9X.

D’apres le corollaire 8.5, U ®; V& est relativement H-libre par rapport & X. D’apres les

lemme 8.7 et 8.2, (Uy @3 V)¢ 2 U ®;, V. Ceci acheve la démonstration.

8.10. Lemme. (1) Si ¢ : V} — V5 est un kH-homomorphisme, alors il existe un unique
kG-homomorphisme ¢ : V& — V¥ tel que ¢%j; = jooh, ot j; : Vi — V& 11— 1 @y ;.

(2) (=)¢ : kH-mod — kG-mod est un foncteur exact.

Démonstration. (1) On voit que jo¢ : Vi — V& est kH-linéaire. D 8’apres le lemme 8.7,
V& est relativement H-libre par rapport a V;. Ainsi il existe un unique kG-homomorphisme
¢ V& — V¥ tel que ¢%j; = ja“.

(2) D’apres le théoreme 5.2, (kG)y est kN-libre, et donc plat. Par conséquent, le foncteur

(—)Y = kG @y — est exact. Ceci acheve la démonstration.

8.11. Lemme. Soient V € kH-mod et U € kG-mod. Alors
(1) HomkG(VG, U) %k HOH]kH(‘/, UH)
(2) HomkG(U, VG) gk HOIIlkH(UH, V)

Démonstration. (1) Considérons I’application j : V — V& : v+ 1 ®y v. L’application
® : Homyq(VE,U) — Homyg(V, Uy ) : ¢ — ¢

est évidemment k-linéaire. D’apres le lemme 8.7, V¢ est relativement H-libre par rapport
a V. Par conséquent, pour tout ¢ € Homyp(V, Uy), il existe un unique ¢ € Homyg(VE, U)

tel que ¥ = ¢j. Ceci montre que ¢ est bijectif.
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(2) D’apres le lemme 6.1, on a une dualité (—)* : kG-mod — kG-mod. Ceci nous donne
les isomorphismes suivants:
Homy,q(U, V) = Homye((VE)*, U*) = Homye((V*)“, U*)
& Homygy(V*, (U*)g) = Homgy (V*, (Ug)*) = Homyy (Ug, V).

Ceci acheve la démonstration.
En conséquence, on obtient le résultat suivant.

8.12. Proposition. Considérons les foncteurs suivants:
(—)¢: kH-mod — kG-mod et (—)g : kG-mod — kH-mod.

Alors ((—)9, (—)g) et ((=)m, (—)%) sont des paires adjointes.

Soient L et H deux sous-groupes de G. La relation x ~ y si x = lyh avecl € L, h € H
est une équivalence sur G. Les classes d’équivalences s’appelle classes bilatéres de G pour L
et H. Aisément si s € G, alors la classe bilatere contenant s est LsH = {lsh | h € H,l € L}.
On écrit G = Vep\g/u LsH.

8.13. Lemme. Soit S un ensemble complet de représentants des classes bilateres de G
pour deux sous-groupes L et H. Si T, est un ensemble complet de représentants des classes
a droite de L modulo LN (sHs™!) pour tout s € S, alors {ts | t € Ty, s € S} est un ensemble
complet de représentants des classes a droite de G modulo H.

Démonstration. Supposons que t151 = tosoh avec s; € S, t; € T,,, et h € H. Alors
s1 = (t7't2)soh avec t7 'ty € L. Ainsi 51 = sy. Or t1t5" = (s3hsy') € LN (s9Hsy'). Dol
t; = ty, et donc t1s; = t985. En outre, pour tout z € G, on ax =Ilsh avecl € L, s € S, et
heH. Orl=tshis'avect € T, et hy € H. Ainsi & = (tshys™')sh = tshyh. Ceci acheve

la démonstration.

Soit V' un kH-module. Pour tout s € G, s @y V est un k(sHs™!)-sousmodule de V.
En effet, pour tout h € H, on a (shs™ ') (s @y V) =sh @y V =s®g (hV) =s®g V.

8.14. Lemme de Mackey. Soient H et L des sous-groupes de G. Pour tout £H-module

V', en tant que kL-modules, on a
(VG)L = EBSGL\G/H ((S Qu V)LﬂsHs—l))L'
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Démonstration. Soit S un ensemble complet de représentants des classes bilateres de
G pour L et H. Pour s € S, prenons T, un ensemble complet de représentants des classes a
droite de L modulo LN (sHs™'). D’apres le lemme 8.13, {ts | s € S,t € T,} est un ensemble

complet de représentants de G/H. D’apres le lemme 8.7,
VY = Dses. ter, 1sQu V = Dses (Brer, ts @y V)

en tant que k-espaces vectoriels. Pour tout s € S, on pose V; = @er, ts @y V, qui est un
sous-module de (V). En effet, pour tous [ € L,t € Ty, on a It = t;(shs™!) avec t; € Ty et
h € H. Ainsi (Its) @y V = tish®@g V = (t15) @y V C Vi. Ainsi (V&) = ©.esVs en tant
que kL-modules.

On montrera que V; est relativement (L N sHs™!)-libre par rapport a (s @y V) pnsms—1-
Comme sy V C Vi, ona (s®@y V)rnsas—1 < (Vs)rnsms—1- D’apres le lemme 8.7, dim(V;) =
[L: LNsHs ']dim(V). En outre,

Vi = @er, t(s@p V) = ZteL/(msHs_l)t((S Qu V) rnsHs—1)-

D’apres le lemme 8.5(2), V; est relativement (LNsHs™!)-libre par rapport a (s®@x V) prsms—1-

Il suit maintenant de lemmes 8.7 et 8.2 que Vi = ((s @5 V) asms—1)". Donc

(VG)L > Osenna/u((s @u V) prsms—1)".
Ceci acheve la démonstration.

8.15. Lemme. Soient N un sous-groupe normal de G et V' un kN-module. Si g € G,

alors g ®y V est un kN-sousmodule de V¢. En outre,
(1) 91 ®@n (92 ®n V) Zpn (9192) ®n V, pour tous gy, 92 € G.
(2) 1oy V =N V.
(3) Pour g € G, g @y V est indécomposable si et seulement si V' Pest.
(4) Si W est un kG-module, alors Wy = g @ vy Wy, pour tout g € G.

Démonstration. Pour tout g € G, on a
N(ganV)=(Ng)@nV =(gN)xV =gn NV =gy V.
Ainsi g @y V < (V).
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(1) D’apres le lemme 8.7, il existe un k-isomorphisme ¢ : (g192) @8V — g1 Qn (g2 @8 V)
tel que ¢(g192 On v) = g1 @ (g2 ®n v), pour tout v € V. Or pour tout h € N,

¢(h- (9192 @n ) = 6(g192 O (9192) " M(9192)v)) = 91 @ (92 @ g2 (91 ' hg1)gav))
= g1 ON g1 hgr- (g2 @n V) =D (g1 O (g2 On V) = h - (9192 O v)).
Ainsi ¢ est un kN-isomorphisme.

(2) Onaque V—1®yV :v— 1®y v est un kN-isomorphisme.

(3) SiV =V, @& V5 avec Vi, V; non nuls, alors g @y V =g @n Vi & g @n Vo, ol g @y V)
et g ®n Vo sont non nuls d’apres le lemme 8.7. Si g®x V = Wy & Wy avec Wi, W non nuls,
alors V 21y V 2 gt n(gonV) =g ' @yWi &g '@y Wy, ot g ' @y Wy et gt @n Wi
sont non nuls d’apres le lemme 8.7.

1

(4) D’apres le lemme 8.7, ¢ : Wy — g ®@n Wy : w — g ®y g~ 'w est un k-isomorphisme.

Pour tout h € N,w € V, on a
(hw) =g @y g thw =g @y (¢ hg - g7 w) = hg @x g7 w = h(g @y g~ w) = hip(w).
Ainsi ¢ est un kN-isomorphisme. Ceci acheve la démonstration.
8.16. Lemme. Soit car(k) = p > 0. Soit A une k-algebre locale de dimension finie.

Soit J; € M,(A) dont le terme en position (7,7) est 14 et les autres sont tous nuls. Soit «

un automorphisme de M,(A) tel que o(J;) = Jip1,i=1,...,p—1, et a(J,) = J;. Alors
E={M e M,(A) | a(M)=DM}

est une k-algebre locale.

Démonstration. Posons R = rad(A). Alors M,(R) est un idéal nilpotent de M,(A) tel
que M,(A)/M,(R) = M,(A/R) = M,(k), une k-algebre simple. Donc rad(M,(A)) = M,(R),
et ainsi a(M,(R)) = M,(R). Par conséquent

a: My(A)/My(R) — My(A)/Mpy(R) : M — m

est un automorphisme de M,(A)/M,(R). Posons & = {M € M,(A)/M,(R) | a(M) = M},
qui est un quotient de £ modulo un idéal nilpotent £ N M,(R). Ainsi £ est locale si et
seulement si € lest. Comme M,(A)/M,(R) = My(k), & induit un automorphisme 3 de
M, (k) de sorte que & est locale si et seulement si & = {X € M, (k) | B(X) = X} Dest.
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On sait que [ est donné par conjugaison, c’est-a-dire, il existe une matrice inversible
Q € M,(k) telle que B(X) = Q7'XQ, pour tout X € M,(k). En particulier, & = {X €
M,(k) | QX = XQ}. Soit E; € M,(k) dont le terme en position (7,7) est 1 et les autres sont
tous nuls. Alors B(E;) = Eiyq,i=1,...,p—1, et (E,) = Ey. Ceci donne E;Q) = QFE;;1,
t=1,...,p—1, et E,Q = QFE,. Ainsi

0 Ao

0 Ay
A 0

avec A1 - - - A, # 0. Remarquons que la forme canonique de Jordan de @ est J,(A\g), ot A\g € k

tel que Aj = Ay ---\,. Donc
& ={X e My(k) | QX = XQ} = {X € My(k) | Jp(Xo)X = X J,(Mo)},

qui se compose des matrices de la forme

a1 Qz -+ AdAp—1 QAp
al a2 .. &pfl

ai ag

a1

Donc & est locale. Ceci acheve la démonstration.

8.17. Théoréme de Green. Soit N un sous-groupe normal de G tel que G/N est
un p-groupe avec p =car(k) > 0. Si V est un kN-module indécomposable, alors V¢ est un
kG-module indécomposable.

Démonstration. On peut supposer [G : N] = p® avec e > 0. Supposons premiérement
|G : N] = p. Alors G/N =< g > pour un g € G. Ceci implique que {1,g,...,¢° '} est un
ensemble complet de représentants de G/H. Soit V un kN-module indécomposable. D’apres

le lemme 8.7, V¢ = @f:—& ¢' @n V en tant que k-espace vectoriel. D’apres le lemme 8.15, en
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tant que £N-modules,
(x)  (VOv=(0eyV)ogenV)o- o eyV),

ol les ¢° @y V sont des kN-indécomposables. Supposons que ¢' @y V = ¢/ @5 V pour

certains 7,7 avec 0 <i < j < p—1. Alors
g lganV 2 en (¢'enV) g on (N V)¢ ey V

avec 0 < j—i <p—1. Posons s = j —i. Alors ¢* QnV X ¢*Qn (¢* N V) X gy V X V.
Ainsi ¢7* @y V, pour tout 0 < j < p — 1. Remarquons que chauqe i est congruent & un js
modulo p, et donc g* = ¢g/*h avec h € N D'ott, ¢! 9y V = ¢* h@n V = ¢ @n V 2 V. Ceci
montre que les ¢° @y V sont 2 & 2 non isomorphes, ou bien, ils sont tous isomorphes a V.

Supposons d’abord que les ¢° @y V sont 2 & 2 non isomorphes. Prenons W un facteur
direct non nul de V. Selon I'isomorphisme (*), il existe un 0 < r < p — 1 tel que ¢" @y V
est un facteur direct de Wy. Alors ¢" ™' @y V = g @n (¢" ®n V) est un facteur direct de
g ®n Wy, ce dernier, d’apres le lemme 8.15(3), est isomorphe & Wy. Ainsi ¢"7 @y V est
un facteur direct de Wy, pour tout 0 < 7 < p — 1. Remarquons que ¢' @y V = ¢"?P @y V
car g € N. Donc ¢' @y V est un facteur direct de Wy pour tout 0 < ¢ < p — 1. Comme
les ¢! @y V sont deux & deux non isomorphes, (V) y = @f:_(} (¢" ®@n V) est un facteur direct
de Wy. Par conséquent, Wy = (V%)y, c’est-a-dire, W = V¢ Ceci montre que V¢ est
indécomposable dans ce cas.

Ensuite supposons que ¢‘®xV = V, pour tout 0 < i < p—1. On montrera que End,g (V)
est locale. Soit T' € Auty, (V) tel que T'(z) = gx, pour tout x € VC. Si ¢ € Endpn((VE)n),
on prétend que ToT ! € Endpn((VY)y). En effet, pour tous h € N, x € VE,

(T¢T~)(hz) = gp(g~ ha) = g(d(g~"hg - g'x) = g9~ "hgd(g~'x) = h - (T¢T")(x).
Ainsi U : ¢ — T¢T ! est un kN-automorphisme de (V¢)y. Comme G = {g'h | h € N,i =

0,1,...,p—1},ona

Endig(VY) = {¢ € Endp(VY) | ¢(g92) = gé(x), ¢(hx) = hé(x), x € V¢ h € N}
= {¢ € Endp(VY) | ¢T = T¢, ¢(hx) = ho(z), z € V¥, h € N}
= {9 € Endin((VO)N) | ¢ = ToT ™" = ¥(o)}.
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Comme (V¢)y = VP, on a un isomorphisme ® : Endyn((VE)y) — My(Endin(V)) de
k-algebres. Donc v = ®UP~! est un automorphisme de M,(Endy(V)) tel que

{¢ € Endin (VE)n) | ¢ = ()} = {M € My(Endyn(V)) | (M) = M}.

Pour 1 < i < p, posons E; € Endyn((VY)y) qui est indentité sur g; @y V et s’annule sur
g; @n V. pour tout j # i. Alors J; = ®(E;) € M,(End,n(V)) dont le terme en position (3, 7)
est 1y et les autres sont tous nuls. Comme T'(¢' @y v) = g(¢' @n v) = ¢"™' @n v, pour tout
veV,onaTET'=FE,i=1,...,p—1,et TE,T™' = Ey. Ainsi a(J;) = Ji11,i =
1,....,p—1, et a(J,) = Ji. Or Endgn (V) est locale comme V' est indécomposable, il suit du
lemme 8.17 que {M € M,(Endx(V)) | a(M) = M} est locale. En conséquence, Endy,g (V)
est locale. Ceci implique que V¢ est indécomposable.

Enfin supposons que [G : N| = p® avec e > 1. Alors il existe une suite
N=Gy<xGi1«---<xG, =G

de sous-groupes de G telle que [Gi1 : G;] = p, pour tout 0 < i < e —1. On a VO est
kG1-indécomposable, et donc (V)2 est kGo-indécomposable. D’apres le lemme 8.8(2),
VG2 o (VE1)C2 ogt k(Gy-indécomposable. Enfin, V¢ = V& est indécomposable. Ceci acheve

la démonstration.

9. Sommets et sources

Partout dans cette section, on se fixe H un sous-groupe de G.

9.1. Définition. Soit U un kG-module. On dit que U est relativement H-projectif s’il
satisfait a la condition suivante: étant donné un kG-épimorphisme ¢ : V' — W, pour tout
kG-morphisme ¢ : U — W il existe un kG-morphisme p : U — V € kG-mod tel que ¥ = ¢p

lorsqu’il existe un kH-morphisme o : U — V tel que ¢ = ¢o.
Remarque. Tout kG-module est relativement G-projective.

9.2. Proposition. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un kG-module U:
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(1) U est relativement H-projectif.

(2) Tout kG-épimorphisme X — U est scindé dans kG-mod lorsqu’il est scindé dans
kH-mod.

(3) U est un facteur direct de (Ugy)“.

(4) U est un facteur direct d'un kG-module relativement H-libre.

Démonstration. Supposons que (1) est valide. Soit ¢ : X — U un épimorphisme dans
kG-mod. Si ¢ est scindé dans kH-mod, alors 1y = wo avec 0 € kG-mod. D’apres (1), il
existe 1 : U — X tel que 1y = ¢1), c’est-a-dire, ¢ est scindé dans kG-mod.

Supposons maintenant que (2) est valide. Comme kG x Uy — U : (a,u) — au est kH-
bilinéaire et surjective, il existe un kG-épimorphisme ¢ : kG @y Uy — U tel que ¢p(a@pyu) =
au. Or Y : U —- kG®R®y Uy : u— 1®pzu est kH-linéaire tel que ¢1p = 1Iy. Donc ¢ est scindé
dans kH-mod, et donc scindé dans kG-mod. C’est-a-dire, U est un facteur direct de (Ug)C.

D’apres le lemme 8.7, (U )¢ est relativement H-libre. Donc (3) implique (4).

Supposons enfin que L est un kG-module relativement H-libre par rapport a un kH-
monomorphisme 5 : X — L. Etant donné un kG-épimorphisme o : M — N. Soit 3 :
L — N un kG-morphisme. Supposons que v : L — M un kH-morphisme tel que § = a~.
Considérons le kH-morphisme vj : X — M. Il existe un kG-morphisme ¢ : L — M tel que
¢j = vj. Dou fj = a¢j, cest-a-dire, (8 — ap)j = 0 = 0j5. Ainsi f = «a¢. Ceci montre
que L est relativement H-projectif. Il est facile de vérifier que tout facteur direct de L est

également relativement H-projectif. Ceci acheve la démonstration.

Remarques. (1) Comme tout kG-épimorphisme est k-scindé, on voit que U est rela-
tivement {1}-projectif si et seulement si U est kG-projectif.
(2) Les kG-modules relativement H-projectifs sont fermés pour les facteurs directs et

pour les sommes directes.

9.3. Théoréme. Soit car(k) = p > 0. Si H contient un p-sousgroupe de Sylow de G,
alors tout kG-module U est relativement H-projectif.
Démonstration. Supposons que H contient un p-sousgroupe de Sylow de G. Alors

|G : H] est inversible dans k. Soit ¢ : V' — U un kG-épimophisme qui est scindé dans
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kH-mod. Alors il existe un idempotent = € Endgy (V') tel que 7(V) = U. Posons

Z grg~ ' € End, (V).
geG/H

[G :
Alors
(V) = ﬁ > gec/H grg~ (V) = ﬁ >gec/u 9T(V)
= om eec/n 9I(U) = ip Lgea U = UL
En plus, pour tout z € U,

1
e(z) = Z grg~! Z 99" Z T=
[G ’ geG/H [G H geG/H [G ’ H] geG/H
Par conséquent, €2 = . Enfin, pour tous h € G,y € V, on a
e(hy) = m Toea 9797 (hy) = g Xgea h(h ' g)gm(h™"9) 7! (y)

= g Leea 979 (y) = h(e(y))-

Ainsi € est un idempotent de Endye(V) tel que (V) = U. Par conséquent, U est un

kG-facteur direct de V. Ceci acheve la démonstration.

Remarques. Tout £kG-module est relativement projectif pour un p-sousgroupe de Sylow
de G.
(2) Si p [ |G, alors {1} est un p-sousgroupe de Sylow de G. Ainsi tout kG-module est

relativement {1}-projective, c’est-a-dire kG-projectif. Par conséquent, kG est semisimple.

9.4. Corollaire. Soit car(k) = p > 0. Si H contient un p-sousgroupe de Sylow de G,
alors un kG-module U est kG-projectif si et seulement si Uy est kH-projectif.

Démonstration. La nécessité se découle du théoreme 5.2. Supposons maintenant que
H contient un p-sousgroupe de Sylow de G et U est un kG-module tel que Uy est projectif.
D’apres le lemme 8.8(3), (Uy)¢ est kG-projectif. En outre U est relativement H-projectif
d’apres le théoreme 9.3. Donc U est un facteur direct de (Uy)® d’aprés la proposition 9.2(3).

Par conséquent, U est kG-projectif. Ceci achéve la démonstration.

9.5. Lemme. Soit U un kG-module relativement H-projectif.

(1) Pour tout g € G, U est relativement gH g~!-projectif.
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(2) Si N est un sous-groupe de G contenant H, alors U est relativement N-projectif et
Uy est relativement H-projectif.

Démonstration. (1) Soient V,W des kG-modules et ¢ : V' — W un k-morphisme.
Pour g € G, considérons le k-morphisme goog™t:V — W :z — gip(g 1 x). Il est facile
de vérifier que si ¢ est kH-linéaire, alors go o g™' est k(¢Hg™!)-linéaire. En particulier, si
1 est kG-linéaire, alors g o 1) o g~! I'est aussi.

Supposons que U est relativement H-projectif. Soit ¢ : V' — W un kG-épimorphisme et
¢ : U — W un kG-homomorphisme. Supposons qu’il existe a: U — V € k(gHg™')-mod tel
que ¢ = Yoa. Alors g togog = (g lorpog)o(gloaoyg) avec g~ ooy, g topog € kG-
mod et gt oaog € k(g'gHg 'g)-mod= kH-mod. Donc il existe 8 € kG-mod tel que
g logog= (g torpog)o3. Par conséquent, ¢ =1po(goBog!) avec gofog~t € kG-mod.

(2) D’apres la proposition 9.2(3), U est un facteur direct de (Uy)%, ce dernier est iso-
morphe & ((Ug)™N)¢ d’apres le lemme 8.8(3). Comme ((Ug)™)% est relativement N-libre,
U est relativement N-projectif. Posons S = Ug. Alors Uy est un facteur direct de (SG) N-

D’apres le lemme de Mackey, en tant que kN-modules,

(S9N = Bgenayu((9@n S)Nngg—1)"

Soit V' un facteur direct indécomposable de Uy. Alors il existe g € G tel que V est un
facteur direct de ((¢ ®u S)nrgrg-1)", un kN-module relativement (N N gHg™')-libre. Donc
V est relativement (N N gHg™')-projectif. D’apres la premicre partie de cet énoncé, V est
relativement (gHg™')-projectif. D’apres 1'énoncé (1), V est relativement H-projectif. Par

conséquent, Uy est relativement H-projectif. Ceci acheve la démonstration.

9.6. Lemme. Soit U un kG-module indécomposable relativement H-projectif. Alors il
existe un facteur direct indécomposable S de Uy tel que U est un facteur direct de S¢.

Démonstration. Soit Ug = Vi ® --- ® V,, ou V; est kH-indécomposable. D’apres la
proposition 9.2(3), U est un facteur direct de (Uy)¢ = V,€@®---@VC. Etant indécomposable,

U est un facteur direct de V;G pour certain 1 <7 < r. Ceci acheve la démonstration.

9.7. Définition. Soit U un kG-module indécomposable. Soit () un sous-groupe

de G d’ordre minimal tel que U est relativement Q-projectif. Soit S un facteur direct
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indécomposable de Uy tel que U est un facteur direct de S¢. On appelle  un sommet et S

une source de U.

Remarques. (1) Un kG-module U est projectif si et seulement si U est relativement
{1}-projectif si et seulement si @ = {1}. On voit donc que le plus petit @ est, le plus pres
U est d’étre projectif.

(2) Si car(k) = p > 0, il suit du théoreme 9.3 que tout sommet d’'un kG-module est un

p-groupe.

9.8. Lemme. Soit U un kG-module indécomposable dont () est un sommet et S est
une source. Si U est relativement H-projectif et T" est un facteur direct indécomposable de
U tel que U est un facteur direct de T'¢, alors il existe g € G tel que gQg~' C H et T est
un facteur direct de ((g ®¢ S)y04-1)"

Démonstration. On a que U est un facteur direct de S, et ainsi Uy est un facteur
direct de (S%)y. Supposons que T est un facteur direct indécomposable de Uy tel que U
est un facteur direct de T¢. Alors T est un facteur direct de (S¢)y. D’apres le lemme de

Mackey, en tant que kH-modules,

(SG)H = @geH\G/Q((Q ®Q S>HﬂgGg*1)H

Etant kH-indécomposable, T' est un facteur direct de ((9 ®q S)Hngaye-1)" pour un g € G.
Ainsi T% est un facteur direct de (((9 ®¢ S)rngae-1)7)¢ qui, d’apres le lemme 8.8(3), est
isomorphe & ((g ®g S)ungay-1)¢. Donc U est un facteur direct de ((g ®g S)ungay-1)°-
D’apres le les lemmes 8.7 et 9.2(4), U est relativement (H N gQg!)-projectif. D’apres la
minimalité de I'ordre de @, on a ¢gQg¢~' = H N gQg~*. D’olt on tire que gQg~! C H et
(9 ®q S)rrgos-1)" = (9 ®g S)ygs-1)". Ceci acheve la démonstration.

9.9. Théoreme. Soit U un kG-module indécomposable dont ) est un sommet et S est
une source.

(1) U est relativement H-projectif si et seulement si H contient un conjugué de Q.

(2) Les sommets de U forment une classe de conjugué de sous-groupes de G.

(3) Si T est une autre source de U, alors T'= g ®¢ S pour certain g € Ng(Q).

(4) Si car(k) = p > 0, alors @ est un p-groupe.
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Démonstration. (1) Si U est relativement H-projectif, d’apres le lemme 9.8, on a
gQg~! C H pour certain g € G. Réciproquement, si ¢gQg~' C H avec g € G, d’apres le
lemme 9.5(1), U est relativement gQg~!-projectif et donc relativement H-projectif. L’énoncé
(2) suit immédiatement de I’énoncé (1) et le lemme 9.5(1).

(3) Soit T" un facteur direct indécomposable de Uy tel que U est un facteur direct de
TS, D’apres le lemme 9.8, il existe g € G tel que gQg~' C @Q et T est un facteur direct de
((990S)4ge-1)%. Onadonc gQg~! = Q c’est-a-dire g € Ng(Q), et ((900S)g0s-1)° = gRS.
D’apres le lemme 8.15(3), (g ®¢q S) est kQ-indécomposable. Ainsi T'= g ®¢ 5.

(4) Supposons que car(k) = p > 0. Prenons P un p-sousgroupe de Sylow de G. D’apres
le théoreme 9.3, U est relativement P-projectif. Ainsi P contient un conjugué de (). Par

conséquent, () est un p-groupe. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. 1l suit du théoreme 9.9(1) et le lemme 9.5(1) qu'un kG-module U est

relativement H-projectif si et seulement si H contient un sommet de U.
Des maintenant jusqu’a la fin de cette section, on suppose que car(k) =p > 0.

9.10. Exemple. Les sommets du module trivial k sont les p-sousgroupes de Sylow de
(. Par conséquent, les p-sousgroupes de Sylow de GG sont deux a deux conjugués.

Démonstration. Soit P un p-sousgroupe de Sylow de G. On sait que P contient un
sommet @ de k. D’apres le lemme 9.5(2), kp est relativement @Q-projectif. D’apres la propo-
sition 9.2(3), kp est un facteur direct de (kg)”. On montrera que (kg)” est indécomposable.
Il suffit de montrer que son socle est de dimension un. Etant un p-groupe, kP admet un

P

seule module simple kp. Ainsi la dimension de soc(kg)” est la multiplicité de kp en tant

que facteur de composition de soc(kg)”. Ainsi, d’apres la dualité du numéro 3(1) du devoir

5, on a dimsoc(kg)?” = dimHomyp(kp, (kg)”). Mais d’apres le lemme 8.11,

Homyp(kp, (kq)") = Homuq((kp)q, ko) = Homug(kq, ko),

qui est de dimension un. Donc (ko) est indécomposable. Ceci implique que kp = (kg)”.
D’apres les lemmes 8.7 et 8.5(2), on a dim(kg)” = [P : Q]dim(kg). Do, [P : Q] = 1,

c’est-a-dire, P = (). Ceci acheve la démonstration.
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Remarque. Si G est un p-groupe, alors G est le seul sommet de k. Ceci veut dire que

k est tres loin d’étre projecif.

9.11. Proposition. Soit U un kG-module indécomposable dont () est un sommet.
Soit H un sous-groupe de G contenant (). Alors toutes les deux conditions des conditions
suivantes sont satisfaites simultanément pour certain kH-module indécomposable V:

(1) V est un facteur direct de Upy;

(2) U est un facteur direct de V¢;

(3) @ est un sommet de V.

Démonstration. (a) Comme () C H, d’apres le théoreme 9.9(1), U est relativement
H-projectif. D’apres le lemme 9.6, il existe un facteur direct indécomposable V de Uy tel
que U est un facteur direct de V¢,

(b) Soit S une source de U. Alors U est un facteur direct de S¢ = (S#)%. Ainsi il exsite
un facteur direct indécomposable V de SH tel que U est un facteur direct de V. D’apres le
lemme 9.2(3), V est relativement Q-projectif. Donc @) contient un sommet R de V. Alors V'
est facteur direct de (Vz)®. Par conséquent, U est un facteur direct de ((Vz)?)¢ = (Vi)“.
En particulier, U est relativement R-projectif. Ainsi ) = R d’apres la minimalité de |Q)|.
Ceci implique que ) est un sommet de V.

(c) Soit S une source de U. Alors S est un facteur direct indécomposable de Uy tel
que de U est un facteur direct de S¢. Comme Uy = (Ug)g, il exsite un facteur direct
indécomposable V' de Uy tel que S est un facteur direct de V. D’apres le lemme 9.5(2),
V' est relativement Q-projectif. Ainsi ) contient un sommet R de V. D’apres le lemme
9.5(2), Vg est relativement R-projectif. Donc Vg est un facteur direct de ((Vg)r)¥ = (V&)<.
Ceci implique que S¢ est un facteur direct de ((Vz)?)% = (Vz)¢. Par conséquent, U est un
facteur direct de (Vz)%, et donc relativement R-projectif. Ainsi Q = R d’apres la minimalité

de |Q|, c’est-a-dire, @ est un sommet de V. Ceci acheve la démonstration.

9.12. Lemme. Soit U un kG-module indécomposable dont () est un sommet et kg est
une source. Si H est un sous-groupe de G, alors Uy admet un facteur direct indécomposable
ayant un sommet contenant ¢ N H.

Démonstration. Par hypothese, kg est un facteur direct de Ug. Ainsi kgny est un
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facteur direct de Ugng = (Un)gnu. Comme kgnp est indécomposable, il existe un facteur
direct indécomposable V' de Uy tel que kgnm est un facteur direct de Vnp.
Soit R un sommet de V. En particulier, V' est relativement R-projectif. Donc V' est un

facteur direct de (Vg)¥. Ceci imlique que Vgng est un facteur direct de

((VR)H)QQH = Bnenmn\u/r((h Or VR)(QmH)mthfl)QmH

Par conséquent, kgng est un facteur direct de ((h®gVr)@nm)nn ru-1)@™ pour certain h € H.
Ainsi kgny est relativement (Q N H N hRh™')-projectif pour un h € H. Comme @ est un
p-groupe, ) N H D'est également. Ainsi () N H est le sommet de kgng. Ceci entraine que
(QNHNAhRh™) = QN H, cest-a-dire, Q N H C hRh™!. Ce dernier est un sommet de V.

Ceci acheve la démonstration.

9.13. Lemme. Soit N un sous-groupe normal de G, et soit U un kG-module tel que
Uy indécomposable. Si @ est un sommet de U, alors QN/N est un p-sousgroupe de Sylow
de G/N.

Démonstration. Soit () un sommet de U. Remarquons que ) est un p-groupe. Prenons
S un p-sousgroupe de Sylow de G qui contient ). Alors SN/N est un p-sousgroupe de Sylow
de G/N contenant QN/N. On veut montrer que SN/N = QN/N.

D’apres la proposition 9.11, il existe un facteur direct indécomposable de Ugsy dont Q)
est un sommet. Mais Ugy est indécomposable car Uy l'est. Donc Ugy est relativement
QN-projectif car Q C QN, et ainsi Ugy est un facteur direct de ((Usy)on)*™ = (Ugn)*N.

Comme QQN/N est un sous-groupe du p-groupe SN/N | il existe une suite
QN/N = Ry/N <R;/N<---<QR;/N =SN/N, N CR,
de sous-groupes de SN/N telle que [R;/N : R;_1/N] =p,i=1,...,s. On a donc une suite
QN =Ry<Ri<---<R;,=5SN

de sous-groupes de SN telle que R;/R;_; est d’ordre p, i = 1,...,s. Or Ugy est indécomposable
car Uy l'est. D’apres le théoreme de Green, (UQN)SN est indécomposable. Ainsi Ugy =
(Ugn)®N. D’apres le lemme 8.7, dimUgy = [SN : QN]dimUgy. Cela veut dire que dimU =
[SN : QN]dimU. Ainsi SN = QN. Ceci acheéve la démonstration.
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10. Intersections triviales

Partout dans cette section, on suppose que car(k) = p > 0 et que P est un p-sousgroupe
de Sylow de G d’intersection triviale, c’est-a-dire, pour tout g € G, soit PN (gPg~ ') = P
soit PN (gPg~') = {1}. On note L = Ng(P) le normaliseur de P dans G.

10.1. Lemme. Si g € G\L, alors l'ordre de L N (gLg™"') n’est pas divisible par p. Par
conséquent, k(L N (gLg™')) est semisimple.

1

Démonstration. On a P < L, et donc gPg~! < gLg™!, pour tout ¢ € G. Ainsi P est

1 1

le seul p-sousgroupe de Sylow de L, et gPg~" est le seul p-sousgroupe de Sylow de gLg™".
Soit H un p-sousgroupe de Sylow de L N (gLg™') contenant P N (gPg~'). Alors H est
un p-sousgroupe de L. Ainsi H C P. De méme, H C gPg~'. Donc PN (gPg ') = H
est un p-sousgroupe de Sylow de L N (gLg™'). Si g € G\L, alors gPg~! # P, et donc
PN (gPg™') = {1} par hypothese. Cele veut dire que p f|L N (gLg™")|. Ceci acheve la

démonstration.

10.2. Théoréme. Il existe une correspondance bijective entre les classes d’isomorphisme
des kG-modules indécomposables non projectifs et les classes d’isomorphisme des kL-modules
indécomposables non projectifs. Si U € kG-mod et V' € kL-mod sont de tels modules qui se
correspondent, alors

U, 2VaeQ e Vi=UaR

avec R un kG-module projectif et () un kL-module projectif.
Démonstration. Soit V' un kL-module indécomposable non projectif. Soit {g1, g2, ..., 9}
avec g; = 1 un ensemble complet de représentants des classes bilateres de G pour L et L.

D’apres le lemme de Mackey,
(%) (VG)L = @i ((g:®r V)LﬂgiLgi_l)L =VeY, ou Y=, V)Lﬂ(giLgi_l))L‘

Pour tout i > 2, on a g; ¢ L, et donc k(LN (g;Lg; ') est semisimple, d’apres le lemme 10.1.

En particulier, (¢;®LV) 1y 1,-1) €8t projectif. D’apres le lemme 8.8(3), ((gi®LV)m(giLgf1))L

9iLg;
est projectif. D’olt, Y est kL-projectif. Posons V¢ = U, @ Uy @ --- @ U,, avec les U; kG-

indécomposables. Alors (V) = (Uy)r® (Us)®- - @ (Uy,) . D’apres le corollaire 9.4, U; est
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kG-projectif si et seulement si (U;), est kL-projectif puisque L contient un p-sousgroupe de
Sylow de G. D’apres (x), il existe un unique i avec 1 <7 < n tel que (U;), est non projectif.
Donc il existe un unique ¢ avec 1 < i < n tel que U; est non kG-projectif. Supposons que U,
est non projectif et posons U = U; et R = ®P,U;. Alors VY = UG R avec U indécomposable
non projectif et R projectif. On voit maintenant que V&Y = (V) = Uy, @ Ry. Comme
Ry, est projectif et V' est indécomposable non projectif, V' est un facteur direct de U;. Donc
U,=VaQ. AinsiVaoY =Vao&Qa R, Dou@ est un factuer direct de Y, et donc
k L-projectif.

Supposons que U correspond a deux tels modules V; et V5. Alors U, = Vi Q1 = VaB Qo
avec (01 et ()2 kL-projectifs. D’apres le théoreme de Krull-Schmidt, V; = Vj.

Soit enfin U un kG-module indécomposable non projectif. D’apres le théoreme 9.3, U est
relativement L-projectif. D’apres le lemme 9.6, il existe un facteur direct indécomposable
V de Uy, tel que U est un facteur direct de V&. Comme U est non kG-projectif, d’apres le
lemme 8.8(3), V est non kL-projectif. D’apres I'argument précédent, V¢ contient un unique
facteur direct non projectif indécomposable qui est nécessairement U. Ainsi U correspond a

V. Ceci acheéve la démonstration.

10.3. Lemme. Soit H un sous-groupe de G. Alors une suite exacte
01 -5V-2L51-0
dans kH-mod est scindée si et seulement si
0—>V1GQ—G>VGg—G>V2G—>O

est scindée dans EG-mod.

10.4. Théoreme. Soient U; et Us; des kG-modules indécomposables non projectifs
correspondants aux kL-modules indécomposables non projectifs V; et V5, respectivement.
Alors Ext}; (Va, V1) est non nul si et seulement si Ext},(Us, Up) est non nul.

Démonstration. Supposons que 0 — Vj BRI /LR Vo — 0 est une suite exacte non

scindée dans kL-mod, ou ¢ est I'inclusion. D’apres le lemme 10.3,
() 0—VE L Ve Ly Lo
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est une suite exacte non scindée dans kG-mod. Posons V;% = U; ® R;, ol R; est kG-projectif,
i=1,2. Comme Uy ® Ry = V., 2 V& /VC il existe un sous-module W de V¢ contenant V,*

tel que W/V\¢ = Uy, et donc
VE/W = (VEIVE)[(W/VIE) = Vy' [Us = Ry,

Ceci donne un diagramme

o V¢
R, {

14
Us

Uy

i
|

Ry

o

Alors (W/Ry)/U, = (W/Ry)/(VE/Ry) &2 W/VE = U,. Supposons que V,/R; est un
facteur direct de W/R;. Alors il existe un sous-module X de W tel que W = X + V% et
XNV =R, Etant kG-projectif, Ry est kG-injectif. Ainsi X =Y & R;. Ceci donne

W=X+Vi=Y+R+V=Y+VF

OorYnvVef =YnRnNVY = YNR)NVY = 0. Donc W =Y @ V. Comme
(VE/Y)/(W)Y) 2 VE /W = R, est projectif, W/Y est un facteur direct de V¥/Y. Ainsi il
existe un sous-module Z de V& tel que VG =Z 4+ W et ZNW =Y. Donc

VE=Z+W=Z+Y+VE=2Z+VC

Comme ZNVE =ZN(WNVE) =YNVE =0,onaV®=2ZaVC Ainsi (x) est une suite
scindée, une contradiction. Ceci montre que V,¥/R; n’est pas un facteur direct de W/R;.
Donc 0 — U; — W/R; — Us — 0 est exacte non scindée dans kG-mod.

Réciproquement supposons que 0 — U; I N U; — 0 est une suite exacte non
scindée dans kG-mod, ou ¢ est linclusion. D’apres le théoreme 9.3, U, est relativement

L-projectif. Ainsi ¢ n’est pas scindée dans kL-mod, c’est-a-dire, la suite exacte
(**) O—><U1)LL>UL£><U2)L—>O
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dans kL-mod n’est pas scindée. Posons (U;)p = Vi ® @y, ou Q; est kL-projectif, i = 1,2.
Comme Vo ® Q2 = (Uz), =2 UL/(Uy)y, il existe un sous-module W de U}, contenant (Uy)y, tel
que W/(Uy)p = Va, et donc

Ur/W = (Ur/(U1))/(W/(Ur)) = (U2)r/Va = Q2.

Ceci donne un diagramme

QZ{OVUVL
VQ{ (Uh)r
|

Alors (W/Q1)/(Uy)L/Q1) = W/(Uy) = Va. Supposons que (Uy)r/Qq est un facteur
direct de W/@Q,. Alors il existe un sous-module X de W tel que W = X+ (U ) et XN(Uy)p =
Q1. Etant kL-projectif, 1 est kL-injectif. Ainsi X =Y & ;. Or

W:X+(U1)L:Y+Q1—|—(U1)L:Y—|—(U1)L

Comme Y N(Uy)y =Y N(QN(U)L) =0,onaW =Y & (Uy),. En outre, comme
(UL)Y)/(W/]Y) = UL/W = Q4 est projectif, W/Y est un facteur direct de Ur/Y. Ainsi il
existe un sous-module Z de Uy, tel que U, = Z+ W et ZNW =Y. Ceci donne

U,=Z+W=2Z+Y +U)=2+ (Uy)s.

Comme ZN (Uy)=ZN(WnN(Uy)) =Y N(U), =0, on voit que U, = Z & (Uy),. Ainsi
(x%) est scindée, une contradiction. Ceci montre que (Uy)/Q1 n'est pas un facteur direct
de W/Q1. Donc 0 — V; — W/Q; — Vo — 0 est une suite exacte non scindée dans kL-mod.

Ceci acheve la démonstration.

Soient U et V' des kG-modules. Désignons par P(U, V') le k-sousespace de Homyq (U, V)

des homomorphismes qui se factorisent par un £G-module projectif. Posons
Homy (U, V) = Homgq(U,V)/P(U, V).
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10.5. Lemme. Pour tous kL-module V' et kG-module U, on a
Homy(VE,U) = Homy,(V, Uy).
Démonstration. Soit j: V — V¢ : 2+ 1®; 2. On a vu dans le lemme 8.11 que
D : Homkg(VG, U) — Homy,(V,UL) : ¢ — ¢y

est un k-isomorphisme. Donc il suffit de vérifier que ¢ € P(VY U) si et seulement si
¢j € P(V,Uyp). En effet, supposons qu'il existe des kG-morphismes o : V¢ — Ret 3: R — U
avec R un kG-projectif tels que ¢ = fa. Alors ¢j = Brayrj se factorise par Ry, qui, d’apres
le théoreme 5.2, est kL-projectif.

D’autre part, supposons qu’il existe des kL-homomorphismes v:V — Q et d : Q — U
avec Q projectif tels que ¢j = &v. D’apres le lemme 8.8(3), QY est kG-projectif. Comme
QY est relativement L-libre par rapport & 'application kL-linéaire i : Q — Q¢ 1y — 1 ®. v,

il existe un kG-morphisme ¢ : Q¢ — U tel que § = ei. Or pour tout v € V, on a

ej(v) = ey (1@ v) = e(1 @1 7(v)) = €i(v(v) = (v (v)) = ¢3(v).
Ainsi e7%j = ¢j. Donc ¢ = ey € P(VY U). Ceci achéve la démonstration.

10.6. Théoreme. Soient U; et Uy des kG-modules indécomposables non projectifs
correspondants aux kL-modules indécomposables non projectifs V; et V5, respectivement.
Alors

Homy(Uy, Uz) = Homyp, (V4, V3).

Démonstration. Comme V¢ = U; @ R, avec R, projectif et (Us), = Vo @ Qo avec Qy

projectif, on a
Homy(Uy, Us) = HOHlkG(VF7 Uy) et Homy(Vi, V) = Homyr (Va, (Us)1).
D’apres le lemme 10.5, Homyg(V,E, Us) = Homyr, (Vi (Us) ). Ceci achéve la démonstration.

Remarque. Soient kG-mod et kL-mod les catégories stables sur kG et sur kL respective-
ment. Alors la correspondance bijective donnée dans le théoreme 10.2 induit une équivalence

de kG-mod sur kL-mod. C’est-a-dire kG et kL sont stablement équivalentes.
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11. Correspondance de Green

Soit H un sous-groupe de G. Si P et R sont des sous-groupes de G tels que hPh™' < R
pour certain h € H, on note alors P <y R. Soit ‘H une famille de sous-groupes de G. On
note P <y H lorsque P <y R pour certain R € H. En outre, on dit qu'un kG-module U
est relativement H-projectif si U = Uy @ --- & U,, ou chaque U; est relativement projectif

pour certain sous-groupe dans H.

Partout dans cette section, on suppose p = car(k) > 0 et se fixe () un p-sousgroupe de G

et L un sous-groupe de G contenant Ng(Q). Posons

X={sQs'NQ|scG\L}, Y={sQs'NL|scG\L}), Z={R|R<Q, R £g X}.

Remarques. (1) Si G =L, alors X =) = {{1}}.
(2) Qe Z.

11.1. Lemme. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un sous-groupe R de Q:

(1) R<¢g X.

(2) R<p X.

B)R<LY.

Démonstration. Supposons qu’il existe g € G tel que gRg™' C sQs~! N Q pour un
s€ G\L. Si g € L, alors R < X par définition. Si g & L, alors g7'QgNQ € X. Comme
R <g7'Qg et R < (Q par hypotheése, on a R < ¢g7'QgNQ, et donc R <; X car 1 € L. Ceci
montre que (1) implique (2).

Supposons qu'il existe z € L tel que zRx™" C sQs' N Q pour un s € G\L. Mais
sQs'NQ <sQs'NLeY. Ainsi R <p Y. Ceci montre que (2) implique (3).

Supposons qu'il existe z € L tel que xRz~ C sQs™ ' N L pour un s € G\L. Alors
R < (z71's)Q(s™'z). Donc R C (27's)Q(s7'x) N Q car R C Q par hypothese. Comme
s Lyona ((x7's)Q(s7'z))NQ € X, et donc R <g X. Ceci acheve la démonstration.

Remarques. (1) Un kG-module indécomposable U admet un sommet R € Z si et

seulement si U est relativement Q)-projectif et n’est pas relativement X-projectif.
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(2) Un kL-module indécomposable V' admet un sommet R € Z si et seulement si V' est

relativement ()-projectif et n’est pas relativement )-projectif.

11.2. Lemme. Soient P, H des sous-groupes de G tels que P < H. Si W est un
kH-module relativement P-projectif, alors W& est relativement P-projectif.

Démonstration. Etant relativement P-projectif, W est un facteur direct de (Wp).
Ainsi W est un facteur direct de ((Wp)#)% = (Wp)“. Par conséquent, W& est relativement

P-projectif d’apres la proposition 9.2(4). Ceci achéve la démonstration.

11.3. Lemme. (1) Si U est un kG-module relativement X-projectif, alors Uy est
relativement )-projectif.

(2) Si V est un kL-module relativement Q-projectif et Y-projectif, alors V¢ est relative-
ment X-projectif.

Démonstration. On peut supposer que G # L.

(1) Supposons que U est relativement X-projectif. Soit W un facteur direct indécomposable
de U. Alors W est relativement (sQs~1NQ)-projectif pour certain s € G\ L. D’apres le lemme
9.5(2), W est relativement (sQs~! N L)-projectif, et W, 1'est également. Par conséquent, U,
est relativement )-projectif.

(2) Supposons que V' est un kL-module relativement @Q-projectif et Y-projectif. Soit
W un facteur direct indécomposable de V. Alors W est relativement ()-projectif. Ainsi @)
contient un sommet R de W. Comme W est relativement YV-projectif, R < ) d’apres le
théoreme 9.9. Ainsi R <5 X d’apres le lemme 11.1. Comme W est relativement R-projectif,
d’apres le lemme 11.2, W& T’est aussi. Comme R <g X, on déduit du lemme 9.5 que W¢
est relativement X-projectif. Par conséquent, V& est relativement X-projectif. Ceci acheve

la démonstration.

11.4. Lemme. Soit V un kL-module relativement Q-projectif. Alors (V&) 2V @Y,
ou Y est un kL-module relativement Y-projectif.

Démonstration. Comme V est relativement ()-projectif, il existe un kQ-module W
tel que Wl = V@ T avec T un kL-module. Ainsi W¢ = (W1)¢ = V¢ @ T Donc
(W = (V9 @ (T9). 1l suit du lemme de Mackey que (VE), =V @Y, (T, =To Z
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avec Y, Z des kL-modules. En outre,
(WL = Bsernvaro((s ®o W) rnsgs—1)" = W e X,
ot X = Dsern/, s¢r((5s ©9 W) rnsgs—1)" est relativement Y-projectif. Comme
VeYeTaZ2VaeTaX,

onaY ®Z=X. Ainsi Y est relativement Y-projectif tel que (V) =V @Y. Ceci achéve

la démonstration.

11.5. Lemme. Soit U un kG-module indécomposable ayant un sommet R € Z. Alors
U, =V ®Y, ouV est un kL-module indécomposable avec sommet R tel que U est un
facteur direct de V¢, et Y est un kL-module relativement Y-projectif.

Démonstration. D’apres la proposition 9.11, il existe un kL-module indécomposable
V dont R est un sommet tel que U est un facteur direct de V¢. Comme R < ) on voit
que V est relativement Q-projectif. D’apres le lemme 11.4, (V) 2 V @ Y], ol Y] est un
kL-module relativement Y-projectif. Comme Uj, est un facteur direct de (V) et V est
indécomposable, il existe un facteur direct Y de Y] tel que soit Uy, 2V @Y, soit U, =Y.
D’apres la proposition 9.11, Uy, possede un facteur direct indécomposable W dont R est un
sommet. Si W est un facteur direct de Y, alors W est relativement )-projectif, et ainsi
R <; Y. D’apres le lemme 11.1, R <g X. Ceci contredit que R € Z. Donc W n’est pas
un facteur direct de Y. Par conséquent, Uy, 2 Y. Ceci montre que Uy, = V @Y avec Y

relativement )-projectif. Ceci acheve la démonstration.

11.6. Corollaire. Soit U un kG-module relativement @Q-projectif. Alors U est rela-
tivemnt X-projectif si et seulement si Uy, est relativement )-projectif.

Démonstration. La nécessité suit du lemme 11.3(1). Supposons que U n’est pas rel-
ativemnt A-projectif. Alors il exsite un facteur direct indécomposable W de U qui n’est
pas relativement X'-projectif. Etant relativement Q-projectif, W admet un sommet R < Q).
Ainsi R € Z car W n’est pas X-projectif. D’apres le lemme 11.5, W, =V @ Y avec V
indécomposable dont R est un sommet. Comme R € Z, V n’est pas Y-projective. Par

conséquent, Wy, et donc Uy, n’est pas YV-projectif. Ceci acheve la démonstration.
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11.7. Lemme. Soit V un kL-module indécomposable ayant un sommet R € Z. Alors
VG =U ® X, ou U est indécomposable avec sommet R tel que V est un facteur direct de
Uy et X est relativement X-projectif.

Démonstration. Comme V est relativement R-projectif, d’apres le lemme 11.2, V¢
est relativement R-projectif. En outre, V est relativement Q-projectif puisque R < Q.
D’apres le lemme 11.4, (VY), = V @Y avec Y relativement Y-projectif. Posons V¢ =
Uy ®Us @ -+ @ U, avec U; indécomposables. On peut supposer que (Uy), =V @ Y;. Alors
Y =Y1®U)® & (U,)r. Ainsi (U;)r, est Y-projectif et donc X-projectif d’apres le
lemme 11.6, pour tout ¢ > 1. Posons U = U; et X =Us @ --- D U,. Alors VE =U @ X
avec V un facteur direct de Uy, et X relativement X-projectif. 1l reste a vérifier que R est
un sommet de U. Etant un facteur direct de V¢, U est relativement R-projectif. Donc R
contient un sommet R; de U. En outre, Uy, n’est pas YV-projectif car V' ne I'est pas. Ainsi U
n’est pas X-projectif d’apres le lemme 11.6. Donc R; € Z. Remarquons que U, =V @& Y;
avec Y] relativement Y-projectif. D’apres les remarques suivant le lemme 11.1, R; n’est
sommet d’aucun facteur direct de Y;. Il suit du lemme 11.5 que R; est un sommet de V.

Ainsi R = R; car R est un sommet de V. Ceci acheve la démonstration.

11.8. Corollaire. Soit V' un kL-module relativement ()-projectif. Alors V' est relative-
ment Y-projectif si et seulement si V¢ est relativement X-projectif.

Démonstration. La nécessité suit du lemme 11.3(2). Supposons que V n’est pas rela-
tivement )-projectif. Alors V' admet un facteur direct indécomposable W qui n’est pas rela-
tivement )-projectif. Etant relativement Q-projectif, W admet un sommet R < (). D’apres
les remarques suivant le lemme 11.1, R € Z. D’apres le lemme 11.7, W& = U@ X, ot U est
indécomposable avec sommet R. Comme R € Z, U n’est pas X-projectif. Par conséquent,

W&, et donc V& n’est pas relativement X-projectif. Ceci acheve la démonstration.

11.9. Correspondance de Green. Il existe une correspondance bijective entre les
classes d’isomorphisme des kG-modules indécomposables ayant un sommet dans Z et les
classes d’isomorphisme des kL-modules indécomposables ayant un sommet dans Z. Si U €

kG-ind et V € kL-ind sont de tels modules qui se correspondent, alors U et V ont le méme
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sommet et

U 2VaY et Ve=UapX

ou Y est relativement YV-projectif et X est relativement X'-projectif.

Démonstration. La corréspondance est donnée par les lemmes 11.5 et 11.7. 1l reste
a vérifier que cette correspondance est bijective. Soient U un kG-module indécomposable
ayant un sommet R € Z et V un kL-module indécomposable ayant un sommet R € Z qui
correspond & U. En particulier, U est un facteur direct de V¢. D’apres le lemme 11.7,
VG =U"® X', oit X’ est relativement X-projectif et U’ est un kG-module indécomposable
dont R est un sommet. Remarquons que U n’est pas relativement X-projectif car R € Z.
Ainsi U = U’. Par conséquent, U est le kG-module indécomposable qui correspond a V.
De méme, si V' est un kL-module indécomposable ayant un somme R € Z et U est le kG-
module correspondant a V', alors V est le kL-module correspondant a U. Ceci acheve la

démonstration.

Remarque. Le théoreme 10.2 est un cas spécial du théoreme 11.9 pour le cas ou @)
est un p-sousgroupe de Sylow de G d’intersections triviales. En effet, pour tout s ¢ L,
QNsQs™' ={1}. Donc X = {{1}}. Ainsi Z se compose des sous-groupes non-identités de
Q. De plus, comme Q est le seul p-sousgroupe de Sylow de L, on a LNs@Qs~' = {1} pour tout
s ¢ L. Par conséquent, Y = {{1}}. On voit maintenant qu'un kG-module indécomposable
U possede un sommet dans Z si et seulement si U est non-projectif, et un kG-module X est

X-projectif si et seulement si X est projectif. Il en est de méme pour les kL-modules.

On va étudier les homomorphismes entre les modules pour la correspondance de Green.
Soit ‘H une famille de sous-groupes de G. Si M, N sont des kG-modules, désignons par
Homyg (M, N) le sous-espace de Homy (M, N) des homomorphismes qui se factorisent par

un kG-module relativement H-projectif (un tel homomorphisme est dit H-projectif). Posons

Hom]L, (M, N) = Homyg(M, N)/Homye» (M, N).

11.10. Lemme. Soit H une famillie de sous-groupes de G. Alors un kG-module M est

relativement H-projectif si et seulement si 1y, € Homyg (M, M).
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Démonstration. La nécessité est évidente. Si 1), : M — M se factorise par un
kG-module relativement H-projectif N, alors M est un facteur direct de N. Donc M est

relativement H-projectif. Ceci acheve la démonstration.
Soit V' un kH-module avec H un sous-groupe de G. D’apres le lemme 8.7,
VE = @Guequs@u V= (10 V)W,

en tant que k-espace vectoriel. Remarquons que 1@y V et W = @scq/n, s¢ns @u V sont des
k H-sousmodules de V&, Donc (V) g = (1@x V)W = VW en tant que kH-module. Par
conséquent, i : V — VY : v +— 1®pyv est une kH-section, p: V& — V : > seq/H SQHUs — V1
est une kH-rétraction et
5:ip:VG—>VG: Z SRy vst— 1Ry vy
s€G/H

est un idempotent de Endyy ((VY)g).
11.11. Lemme. Soient M et N des kG-modules et R un sous-groupe de Q). Alors
HOH’IkL’R(ML, NL) Q HOkay(ML, NL) + HOHI]CG’R(M, N)

Démonstration. Soit ¢ € Homyp p(Mp, N). Alors ¢ = fa, ou a : My, — V et
B :V — Np sont des kL-morphismes avec V' relativement R-projectif. Alors

o M-V Y sepalsT'a)
s€eG/L

est kG-linéaire tel que o = po/, ou p : V¢ — V . Dseq/18 @ v, — v1. En outre, Ve
est relative L-libre par rapport au kL-morphisme i : V — V& : v — 1 ® v, il existe un

kG-morphisme ' : V¢ — N tel que 3 = 4. Ainsi
¢ — /606:6/0/_"_(60{_/6/&/)
— ﬁ/a/ + (5’2]?0/ _ /Bla/)
= fad +[F(ip— 1ye)d.

Comme V est relativement R-projectif, d’apres le lemme 11.2, V& I'est également. Ainsi

f'a’ € Homyg r(M,N). 1l reste a vérifier que f'(ip — lye)a’ € Homgy (M, N). Comme
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(VO L=V e W avec W = Y cq/1.5¢1 5 @1V, on voit que
ip—1lye : VG - VE: Z S Qp Vg — — Z (s ®p vs)
s€G/L s€G/L,s¢L
se factorise par W. Remarquons que V est relativement ()-projectif comme R C L. D’apres
le lemme 11.4, (VY), 2 V@Y avec Y relativement Y-projectif. Or V@Y = V@ W entraine
que W =Y est relativement Y-projective. Ainsi ' (ip — lye)a’ € Homgp y(M, N). Ceci

achéve la démonstration.

11.12. Théoréme. Soient U un kG-module indécomposable ayant un sommet R € Z
et V le kL-module indécomposable correspondant a U. Les énoncés suivants sont valides
pour tout kG-module M :

(1) Si M est indécomposable tel que V' est un facteur direct de My, alors M = U.

(2) U est un facteur direct de M si et seulement si V' est un facteur direct de M.

Démonstration. (1) Supposons que M est indécomposable et M, =V & W avec W
un kL-module. Soient p : M — V la projection et ¢ : V' — M, I'injection. Comme V et
U ont méme sommets, m = gp € Homyy g(M, M). D’apres le lemme 11.11, 7 = o + 3 avec
a € Homyy y(M, M) et B € Homgg r(M, M). 11 est évident que Homyg r(M, M) est un
idéal bilatere de Endge(M). Supposons que Homyg g(M, M) # Endgg(M). Comme M est
indécomposable, Homyg r(M, M) est nilpotent. En particulier, " = 0 pour certain n > 0.
Comme 7 est un idempodent, on a 7 = 7" = (a+ )" € Homyy, y(M, M). Ceci entraine que
Iy = prq € Homyp y(V, V). D’apres le lemme 11.10, V' est relativement Y-projectif, ce qui
contredit que R € Z. Donc Homyg g(M, M) = Endie(M). En particulier, 1), se factorise
par un kG-module R-projectif. D’apres le lemme 11.10, M est relativement R-projectif.
Ainsi R contient un sommet R’ de M. D’apres le lemme 9.5(2), M, est relativement R'-
projectif, et donc V' l'est aussi. Comme R est un sommet de V, on a R' = R. Donc R est
un sommet de M. D’apres le lemme 11.5, M} admet un seul facteur direct indécomposable
ayant R pour sommet, qui est nécessairement isomorphe a V. Ainsi V est le kL-module
indécomposable correspondant a M, c’est-a-dire, M = U.

(2) Supposons que U est un facteur direct de M. Alors Uy, est un facteur direct de M.
Donc V' est un facteur direct de M. Réciproquement si V' est un facteur direct de M,

alors il existe un facteur direct indécomposable N de M tel que V est un facteur direct de
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Np. D’apres la partie (1), N = U. Ainsi U est un facteur direct de M. Ceci acheve la

démonstration.

11.13. Lemme. Soit H un sous-groupe de G. Si V est un kH-module et U est un
kG-module, alors tout kG-morphisme ¢ : V¢ — U se factorise par (U ).

Démonstration. On a vu que 'application
e: Ve S VY. Z Qv — 1Ry 1
teG/H
est kH-linéaire. Soit ¢ € Homyg(VE, U). Posons 1) = ¢ € Homyy(VE, U). On sait que
W V= (Un) y— > s@uy(sT'y)
s€eG/H
est kG-linéaire. Remarquons que
P (UH)G—>U Z (t@HUt) = Z tut
teG/H teG/H
est kG-linéaire. Pour tout z = ZteG/Ht Qp v, € VE,
P(z) = ¢ ( > t(loy vt)) = > tp(1Quvy).
teG/H teG/H

Bt
P (@) = p(Teecm s ©nv(sx))
=p (ESEG/H s @y ¢ (EteG/H s~ ®n Ut))
=r (ZseG/H s ®n (1 ®n Us))
= Ysea/u 501 @u vs) = o(x).

Ainsi ¢ = py)’ se factorise par (Uy)“. Ceci achéve la démonstration.
11.14. Lemme. Soient H et K des familles de sous-groupes de G, et
L={HNsKs'|HeH Kek,seG}

Si ¢ € Homge, #(X,Y) et ¢ € Homye, (Y, Z), alors ¢ € Homyg, £(X, Z).
Démonstration. Soit ¢ : X — Y se factorisant par un kG-module relativement H-

projectif U. D’apres la définition, U = Uy @ - -- @ U,., ou U; est relativement projectif pour
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certain H; € H. Ainsi ¢ = ¢1 + - - - + ¢, avec ¢; se factorisant par U;. Or U; est un facteur
direct de V&, ot V; = (U;)p,. Ainsi ¢; = By avec a; : X — Vet 5 : VY — Y. De
méme, on peut écrire ¢ = d1y1 + -+ + 957, ou 7y, 1 Y — WjG et §; : WJG — Z sont des
kG-morphismes avec W; un kKj;-module et K; € K, j =1,...,s. Ainsi
Vo= > ()
1<i<r,1<j<s

D’apres le lemme 11.13, v;5; se factorise par ((VVJG)HJG D’apres le lemme de Mackey,
(VVJG)HZ = @SEHZ-\G/KJ-((S ®Kj Wj)Hiﬂsst*1>Hi7

ce qui est relativement L-projectif. D’apres le lemme 11.2, ((VVJG) 1,)¢ est relativement

L-projectif. D’out on tire que ¢ € Homye, £(X, Z). Ceci acheve la démonstration.

11.15. Corollaire. Soient V un kL-module relativement Q-projectif. Pour tout kL-
module W, on a

Hoka’X(V, W) == HOIIlk;L’y(V, W)

Démonstration. Comme Q N sQs™ ' C LN s@Qs™ !, un kL-module est relativement
Y-projectif s’il est relativement X-projectif. Donc Homyp x(V, W) C Homyr y(V,W). De
lautre c6té, si ¢ € Homyp, y(V, W), alors ¢ = ¢ly,. Comme 1y, € Homyy (V. V), d’apres
11.14, ¢ se factorise par une somme directe de kL-modules X; avec X; étant relativement

Vavec s; € Let g; €

projectif pour certain sous-groupe de la forme Q N g;(L N 5;Qs; ') g;
L. Comme Q N g;(L N s;Qs; g7t € QN (g:si)Q(gisi) ™, on voit que X; est relativement
Q N (g:5)Q(gss:) t-projectif. Comme g;s; € L, on a Q N (g;5)Q(gss:)™ € X. Ainsi ¢ €

Homyp »(V, W). Ceci acheve la démonstration.

11.16. Lemme. Soient U un kG-module indécomposable ayant un sommet dans Z et

V' le kL-module indécomposable correspondant a U. Pour tout kG-module M, on a

Homy,(U, M) = Homy, (V, M).

~Y

Démonstration. Comme V¢ = U @ X avec X relativement X-projectif, I'injection
U — V% induit un isomorphisme Hom: Y, (U, M) = Hom;%,(V, M). Donc il suffit de montrer

que Homy, (V& M) = Homy, (V, My).
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Considérons le kL-morphisme i : V — V¢ : v+ 1 ®p v. Il suit du lemme 8.11(1) que
® : Homyg(VE, M) — Homyp(V, ML) : ¢ +— ¢i

est un k-isomorphisme. Donc il suffit de vérifier que ¢ € Homyg x(VE, M) si et seulement
si ¢i € Homyp y(V, Mp). Comme V est relativement Q-projectif, d’apres le lemme 11.15,
Homyy, »(V, My) = Homyy »(V, My).

Supposons que ¢ = fBa, ou a : V¢ — X; et B : X; — M sont kG-linéaires avec
Xy relativement X-projectif. Alors ¢i = [rari se factorise par X qui est relativement
Y-projectif d’apres le lemme 11.3(1). Donc ¢i € Homyy y(V, Mp).

Supposons réciproquement que ¢i € Homyp »(V, My). Alors ¢i = dy, oty :V — Y et
0 :Y — M;p sont des kL-morphismes avec Y relativement X-projectif. D’apres le lemme
11.2, Y9 est relativement X-projectif. Comme Y est relativement L-libre par rapport &
j:Y - Y% y—1®py, il existe un kG-morphisme &' : Y& — M tel que 6 = §'j. Or pour
tout v € V, on a 0y%i(v) = ¢ (1 @Lv) = 8 (1 @ v(v)) = §j(v(v)) = §(v(v)) = ¢i(v).

Ainsi §'v%i = ¢i. Donc ¢ = §'v“ € Homyg x(VE, M). Ceci achéve la démonstration.

11.17. Théoreme. Soient U; un kG-module indécomposable ayant un sommet dans Z

et V; le kL-module indécomposable correspondant a U;, i = 1,2. Alors
Homy',(Uy, Uy) = Homy, (Vi, Va).

Démonstration. D’apres le lemme 11.16, Hom;%, (Uy, Us) = Homy, (Vi, (Us) ). Comme
(Uy)r = Vo @ Yy avec Ys relativement Y-projectif, on a Homy, (Vi, (Us)z) = Homy, (Vi, Va).

D’ott Hom',(Uy, Us) = Homy, (Vi, Va). Ceci achéve la démonstration.

13. Groupes de défaut

Soit A une k-algebre de dimension finie avec identité 14. Si A = A; @ A, avec A; et A,
des idéaux bilateres de A et 14 = e; + ey avec e; € A;, alors e; est un idempotent central
et A; est une k-algebre ayant e; pour identité. On dit que A est connere si A = A; & A,

avec A; < A entraine que A; = 0 ou Ay = 0. Comme A est de dimension finie, il existe
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une seule décomposition A = A; @ --- ® A, ou A; est un idéal bilatere de A et aussi une
k-algebre connexe. On appelle Ay, ..., A, les blocs de A. Dans ce cas, un A;-module est un
A-module. Réciproquement, tout A-module M se décompose comme M = M; & --- & M,
avec M; un A;-module. On dit que M est un A-module appartenant a A; si M; = 0, pour
tout j # 1. Ceci équivaut a dire que e;x = x, pour tout x € M. En particulier, un A-module
indécomposable appartient a un unique bloc A;. En outre, si ¢ # j, et M; et M; sont des

A-modules appartenant a A; et a A; respectivement, alors Hom 4(M;, M;) = 0. Ainsi on a
A-mod = A;-mod X - -+ x A,,-mod.

Partout de cette section, on suppose que car(k) = p > 0. Pour étudier les modules
sur kG, il suffit d’étudier les modules sur chaque bloc de kG. Remarquons que kG est un
k(G x G)-module pour la multiplication (gi,92) - @ = giagy*. On voit que les k(G x G)-
sousmodules de kG sont exactement les idéaux bilateres de kG. Par conséqgent, un bloc de

kG est simplement un facteur direct indécomposable du k(G x G)-module kG.
On se fixe 0(G) = {(g,9) | g € G} un sous-groupe de G x G.

13.1. Lemme. Le k(G x G)-module kG est relativement §(G)-libre.

Démonstration. D’abord, &k -1 est un kd(G)-sousmodule £G. Comme |G x G| =
|G||G| = |G||0(G)], on a dimy(kG) = |G|dimg(k - 1) = [G x G : 6(G)]dimg(k - 1). En outre,
pour tout g € G, on a g = (g,1) - 1. Ainsi, en tant que k(G x G)-module, kG est engendré
par k- 1. D’apres le corollaire 8.5, kG est relativement §(G)-libre par rapport a k - 1.Ceci

acheve la démonstration.

13.2. Théoréme. Un bloc de kG, en tant que k(G x G)-module, admet un sommet de
la forme (D) avec D un p-sousgroupe de G.

Démonstration. Soit B un bloc de kG, c’est-a-dire, un facteur direct du k(G x G)-
module kG. D’apres le lemme 13.1, B est relativement 6(G)-projectif. Ainsi §(G) contient
un sommet R de B. Remarquons que § : G — 0(G) : g — (g,9) est un isomorphisme de
groupes. Comme R est un p-groupe, D = 61 (R) est un p-sousgroupe de G tel que R = §(D).

Ceci acheve la démonstration.
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13.3. Définition. Soit B un bloc de kG. Un sous-groupe D de G s’appelle un groupe
de défaut de B si §(D) est un sommet de B en tant que k(G x G)-module.

13.4. Proposition. Les groupes de défaut d’un bloc de kG forment une classe de

conjugué de p-sousgroupes de G.

On dit qu'un bloc B de G est de défaut d si B admet un groupe de défaut d’ordre p<.

D’apres la proposition 13.4, d est uniquement déterminé par B.

13.5. Lemme. Soient M, N des kG-modules. Si M est relativement projectif pour un
sous-groupe H de G, alors M ®; N 'est aussi.

Démonstration. Supposons que M est un facteur direct de (M), Alors M ®; N
est un facteur direct de (My)® @, N. Ce dernier, d’apres le lemme 8.9, est isomorphe a

(My ® N. H)G, un kG-module relativement H-libre. Ceci acheéve la démonstration.

Soit B un bloc de kG. On muni B d’une nouvelle structure de kG-module, notée By, de

sorte que g - b = gbg~! pour tous g € G et b € B.

13.6. Lemme. Soit B un bloc de kG avec D un groupe de défaut. Alors B est
relativement D-projectif.

Démonstration. Considérons la restriction By du k(G x G)-module B a §(G).
D’apres la définition, (g,9) - b = gbg™', pour tous (g,9) € 6(G) et b € Byi). Ainsi
d:G —0(G): g+ (g,9) est un isomorphisme de groupes tel que g-b = d(g)-b. Ainsi By est
relativement D-projectif si et seulement si By est relativement 6(D)-projectif. D’apres la
définition, §(D) est un sommet du k(G x G)-module B. En particulier, B est relativement
d(D)-projectif. D’apres le lemme 9.5(2), Bs) est également relativement d(D)-projectif.

Ceci acheve la démonstration.

13.7. Théoréme. Soit B un bloc de kG avec D un groupe de défaut. Alors tout
kG-module indécomposable appartenant a B admet un sommet contenu dans D.
Démonstration. On veut montrer que U est relativement D-projectif. D’apres le lemme

13.6, By est relativement D-projectif, et By ®; U 'est aussi.
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Or il est facile de vérifier que ¢ : By ®, U — U : b ®; u +— bu est un kG-morphisme.
DE plus, soit e l'identité de B. Comme e est central dans kG, on voit aismément que
VY :U — By®r U : uwr— e®;u est kG-linéaire. Comme U appartient a B, on a eu = u,
pour tout u € U. Ainsi ¢p = 1y;. Ceci montre que U est un facteur direct de By ®; U. Par

conséquent, U est relativement D-projectif. Ceci achéve la démonstration.

13.8. Lemme. Soit H un sous-groupe de G.
(1) Sit € G, alors |HtH| = |H|[H : HNtHt™'].

(2) Si G est un p-groupe, alors il existe une suite
H=Hy<xH,<---<H, =G

de sous-groupes de G tel que [H; : H; 1| =p,i=1,...,7.
(3) Si G est un p-groupe et H est un sommet d'un kH-module indécomposable V', alors

H est un sommet de VE.

13.9. Proposition. Soient H un sous-groupe de G et t € G.

(1) Le k(H x H)-sousmodule k(HtH) du k(G x G)-module kG est induit par le module
trivial du groupe (1,¢)"'6(H NtHt 1)(1,1).

(2) Si H est un p-sousgroupe de G, alors le k(H x H)-module k(HtH) est indécomposable
ayant pour sommet (1,¢)"'6(H NtHt1)(1,1).

(3) Si @ est un p-sousgroupe de H avec Cq(Q) C H et t ¢ H, alors aucun k(H x H)-
facteur direct indécomposable de k(HtH) n’admet un sommet contenant 6(Q)).

Démonstration. D’abord, k(HtH) est le k-sousespace de kG engendré par les éléments
de HtH. Pour tout (hi,hy) € H x H, on a (hy,hy) - (HtH) = hy(HtH)ty" = HtH. Ainsi
k(HtH) est un k[H x H]-sousmodule du k(G x G)-module kG.

(1) Posons N = {(hy,hs) € H x H | (hy,hy) -t = t}. Six = (h1,he) € H x H,
alors x € N si et seulement si (hy, hy) -t = t si et seulement si hithy L' — ¢ si et seulement
si hg = t7'hit si et seulement si z = (h,t"'ht) avec t'ht € H si et seulement si x =
(h,t7tht) = (1,t)"Y(h, h)(1,t) avec h € HNtHt™'. Ainsi N = (1, )6(H NtHt ) (1,1).
Par conséquent, kt est le module trivial de kN. Or

_|H x H|

dimk(HtH) = |HtH| = |H|[H : HNtHt™'] N

= [H x H: N].
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Il est évident que kt engendre k(HtH) comme k(H x H)-module. D’apres le corollaire 8.5, le
k(H x H)-module k(HtH) est relativement N-projectif par rapport a kt. D’apres les lemmes
8.2 et 8.7, on a k(HtH) = (kt)H*H,

(2) Supposons que H est un p-sousgroupe de G. D’apres la partie (1), k(HtH) =
(ky)?*H. Comme H x H est un p-groupe, on déduit du lemme 13.8(2) et du théoréme
de Green que k(HtH) est indécomposable. Etant un p-groupe, N est le sommet du kN-
module trivial ky. D’apres le lemme 13.8(3), N est un sommet de k(HtH).

(3) Supposons que @ est un p-sousgroupe de H avec Co(Q) € H et t ¢ H. Soit V un
facteur direct indécomposable du k(H x H)-module k(HtH). D’apres la partie (1), V est
relativement (1,¢1)0(H NtHt ')(1,t)-projectif. Ainsi (1,¢1)6(H NtHt ')(1,t) contient un
sommet Ry de V. Supposons que V' possede un sommet Ry contenant §((). Alors il existe

(hl,hg) € H x H tel que (hl,hQ)RQ(hl, hz)_l = Rl. Donc
(h1, h2)8(Q)(h1, ko)™t € Ry C (1, H)S(H NtHt ) (1,t) C (1, Hd(G)(1,1).

Donc (1,%)(hy, ha)8(Q)(h1, ho)~1(1,#)~! C 6(G). Ainsi pour tout z € Q, on a hyzhy' =
thoxhy 't™!, c’est-a-dire, why'thy = hy'thy. Ceci montre que hihy't € Cq(Q) € H. Par

conséquent t € H, une contradiction. Ceci acheve la démonstration.

13.10. Théoréme. Soit B un bloc de kG avec D un groupe de défaut.

(1) Si P est un p-sousgroupe de Sylow de G contenant D, alors il existe ¢ € Cg(D) tel
que D = PN (cPct).

(2) D contient tout p-sousgroupe normal de G.

(3) D est le plus grand p-sousgroupe normal de Ng(D).

Démonstration. (1) D’abord, §(D) C P x P. D’apres la définition, 6(D) est un sommet
du k(G x G)-module indécomposable B. D’apres la proposition 9.11, Bpy p admet un facteur
direct indécomposable V' dont §(D) est un sommet. Alors V' est un facteur direct de (kG)pxp
puisque B est un facteur direct de kG. Comme G est une réunion disjoint des classes
bilateres pour P, P, on a (kG)pxp = ®iep\g/p k(PtP). D’apres le lemme 13.9(2), pour tout
t € P\G/P, le k(P x P)-module k(PtP) est indécomposable dont (1,¢)"*5(P NtPt~1)(1,t)

est un sommet. Etant un facteur direct indécomposable de (kG)pxp, V est isomorphe a
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certain k(PtP) avec t € G. Ainsi il existent r, s € P tels que
§(D) = (r,s)(1,t) (P NtPt 1) (1,t)(r,s) "

En particulier, | D| = [PNtPt~!|. En outre, (1,¢)(r,s)"25(D)(r, s)(1,t)~* C §(G). Donc pour
tout z € D, on a r—'azr = ts~lzst™!, dou rts~! € Cq(D). Posons ¢ = rts~!. On montrera

que D = PNcPct. Eneffet, D C PNcPc ! puisque D C P et c € Cg(D). Or
|IPNcPc | =|SN(rts ' Pst™r™ )| = |(r *Pr)n (tPtY)| = |[PNtPt ' = |D|.

Donc D = PNecPct.
(2) Prenons P un p-sousgroupe de Sylow de G contenant D. D’apres la partie (1),
D = PNcPct, pour certain ¢ € Cg(D). Si N est un p-sousgroupe normal de G, alors N

est contenu dans tout p-sousgroupe de Sylow de G. En particulier, N C P et N C cPc™!.

D'ou N C D.

(3) D’abord, D est un p-sousgroupe normal de Ng(D). Soit () un p-sousgroupe de Sylow
de Ng(D) contenant D. Alors D C Q N cQc™!. Soit P un p-sousgroupe de Sylow de G
contenant Q. D’apres la partie (1), D = PN (cPc™!) avec ¢ € Cg(D). On a donc

DCQNecQc ' CPncePc ! =D.

Dot D = Q NcQc! avec Q,cQc™! des p-sousgroupes de Sylow de Ng(D). Or tout p-
sousgroupe normal de Ng(D) est contenu dans tous les p-sousgroupes de Sylow de Ng(D),

et donc contenu dans D. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Si G admet un seul p-sousgroupe de Sylow P, alors P est le groupe de

défaut de tous les blocs de kG.

14. Correspondance de Brauer

On se fixe H un sous-groupe de G. On rappelle que

(kG)HXH = @teH\G/H k(HtH) = @teH\G/H,tQH k(HtH) ) kH,
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en tant que k(H x H)-module. Soit b un bloc de H, c’est-a-dire, un facteur direct indécomposable
du k(H x H)-module kH. Alors b est un facteur direct de (kG) g« . Par conséquent, il existe
un bloc B de kG tel que b est un facteur direct de Byypy. Si B est le seul tel bolc, on dit

alors que B le kG-bloc correpondant a b, et on note B = bC.

14.1. Lemme. Soit b un bloc de H avec D un groupe de défaut.

(1) Si Cq(D) C H, alors b” est défini.

(2) Si b est défini, alors D est contenu dans un groupe de défaut de b%.

(3) Soit K un sous-groupe de G avec H C K C G. Si b%,b% et (b%)% sont définis, alors
be = (bH)C.

Démonstration. (1) D’abord, on sait que
(kG)axu = ®rema/un F(HLH) = ©emna/agn K(HtH) © by @ --- D b,,

ol by,...,bs sont les blocs de H. Remarquons que b; g m) b;j lorsque ¢ # j. Supposons
que Cq(D) C H. Sit ¢ H, d’apres le lemme 13.9(3), b n’est pas facteur direct de k(HtH)
puisque 0(D) est un sommet de b. Ceci montre que b apparait exactement une fois dans toute
décomposition de (kG)gxm en une somme direct de k(H x H)-modules indécomposables.
Posons kG = By @ --- & B, ou By, By,..., B, sont les blocs de G. Alors (kG)gxy =
(B1)axu @ -+ & (Bn)axm. 1l existe ainsi un unique ¢ avec 1 < i < n tel que b est un facteur
direct de (B;)gxm, c'est-a-dire, b% = B;.

(2) Soit E un groupe de défaut de B = b%, c’est-a-dire, 6(E) est un sommet du k(G x G)-
module B. D’apres le lemme 9.5(2), By g est relativement 0(E)-projectif. Etant un feateur
direct de Byxpy, b est aussi relativement §(E)-projectif. Comme 6(D) est un sommet de b,
il existe & = (hy, hy) € H x H tel que §(D) C x6(E)x~!. Par conséquent D C hyEhy'. Ce
dernier est un groupe de défaut de B d’apres la proposition 13.4.

(3) D’apres la définition, b est un facteur direct de ((b%)%) k. Ainsi b est un facteur
direct de ((0™)9) kxr)mxa = (BF)9) gxp. D’apres I'unicité, b4 = (b)Y, Ceci acheve la

démonstration.

14.2. Théoreme de Brauer 1. Soient H un sous-groupe de G, et D un p-sousgroupes
de H avec Ng(D) C H. Alors il existe une correspondance bijective entre les blocs de H

ayant D pour groupe de défaut et les blocs de G ayant D pour groupe de défaut.
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Démonstration. Comme (D) C Ngyg(0(D)) = Ng(D) x Ng(D) C H x H, on peut
considérons la correspondance de Green pour §(D), H x H et G x G. Soit b un bloc de H
dont D est un groupe de défaut. Comme Cg(D) C H, d’apres le lemme 14.2(3), B = b“
est défini. Remarquons que b est un k(H x H)-module indécomposable avec sommet 6(D)
et b est un facteur direct de Byyxpy. D’apres le théoreme 11.12, B est le k(G x G)-module
indécomposable correspondant a b. En particulier, 6(D) est un sommet de B, c’est-a-dire,
D est un groupe de défaut de B. Ainsi b — b donne une injection de la classe des blocs
de H ayant D pour groupe de défaut dans la classe des blocs de GG ayant D pour groupe de
défaut. Ici 'injectivité suit de I'injectivité de la correspondance de Green.

Supposons maintenant que B est un bloc de G ayant D pour groupe de défaut, c’est-a-
dire, B est un k(G x G)-facteur direct indécomposable de kG avec sommet §(D). D’apres le
lemme 9.11, il existe un k(H x H)-facteur direct indécomposable b de By, avec sommet

d(D). En particulier, b est un facteur direct de (kG)y <. Rappelons que
(kG)axa = ®rem\a/cign F(HtH) ® (kH).

Sit ¢ H, d’apres la proposition 13.9, aucun facteur direct indécomposable de k(HtH) a §(D)
pour sommet. Par conséquent, b est un facteur direct indécomposable de kH, c¢’est-a-dire, b
est un bloc de H dont D est un groupe de défaut. Comme Cg(D) C Ng(D) C H, d’apres
le lemme 14.1(1), b% est défini. Comme b est un facteur direct de By, on a B = b%. Ceci

acheve la démonstration.
Remarque. Si H = Ng(D), on appelle b% le correspondant de Brauer de b.

14.3. Lemme. Soient U un kG-module indécomposable et V' un facteur direct indécomposable
de Ug. Alors chaque sommet de V' est contenu dans un sommet de U.
Démonstration. Soit R un sommet de U. Alors U est un facteur direct de (Ug)¢. Donc

V est un facteur direct de ((Ur)%)y. D’apres le lemme de Mackey,

(Ur))r = @sema/r((s @r Ur) irnsps—1) "

Ainsi V est un facteur direct de certain ((s @g Ur)gnsrs—1)" avec s € G. Donc H N sRs™!
contient un sommet R’ de V. Or R’ C sRs~! et ce dernier est un sommet de U. Ceci acheve

la démonstration.
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Soit b un bloc de H avec indentité e. Soit X un kH-module. Alors eX est le facteur
direct de X appartenant a b. En outre, si Y est un facteur direct de X, alors eY est un

facteur direct de eX.

14.4. Théoreme de Brauer II. Soient b un bloc de H et B un bloc de G. Soient V'
un kH-module indécomposable appartenant a b et U un kG-module indécomposable appar-
tenant a B tel que V' est un facteur direct de Uy. Si V admet un sommet Q) avec C(Q) C H,
alors b = B.

Démonstration. Supposons que V' admet un sommet @ avec Co(Q) C H. Soit D un
groupe de défaut de b. D’apres le théoreme 13.7, Q@ C D. Ainsi Cg(D) C Cq(Q) C H.
D’apres le lemme 14.1(1), b est défini. Supposons que b® # B, c’est-a-dire, b n’est pas un
facteur direct de By« m. Rappelons que (kG) gy = kH®M, o0 M = ®em\g/ugn K(HLH).
Soit e l'indentité de b. Alors e(kG) = e(kH) @ (eM) = b @ eM, en tant que k-espace
vectoriel. Comme e est central dans kH, eM est un k(H x H)-sousmodule de e(kG). Ainsi
e(kGgxy = b @ (eM) en tant que k(H x H)-module. Comme e* = ¢, on a Byxy =
(eB)uxu ®((1—e)B)gxm, d’ou bn’est pas un facteur direct de (eB)gxy. Comme (eB)pxpy
est un facteur direct (e(kG))gxm et b est un k(H x H)-module indécomposable, (eB)yxu
est un facteur direct de eM, et donc un facteur direct de M. Il suit de la proposition
13.9(3) qu’aucun facteur direct indécomposable de (eB) gy g n’admet un sommet contenant
3(Q). Ceci est équivalent a dire qu’aucun facteur direct indécomposable de e(By)y n’admet
un sommet contenant (). Il en est de méme pour le kH-module e(By)y ®k eUy d’apres le
lemme 13.5. Maintenant eV = V puisque V appartient a b. Donc V est un facteur direct
de eUy. On montrea que eUy est un facteur direct de e(By)g @ eUy. Ceci donnera la
contradiction cherchée puisque () est un sommet de V. Soit eg 'unité de B. Comme e et

ep commutent avec les éléments de H, 'application

¢:elUy — e(By)g Q eUpy : w — eep Q@ w
est kH-linéaire. D’autre part, il existe un k-morphisme

Y :e(By)g @ elUy — eUg : a ®p w — aw

tel que ¥¢ = 1.y, On voit aisément que 1) est kH-linéaire. Ceci acheéve la démonstration.
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14.5. Corollaire. Soit U un kG-module indécomposable appartenant a un bloc B de G
et ayant un sommet Q. Soit V' le k[Ng(Q)]-module correspondant & U sous la correspondance
de Green et appartenant & un bloc b de Ng(Q). Alors b¢ = B.

Démonstration. On sait que V' est un facteur direct de Un,,(g) avec sommet (). Comme

Ca(Q) C Ng(Q), d’apres le théoreme 14.3, b = B. Ceci acheve la démonstration.

14.6. Théoréme. Soit B un bloc de G. Un sous-groupe D de G est un groupe de
défaut de B si et seulement si D est un sommet maximal de kG-modules indécomposables
appartenants a B.

Démonstration. Soit D un groupe de défaut de B. D’apres le théoreme 13.7, il suffit de
montrer que D est un sommet d'un kG-module indécomposable appartenant a B. D’apres
le théoréme 14.2, il existe un bloc b de Ng(D) tel que b = B. Soit S un kNg(D)-module
simple appartenant a b. D’apres le théoreme de Clifford, Sp est semi-simple. Comme D est
un p-groupe, l'action de D sur S est triviale. D’apres le lemme 5.3, S est un k[Ng(D)/D]-
module simple. Soit V' la couverture projective du k[Ng(D)/D]-module S. Alors V est un
kN¢(D)-module indécomposable tel que Homyy,,py(V, ) # 0. Ainsi V appartient a b. Il est
aisé que k[Ng(D)/D] Zny (kp)NeP) un kNg(D)-module relativement D-libre. Etant
un facteur direct indécomposable d'une somme direct de k(Ng(D)/D), V est relativement

D-projectif. Ainsi D contient un sommet R de V. En outre, Vp est un facteur direct de

((kD)NG(D))D = @sen\Ne(D)/D ((8 @D kp) prsps-1)".

Comme D est normal dans Ng(D), on a ((s ®p kp)prsps—1)° = kp, pour tout s € Ng(D).
Donc Vp est une somme direct de kp. D’apres la proposition 9.11, R est un sommet de
kp. Ainsi R = D puisque D est un p-groupe. Considérons la correspondance de Green pour
D, Ng(D) et G. Soit U le kG-module correspondant a V. Alors D est un sommet de U. De

plus, il suit du corollaire 14.5, U appartient a B. Ceci acheve la démonstration.

14.7. Corollaire. Un bloc B de G est simple si et seulement si B est de défaut zéro.
Démonstration. B est simple si et seulement si B est semi-simple si et seulement si
tout kB-module indécomposable admet {1} pour sommet si et seulement si {1} est le groupe

de défaut de B. Ceci acheéve la démonstration.
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15. Module canonique

Soient By, ..., B, les blocs de kG et 1 = e; + --- + ¢€,. Soit U un kG-module. Alors
U=¢eU®®: - ®eU. On appelle ¢;U le facteur direct canonique de U appartenant a
B;. En général sie =¢; +---+e;,, alors eU = e;,U @ --- @ e; U s’appelle le facteur direct
canonique de U appartenant a B;,, ..., B;, . Il est évident que si U et W sont des kG-modules

appartenants a deux ensembles disjoints de blocs de G, alors U 2 W.

Partout dans cette section, on se fixe N un sous-groupe normal de G. En outre soient B
un bloc de G et b un bloc de N tel que B couvre b, i.e. il existe un kG-module U appartenant
a B tel que Uy admet un facteur direct non nul appartenant a b.

Comme N est normal dans G, un élément ¢ € G induit par conjugaison un automor-
phisme de 'algebre kN. Ceci donne une permutation des blocs de N. Soit b un bloc de N.
Alors le stablisateur Sg(b) = {g € G | gbg~! = b} de b dans G est un sous-groupe de G.

15.1. Lemme. (1) En tant que kN-module régulier, k(GbG) est le facteur direct
canonique de kG appartenant aux blocs de N conjugués avec b.

(2) Soient b = by, by, ..., b, les représentants des classes de conjugaison des blocs de N.
Alors kG = k(Gb1G) @ - - - @ k(Gb,G), en tant que k[G x GJ-module.

Démonstration. (1) On veut montrer que k(GbG) = (deG gbg’l) (kG). En effet
Yg1,92 € G, gibga = gibgy (g192). Ainsi k(GbG) C (dec gbg_l) (kG). D’autre part
(gbg™)(kG) = k(gbg™'G) C kGbG. Ainsi k(GbG) = (Seec gbg~!) (kG).

(2) Posons U = Y | k(Gb;G). Comme k(Gb;G) contient tous les conjugués de b;, U
contient tous les blocs de kN. Donc kN C U. Or GU = U entraine que U = GU C
G(kN) = k(GN) = kG. Donc kG = U. Si i # j, alors en tant que kN-module régulier,
k(Gb;G) et k(Gb;G) appartiennent a des blocs distincts de N. Donc kG = U = @!_,k(Gb;G).

Ceci acheve la démonstration.

15.2. Lemme. Soit H un sous-groupe normal de G. Soit U un kG-module. Si V est
un facteur direct indécomposable de Uy alors pour g € GG, gV est un facteur direct de Uy,

et V et gV ont méme sommets.
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Démonstration. Posons Uy = Vi®- - @V, avec chacun V; un kH-module indécomposable.
Soit g € G. Pour tout h € H, h(gVi) = g[(g7'hg)V]gV car ghg™' € H. Ainsi gV; est
un sousmodule de Uy. FEn tant que k-espace, U = gU = gV} + --- 4+ gV,,. En outre si
guy + - gv, =0, v; € V;, alors g(vy + -+ - + v,) = 0. Donc vy + - -+ + v, = 0. Ceci implique
v; = 0,V1 <7 < n. Ainsi U = gV} & --- @ gV, en tant que k-espace. Par conséquent
Uy =gVi & -+ ® gV, en tant que kH-module. Ceci entraine que gV; est indécomposable
pour tout 1 <7 < n. Or si X est un kH-module, alors Xy = X est un kH-module pour
la multiplication h o z = g 'hgz. En utilisant cette observation, on peut vérifier que V est

relativement R-projectif si et seulement si gV est relativement gRg~!-projectif.

Soit X = §(Sg(b))(N x N). Alors N x N 4 X < G x G. Or b est un k-sousespace
du k[G x G]-module kG tel que YV = (h,h)(h1,he) € X avec h € Sg(b) et hy,hy € N,
z-b=(h,h) [(h1,hs)-b] = (h,h)-b=hbh~' =b. Ainsi b est un sousmodule de (kG)yx, noté
bx.

15.3. Lemme. Soit b un bloc de N.

(1) k(GbG)nxN = Bieaxa)/x t-b avec t - b un k[N x N]-module indécomposable.

(2) En tant que k[G x GJ-module, k(GbG) = (bx )€,

Démonstration. (1) Remarquons que b est un facteur direct indécomposable de (kG) yx n-
Comme N x N est normal dans G x G, pour tout ¢ € (G x G)/X, t-best un facteur direct
indécomposable de (kG)nxn par 15.2. En outre Vy € G x G, y =tz avec t € (G x G)/X et
r€X. Ainsiy-b=t-(z-b) =t-b. Donc k(GbG) = k[G X G]-b= Y icxayx t-0. Ll reste
a vérifier que cette somme est directe.

Soit t = (g1, 92) € X. On prietend que t-b C k(G\N) out-b = gbg~! avec ghg~' # b. En
effet si g1g5 ' & N, alors t-b = g195 '(gabgs ') € k(N\N) car gobgy ' C kN. Siz=gig;" € N,
alors

t-b=zg2bgy " = g2(92 ' 292)bgy ' = g2bgy
Or t = (g1,92) = (2,1)(92,92) & X = 0(Sc(b))(N x N) = (N x N)d(Sa(b)) implique
que go & Sq(b). Ainsi gobgy' # b. Or en tant que k-espace, kG = kN @ k(G\N) =
bi@- @by ®k(G\N), otby =, ...,b, sont les blocs de N. Ainsi bNY e oxa)/xex 10 =0.
Ceci implique la somme k(GbG) = Yieaxq)/x T b est directe.
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(2) On sait que bx est un sousmodule de (kG)x. Par (1), k(GbG) = @iec(axa)y/x t-b. Par
8.5, k(GbG) = (bx)¢*¢

15.4. Lemme. Soient B un bloc de G et b un bloc de N. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) b est couvert par B.

(2) b est un facteur direct de Byx .

(3) En tant que k[G x G]-module, B est un facteur direct de k(GbG).

(4) Pour tout kG-module non nul U appartenant & B, Uy = > ,cq(gbg™")b avec chaque
gbg~tb non nul.

Démonstration. Soient b = by, by, ..., b, les représentants des classes de conjugaison
des blocs de N. Par 15.1.(2), en tant que k|G x G]-module, kG = k(G0,G) @ - - - @ k(Gb,G).
Etant un facteur direct indécomposbale de kG, B est un facteur direct de k(Gb;,G) pour un
1< <.

(2)=-(3)) Supposons que b est un facteur direct de Byyy. Alors bB # 0 car bb C bB.
Ainsi bk(Gb;;G) # 0. Ceci montre que b est un des blocs de N auxquels le kN-module
régulier k(Gb;,G) appartient. Par 15.1.(1), b est conjugué avec b;,. Ainsi ip = 1 et B est un
facteur direct de k(GbG).

(3)=(2) et (4)) Supposons que B est un facteur direct de k(GbG) en tant que k|G x G]-
module. Par 15.3.(1), k(GbG) yxn = Pre(axa)/x b avec les t-b indécomposables. Or By y
est un facteur direct de k(GbG) y«n entraine qu'il existe un ¢ tel que ¢-b est un facteur direct
de By« n. Par 15.2, b est un facteur direct de Byy .

En outre remarquons que B n’est pas un facteur direct de k(Gb;G) pour i > 1. Ainsi
pour tout kG-module non nul U appartenant a B, k(Gb;G)U = 0, Vi > 1 car k(Gb;G) est
une somme directe de blocs de G auquels U ne contient pas. En particulier (gb;g~ U =
0,Vg € G,¥i > 1. Ainsi Uy = NU = 3 c¢(gbg™")b. D’autre part BU = U et B C k(GbG)
entrainent que U = k(GbG)U = (kG)bU. Ceci donne bU # 0. De plus Vg € G, gbg™'U =
gbU # O car bU # 0.

(1)=(3)) Prenons U un kG-module non nul appartient & B tel que bU # 0. Donc
k(GbG)U # 0. Mais comme B est un facteur direct de k(Gb;,G) et kG = &]_,k(Gb;G), on
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a que k(Gb;G) = 0, Vj # ip. Ainsi iy = 1, c’est-a-dire, B est un facteur direct de k(GbG).

Enfin on a trivialement que (4) implique (1).
Remarque. b% = B si et seulement si B est le seul bloc de G qui couvre b.
Soit n un entier positif tel que n = p®q avec p [p. On note p* = n,,.

15.5. Théoreme. Soient B un bloc de G et b un bloc de N couvert par B.

(1) Les blocs de N couverts par B forment une classe de conjugaison.

(2) Sg(b) contient un groupe de défaut de B.

(3) Un groupe de défaut de b est l'intersection d'un groupe de défaut de B avec N.

(4) 11 existe un bloc B’ de G couvrant b et ayant un groupe de défaut D’ tel que D’
contient un groupe de défaut de tout bloc de G couvrant b et [D' : D' N N| = [S¢(b) : N,

(5) Si b a un groupe de défaut dont le centralisateur dans G est contenu dans N, alors
bC est défini et b = B.

Démonstration. (1) Soit U un kG-module non nul appartenant a B. Par 15.4.(4), Uy
admet un facteur direct non nul appartenant a tout bloc de N conjugué avec b. Ainsi tout
bloc conjugué avec b est couvert par B. En outre si b’ est un bloc non conjugué avec b, alors
tout kG-module n’a pas de facteur direct non nul appartenant & ’. Donc b’ n’est pas couvert
par B.

(5) Soit D un groupe de défaut de b avec Cg(D) C N. Par 14.6, il existe un kb-module
indécomposable V' tel que D est un sommet de V. Comme V est un facteur direct de
(V) y, il suit de 14.4 que b% est défini. Or par 15.4.(2), b est un facteur direct de By .
Ceci implique b% = B.

(2) Par 15.3.(2), le k|G x G]-module k(GbG) est relativement libre pour X = 6(Sq (b)) (N x
N). Or B est un facteur direct de k(GbG) par 15.4.(3), et donc relativement X-projective.
Remarquons que X C Sg(b) x Sg(b) car N C Si(b). Ainsi B possede un sommet §(D) C
Sc(b) x Si(b). Ainsi Si(b) contient D, un groupe de défaut de B.

(3) Soit D; un sommet de b. Par 15.4.(2), b est un facteur direct de Byyy. Par 14.3,
§(D1) C 6(D), un sommet de B. Ainsi 6(D;) C 6(D)N (N x N). Par 13.1, kG = (ksc))“*C.
Par le devoir 8.3, B a une source triviale car B est un facteur direct de kG = (ks(g))“*C. Par

9.12, Byxn a un facteur direct indécomposable ayant un sommet contenant l'intersection
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d’un sommet de B avec N x N. Par 15.4.(3), Byxn est un facteur direct de k(GbG) yxn 123

Dre(axa)/x t-b. Par 15.2, t - b est indécomposable et admet les méme sommets que b. Donc
Bnyxny =11 -b® Bty - b avec ty,...,t, € G x G. Ainsi b admet un sommet 6(Ds) contenant
d(D3)N(N x N) avec §(D3) un sommet de B. Ainsi [0(Dy)| = |6(D2)| > [6(D3)N(N x N)| =
|0(D) N (N x N)|. Donc §(D;) =4d(D) N (N x N). Ceci donne D; = DN N.

(4) Par 15.4, les blocs de G couvrant b sont les facteurs directs indécomposables de
k(GbG) £ (bx)¥*C. Par conséquent un tel bloc admet un sommet contenu dans un sommet
de by. Mais bx est un facteur direct de ((bx)“*%)x = k(GbG)x. Donc il existe un bloc B’
de G couvrant b tel que bx est un facteur direct de (B’)x. Par 14.3, tout sommet de by est
contenu dans un sommet de B’. Ainsi B’ admet un sommet qui est également un sommet
de bx. Donc tout bloc couvrant b a un sommet contenu dans un sommet de B’, ¢’est-a-dire,
tout bloc couvrant b a un groupe de défaut contenu dans un groupe de défaut de B’.

Enfin soit 6(D") € X un sommet de B’ et de bx. Comme N C Sg(b), on a que 0(Sg(b))N
(N x N)=4§(N). Ainsi

[X 2 (N X N)J = [0(5(b) : 6(Sc (b)) N (N x N)]
= [6(D) : 6(D"'NN)] = [6(Sc (b)) : 6(N)] = [Sa(b) - N].

En outre [6(D') : §(D') N (N x N)] = [D' : D' N N]. Remarquons que (bx)yxy = b
est indécomposable. Par 9.13, §(D')(N x N)/(N x N) est un p-sousgroupe de Sylow de
X/(N x N). Ainsi

[Se(b) : N], = [X: (N xN)|, =|X/(NxN)|,
= [6(D)(N x N)/(N x N)|
= [6(D")/6(D") N (N x N)|
= [D':D'nN]J.

15.6. Proposition. Soit D un p-sousgroupe de G. Alors il existe une correspondance
bijective entre les blocs B de GG avec D un groupe de défaut et les classes de conjugaison
dans Ng(D) des blocs 8 de DCq(D) avec D un groupe de défaut tel que 3% = B et
[Sne(p)(B) : DCq(D)] non divisible par p.
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Démonstration. Soit B un bloc de GG avec D un groupe de défaut. Par 14.2, il existe
un seul bloc b de Ng(D) avec D un groupe de défaut tel que b = B. Remarquons que
DCg(D) est un sous-groupe normal de Ng(D). Soit 5 un bloc de DCq(D) couvert par
b. Comme D est un p-sousgroupe normal de DCq(D), D est contenu dans un groupe de
défaut D’ de 3 par 13.10. Comme Cy,py(D') € Cnypy(D) € Co(D) € DCq(D), plNe®
est défini et 3N6(P) = b par 15.5.(5). Or B¢ = (BNe(P)E¢ = p¥ = B. En outre par 14.1,
D’ est contenu dans un groupe de défaut D" de fN¢(P) = b. Ceci entraine que D = D" et
donc D = D’ est un groupe de défaut de 5. En outre comme b est le seul bloc de Ng (D)
couvrant 3, par 15.5.(4), 1 = [D : D| = [D : DN DCq(D)] = [Sny()(B) : DCa(D)],. Ainsi
P N1Snap)(B) : DCq(D)]. Par conséquent associer la classe de conjugaison dans Ng(D) de
[ a B donne une injection.

D’autre part, supposons que 3 est un bloc de DCq (D) avec D un groupe de défaut tel que
p /[Sne)(B) : DCry(py(D)]. Comme Cg(D) C DCq(D), BNeP) est défini par 15.5.(5).
Alors b = Ne¢(P) est le seul bloc de Ng(D) couvrant 3. Par 15.5.(2), il existe un groupe de
défaut Dy de b tel que D = Dy N DCq(D). Par 15.5.(4), [Dy : D] = [D; : Dy N DCx(D)] =
[Sne(p)(B) : DCg(D)], = 1. Ainsi D = D; est un groupe de défaut de b. Soit B = b“ le bloc
de G qui est le correspondant de Brauer de b. Alors D est un groupe de défaut de B, et donc

la classe de conjugaison dans Ng(D) de 3 correspond a B. Ceci acheve la démonstration.

15.7. Lemme. Soit A une k-algebre de dimension finie. Alors deux A-modules simples
non isomorphes S et T appartiennent au méme bloc de A si et seulement si il existe des
A-modules simples S =Ty, T, ..., T,, = T tels que V1 < i < m, soit Ext! (T}, T;4+1) non nul

soit ExtY (T}, 1, T;) non nul.

15.8. Lemme. Soit H un p-sousgroupe G tel que G = HL avec L C Cg(H). Alors

(1) Tout kG-module simple est un k(G/H )-module simple.

(2) Deux kG-module simples appartiennent au méme bloc de G si et seulement si ils
appartiennent au méme bloc de k(G/H).

Démonstration. Tout d’abord H est normal dans G. Soient S et T deux kG-modules
simples non isomorphes. D’apres le théoreme de Clifford, Sy est semi-simple. Comme H

est un p-groupe, 'action de H sur Sy est triviale. Par 5.3, S est un k(G /H)-module simple.
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En outre Vo € Sy, Lv = HLx = Gx = S = S. Ainsi Sy, est également simple.

On prétend que Extj;(S,T) # 0 si et seulement si Exty g (S, T) # 0. En effet si
0 - T —V — S — 0 est une suite exacte non scindée dans k(G/H)-mod, alors elle
est aussi exacte et non-scindée dans kG-mod lors qu’on considere T,V et S comme des
kG-modules.

Réciproquement soit 0 — T'— U — S — 0 une suite exacte non scindée dans kG-mod.
Alors

0—1; - U, — S, —0

est exacte dans kL-mod avec Ty, et Sy, simples. De plus Sy, et Tp, sont non isomorphes car
S et T sont non isomorphes. Ainsi soit Uj, est unisériel soit Uy, = T;, — Uy & Sp,. Dans le
premier cas, End,(Ur) = k comme T, 2 S et dans le deuxieme cas Endy,(Ur) = k @ k.
OrVh € H,¢y, : Uy, — Uy : © — hx est kL-linéaire car L C Cg(H). Ainsi h — ¢, induit un
homomorphisme d’algebres ¢ : kH — Endy . (U). Or toute sous-algebre de k ou de k @ k est
toujours semi-simple. Donc kD /ker(¢) est semisimple. Par conséquent rad(kH) Cker(¢).
Orrad(kH) = A(H) = {Xhecag \h | Xher An = 0} car H est un p-groupe. Par conséquent
1—h € ker(¢), c’est-a-dire, ha = z,Vx € U. Ceci montre que I'action de H sur U est triviale.
Donc U est également un k(G/H)-module. Donc 0 — T'— U — S — 0 est une suite exacte
non scindée dans k(G /H )-mod.

Il s’en suit maintenant de 15.7 que S et T appartiennent au méme bloc de G si et

seulement si ils appartiennent au méme bloc de k(G/H).

15.9. Lemme. Soit H un sous-groupe normal de GG. Soit U un kG-module indécomposable
ayant un sommet P contenant H. Sil'action de H sur U est triviale, alors U est un k(G/H)-
module indécomposable dont P/H est un sommet.

Démonstration. On peut identifier les k(G/H)-modules avec les kG-modules sur
lesquels l'action de H est triviale. En particulier si V' et W sont de tels modules, alors
V est un facteur direct de W en tant que kG-module si et seulement si V' est un facteur
direct de W en tant que k(G/H )-module.

Soit Q/H un sous-groupe de G/H avec H C (). Supposons que 'action de H sur U est
triviale. On prétend que (Ug )/ = (Ug)® en tant que kG-module et en tant que k(G/H)-
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)G/H N

module. En effet, on peut vérifier qu'il existe des kG-homomorphismes ¢ : (Ug,/u
(Uq)¥ et ¥ (Ug)® — (Ugyu)™/™ tels que ¢(g ®q/m u) = g @q u et (g ®q u) = g g/ u.
Ainsi ¢ptp = 1 et o = 1.

Or comme U est relativement P-projectif, U est un facteur direct de (Up)® = (Up, )%/ .
Ainsi U est facteur direct de (Up,zr)%/ en tant que k(G/H)-module. Donc U est relative-
ment P/H-projectif en tant que k(G/H)-module. Ainsi P/H contient un sommet Q/H de
U en tant que k(G/H)-module avec H C Q C P. De méme U est un facteur direct de (Ug)“
en tant que kG-module. D’ou U est relativement Q)-projectif, et donc P = ). Ceci donne

P/H = @Q/H est un sommet de U en tant que k(G/H )-module.

15.10. Proposition. Soit D un p-sousgroupe de G. Alors il existe une correspondance
bijective entre les blocs de DCq (D) et les blocs de DCq(D)/D tel que si un bloc de DCq(D)
a un groupe de défaut P alors le bloc correspondant de DCq(D)/D a un groupe de défaut
P/D. En outre cette correspondance est compatible avec la conjugaison par les éléments de
Ng(D).

Démonstration. D’abord D est un p-sousgroupe normal de DCq(D). Par 15.8, un
k[DCq(D)]-module simple est un k[DC¢q(D)/D]-module simple et deux k[DCq(D)]-modules
simples S et T appartiennent au méme bloc de DCq(D) si et seulement si ils appartien-
nent au méme bloc de DCq(D)/D. A chaque bloc b de DCq(D), on associe le bloc b de
k[DCqs(D)]/D] ayant les méme modules simples que b. Ceci donne une correspondance bi-
jective entre les blocs de DCq(D)] et ceux de DCq(D)]/D. 1l reste a vérifier que si P est
un groupe de défaut de b, alors P/D est un groupe de défaut de b.

Supposons que P est un groupe de défaut de b. Alors D C P par 13.10. Soit W un
k[DCq(D)/D-module indécomposable appartenant & b. Remarquons que les facteurs de
composition de W appartiennent & b. Mais ils sont également les facteurs de composition de
W en tant que k[DCq(D)]-module. Ainsi en tant que k[DCq(D)]-module, W appartient &
b et donc relativement P-projectif par 13.7. En tant que k[DC¢(D)/D]-module, W est rela-
tivement P/D-projectif par 15.9. Ainsi P/D contient un groupe de défaut de b. On achévera
la démonstration en trouvant un b-module indécomposable dont P/D est un sommet.

Posons N(P) le normatisateur de P dans DCg(D). On considere la correspondance de
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Green (11.9) et la correspondance de Brauer (14.2) pour P, N(P) et DCq(D). Soit [ le bloc
de N(P) tel que gP9(P) = b, Alors P est un groupe de défaut de 3.

Soit V' un k[N (P)/P]-module indécomposable projectif appartenant a 3. Par le raison-
nement dans la démonstration de 14.6, V' est un kN (P)-module indécomposable dont P
est un sommet et l'action de P sur V est triviale. Ceci entraine que l'action de D sur
VDPCeD) = DCx(D) @npy V est triviale.

Soit U le k[DCq(D)]-module correspondant & V' sous la correspondance de Green. Alors
P est un sommet de U et V' est un facteur direct de Uy(py. Par 14.4, U appartient a
BPCe(D) = b En outre U est un facteur direct de VP¢(P) Donc laction de D sur U est
triviale. Par conséquent U est un k[DC¢q(D)/D]-module dont P/D est un sommet par 15.9.

Ceci acheve la démonstration.

15.11. Théoreme III de Brauer. Soit D un p-sousgroupe de G. Alors il existe une
correspondance bijective entre les blocs de G avec D un groupe de défaut et les classes de
conjugaison dans Ng(D) des blocs 3 de DCq (D) de défaut zéro tel que [Sn,,py(F) : DCq(D)]
n’est pas divisible par p.

Démonstration. Il s’en suit de 15.6 et 15.11.

15.12. Lemme. Soit D un p-groupe non cyclique. Alors D est un sommet d’une infinité
de kD-modules indécomposables non isomorphes.

Décomposition. Comme D n’est pas cyclique, il existe un sous-groupe normal @) de D
tel que D/Q = P/Q x P»/Q avec Q C P; et |P;/Q| = p. Or ¥n > 1, il existe un k(D/Q)-
module indécomposable V,, de dimension 2n. Si D/@Q n’est pas un sommet de V,,, alors V,,
admet un sommet @, /Q avec Q C @Q,, C D et il existe un k(Q,,/Q)-module indécomposable
W, tel que V,, est un facteur direct de (V,)P/¢. Mais Q,,/Q est cyclique entraine que k(Q,,/Q)
est représentation-finie. Donc il existe un nombre positif m(Q,,) tel que dimW,, < m(Q,,).
Ceci implique dimV,, < dim(W,)” < |D|-m(Q,). Or il n’a y qu’un nombre fini de sous-
groupes propres de D /@) entraine qu’il y a ng > 0 tel que D est un sommet de V,, pour tout
n > ng.

Or V,, est un kD-module indécomposable de dimension 2n sur lequel I'action de @) est

triviale. Ainsi kg est un facteur direct de (V,,)q. Etant le sommet de kg, @ est inclu dans un
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sommet D,, de V,, par 14.3. Alors V,, est relativement D,,/Q-projectif en tant que k(D/Q)-
module. Ainsi D,,/Q = D/Q si n > nyg. Donc D = D,, est un sommet de V,, pour tout

n > ng. Ceci acheve la démonstration.

15.13. Théoreme. Soit B un bloc de GG. Alors B est représentation-finie si et seulement
si les groupes de défaut de B sont cycliques.

Démonstration. Soit D un groupe de déaut de B. Supposons que D est cyclique. Soit
U un kG-module indécomposable appartenant a B. Alors D contient un sommet () de U
par 13.7. Prenons V une source de U, i.e. V est un k@-module indécomposable tel que U
est un facteur direct de V&. Or Q est cyclique entraine qu’il n’existe qu'un nombre fini de
kQ-modules indécomposables a isomorphisme pres. Par conséquent, il n’existe qu’un nombre
fini de kG-modules indécomposables, a isomorphisme pres, appartenant a B. Ainsi B est
représentation-finie.

Supposons maintenant que D n’est pas cyclique. Par 15.2, D est un sommet d’une
infinité de kD-modules indécomposables non-isomorphes V;. Soit b le bloc de N = Ng(D)
correspondant & B, i.e. b = B. Soit S un kN-module simple appartenant & b. Alors S est
aussi un k(N/D)-module simple. Ainsi Homyn(k(N/D),S) =Homyn,/p)(k(N/D),S) # 0.
Ainsi k(N/D) = (kp)" posséde un facteur direct non nul appartenant & b. Ainsi Vi, (V;)N @,

(kp)N possede un facteur direct non nul appartenant & b. Mais
8.9 N N
(V)N @k (kp)™ = (VVV)p @k kn) = ((VV)p) = @senvnyp (s @p Vi)Y

Ainsi il exsite un s € N tel que (s®p Vi)Y admet un facteur direct non nul appartenenat a b.
Donc 0 # b((kEN®@ps®@pV;) = b@is@pV; = s@p (bopV;). Ceci donne b(V;)N = b@pV; # 0.
Par conséquent (V;)N admet un facteur direct indécomposable U; appartenenat & b. Or
U; est relativement D-projectif entraine que D contient un sommet U;. Et ((V})N )D =
®tep\n/p t ®@p V; entraine qu'il existe ¥; C D\N/D tel que (U;)p = ®Qex, t @p V;. Par 15.2,
t@pV; =t(1®pV;) a méme sommets que 1 ®p V; = V;. Ainsi D est un sommet de t @p V.
Par 14.3, D est inclu dans un sommet de U;. Par conséquent D est un sommet de U;.

Or pour tout V;, il n’y a qu'un nombre fini, a isomorphe pres, de kD-modules isomorphes
aux t ®p V; avec t € D\N/D, on obtient une infinité de U; non isomorphes. Soit W; le

kG-module correspondant a U;. Alors U; est un facteur direct de (W;)n,py. Par 14.4,
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W appartient & b = B. Ceci donne une infinité de B-modules indécomposables non-

isomorphes. Le démonstration est completée.

16. Bloc principal

Le bloc principal by(G) de G est le bloc auquel le kG-module trivial k£ appartient. Comme
les sommets de k sont les p-sous-groupes de Sylow de G, par 14.6, les groupes de défaut de
bo(G) sont les p-sousgroupes de Sylow de G. Si N est un sous-groupe normal de G, par
15.4, bo(INV) est le seul bloc de N couvert par by(G) car ky est indécomposable appartenant
a bo(IV).

16.1. Lemme. Soit H un sous-groupe de G. Si D est un groupe de défaut de by(H) tel
que Cq(D) C H, alors (by(H))¢ = by(G).

Démonstration. On sait que D est un p-sousgroupe de Sylow de H, et donc un sommet
de ky. Comme kg est la restriction du kG-module trivial & qui appartient a by(G). Par

14.4, (bo(H))E est défini et (bo(H))E = bo(G).

16.2. Lemme. Soit D un p-sousgroupe de G. Soit b un bloc de DCq(D) dont D est un
groupe de défaut. Si b = by(G), alors b = by(DCq(D)).

Démonstration. Supposons que b = by(G). Remarquons que b” est défini pour tout
sous-groupe L O DCq(D). En particulier by(G) = b¢ = (bNe(P))C,

On procede par récurrence. Supposons que D est un p-sousgroupe de Sylow de G. Alors
D est un p-sousgroupe de Sylow de Ng (D). Ainsi D est un groupe de défaut de by(G) et
de by(Ng(D)). Comme Cg(D) C Ng(D), (bo(Na(D)))¢ = by(G) par 16.1. Or par 14.2,
(BNe(PNG = (by(Ng(D)))% entraine que bV6(P) = hy(Ng(D)). Comme DCg(D) est normal
dans Ng(D), bo(DCq(D)) est le seul bloc de DCq(D) couvert par by(Ng(D)). Ceci implique
que b = by(DCq(D)).

Supposons que D n’est pas un p-sousgroupe de Sylow de G et ’énoncé est vrai pour tout
p-sousgroupe de G contenant strictement D. Par 14.1, D est inclu dans un groupe de défaut
E de b¥e¢(P) Si E = D, alors (bV¢(P)G = p& = bhy(G) et Cq(D) C Ng(D) entrainent que D
est un groupe de défaut by(G) par 14.2. Ainsi D = E est un p-sousgroupe de Sylow de G, une
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contradiction. Ainsi D C E. Or ECyg)(E) = ECq(E) car Cq(E) € Cp(D) € Ng(D). Par
15.6, il existe un bloc 3 de EC(FE) dont E est un groupe de défaut tel que gN6(P) = pNa (D),
Ainsi

ﬁG — (ﬁNG(D))G _ (bNG(D))G _ bG’ _ bQ(G)

Par récurrence, on a que 3 = bo(ECq(E)). Ainsi bVe(D) = gNe(D) — (py(ECG(E)))Ne@) &1
bo(Ng(D)). Or DCq(D) est normal dans Ng(D) entraine que by(DCq(D)) est le seul bloc
de DCq(D) couvert par by(Ng(D)). Par conséquent b = by(DCq(D)). Ceci acheve la

démonstration.

16.2. Théoréeme. Soit H un sous-groupe de G. Soit b un bloc de H ayant un groupe
de défaut D tel que Cq(D) C H. Alors b = by(G) si et seulement si b = by(H).

Démonstration. Tout d’abord par 14.1, b% est défini car Cq(D) C H. la suffisance est
16.1. Supposons maintenant que b # by(H) et b“ = by(G). On obtiendra une contradiction.
Considérons la correspondance de Brauer pour D < Ny (D) C H. Soit b’ le bloc de Ny (D)
correspondant & b. Alors (b')% = b et D est un groupe de défaut de ¥'. Or Cg(D) C H
entraine que Cg(D) = Cy(D) C Ng(D). Par 14.1.(3), (V)¢ est défini, et (V)¢ = ((0')H)¢ =
bY = bo(G). Si b = by(Ny (D), alors b = by(H) par la suffisance. Ainsi & # bo(Ng(D)).
D’apres la démonstration de 15.6, ¥ couvre un bloc § de DCyx(D) = DCqs(D) dont D
est un groupe de défaut. On a encore que 3 # by(DCy(D)) car Cy,p)(D) € Cu(D) C
DCx (D). De plus 8% est défini par 14.1.(3) car Cq(D) € DCq(D) = DCyx(D). Donc
B¢ = (BNEPHE = (V)4 = by(G). Ceci contredit 16.2. La démonstration est completée.

16.3. Théoreme. L’algebre kG est représentation-finie si et seulement si les p-sousgroupes
de Sylow de G sont cycliques.

Démonstration. Si les p-sousgroupes de Sylow de G sont cycliques, alors les groupes
de défaut d’un bloc de G sont cyclgies. Par 15.3, tout bloc de G est représentation-finie.
Ainsi kG Dest.

Si kG est représentation-finie, alors by(G) 'est. Par 15.3, les groupes de défaut de b(G)

sont cycliques, i.e. les p-sousgroupes de Sylow de G sont cycliques.

82



