MAT 721: Algebre non commutative

Chapitre I: Algebres

1.1 Définitions et exemples

Dans notre terminologie, un anneau R admet toujours un élément identité 1p et un

R-module a droite M est toujours unifere, c¢’est-a-dire, z - 1 = x pour tout = € R.

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un anneau commutatif. Dans ce cas, un K-module

a gauche est aussi un K-module a droite.

1.1.1. Définition. Une algébre sur K (ou K-algébre) est un anneau A = (A, +, ) muni
d’une multiplication externe @ : K x A — A : (a,a) — «a e a telle que

(1) (A, +,e) est un K-module.

(2) Pour tous a,be Aet o€ K,onaae(a-b)=(awea)-b=a-(xeb).

De plus, on dit que A est une K-algebre commutative si a-b=b-a pour tous a,b € A.

Exemples. (1) C est une R-algebre commutative.

(2) Soient a,b € R avec a < b. Alors I'ensemble C|a,b] des fonctions continues définies
sur [a,b] est une R-algebre commutative.

(3) Soit n > 1 un entier. L’ensemble M, (K) des matrices carrées sur K est une K-
algebre. On voit que M, (K) est commutative si, et seulement si, n = 1. En particulier, K
est K-algebre commutative.

(4) L’ensemble K[t] des polynomes a une indéterminée ¢t a coefficients dans K est une
K-algebre commutative.

(5) Soit M un K-module. Alors I'ensemble Endg (M) des applications K-linéaires de M
dans M est une K-algebre.

Remarques. (1) Soit A = (A, +, ) un anneau.

(1) A est une Z-algebre pour la multiplication externe suivante:

( (n fois)
—_—— .
a+---+a, si n>0
neaq= 0, si n=0
(—n fois)
| (=a)+--(=a), si n<O.

(2) Le centre R ={x € A|x-a = a-z, pour tout a € A} est un sous-anneau commutatif

de A. On voit que A est une algebre sur R.



1.1.2. Définition. Soit A une K-algebre. Une partie B de A s’appelle sous-algébre si
les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) 14 € B.

(2) B est un sous-anneau de 'anneau (A, +, -).

(3) B est sous-module du K-module (A, +,e).

Dans ce cas, B lui-méme est une K-algebre.

Exemples. (1) Soit C'[a,b] 'ensemble des fonctions différentiables définies sur [a, b],
alors C'[a, b] est une sous-algebre de Cla, b].

(2) L’ensemble D,[K] des matrices diagonales d’ordre n sur K est une sous-algebre de
M, (K).

(3) K14 ={al, | a € K} est une sous-algebre de A.

1.1.3. Proposition. Soit A une K-algebre. Alors le centre
Z(A) ={a € Alab = ba, pour tout b € A}
est une sous-algebre de A contenant K1 4.

Soit K un corps. Alors une K-algebre A est un K-espace vectoriel dont la dimension
s’appelle la dimension de A. On dit que A est de dimension finie si dimgA < oo et de

dimension infinie sinon.

Exemples. (1) On voit que C est une R-algebre de dimension deux, et Cla,b] est une
R-algebre de dimension infinie.
(2) Soit K un corps commutatif. Alors M, (K) est une K-algebre de dimension n? et

K|t] est une K-algebre de dimension infinie.
Soient K un corps et A une K-algebre de dimension finie ayant pour K-base {a1, ..., a,}.
Alors

n
_ k k
a; - a; = g a;ar, og; € K.
k=1

k
150
1,...,n, qui sont appelés les constantes de structure de A par rapport a la base {ay,...,a,}.

On voit que la multiplication de A est uniquement déterminée par les scalaires o, i, j, k =

Le résultat suivant nous dit comment faire d'un K-espace vectoriel de dimension finie

une K-algebre.

1.1.4. Proposition. Soit K un corps et soit A un K-espace vectoriel ayant pour base

{a1,---,a,}. On défini d’abord a;a; € A pour touts 1 < ¢, j < n, et ensuite on prolonge aux



éléments de A par la distributivité. Si (a;a;)ar = a;(a;ay), pour tous 1 < 4,5,k < n, alors A

devient une K-algebre.

Exemples. (1) H = {a+bi+c¢j+dk|a,b,c,d € R} est un R-espace ayant pour une
base {1,4, 7, k}. On voit que la multiplication

= =k=—1ij=—ji=k,jk=—kj=iki=—ik=]
est associative. Donc H devient une R-algebre, s’appelle algébre des quaternions d’Hamilton,

si I'on prolonge la multiplication par la distributivité.

(2) Soient K un corps et G un groupe fini. Alors

KG = {ZOégg, ay € K}
geG
est un K-espace ayant pour une base G. Comme la multiplication de G est associative, KG
devient une K-algebre, s’appelle algébre du groupe, si 'on prolonge la multiplication de G
aux éléments de kG par la distributivité.

Soit K un corps et soit A une K-algebre. Dans ce cas, on peut identifier a € K avec
a e 1,. De cette manier, on peut considérer K comme une sous-algebre de A contenue dans
le centre de A. On dit que A est un sur-corps de K si tout élément non nul de A admet un

inverse.
Exemple. H est un sur corps de R de dimension 4. En effet,

(a+bi+cj+ dk)(a —bi — c¢j — dk) = a® + b* + * + d*.

1.1.5. Théoreme. Soit K un corps algébriquement clos. Si A est un sur corps de K de
dimension finie, alors A = K.

Démonstration. D’abord, on a K C A. Soit a € A. Si dimgA = n, alors {1,a,...,a"}
est liée. Ainsi il existe des scalaires ay,,-- -, ay, g, non tous nuls, tels que a,a™ + --- +
aja + ag = 0. Ainsi f(t) = at” + -+ + aqt + ap est un annulateur de a. Soit m(t) =
t"™ 4 B t™ L+ oo+ Bit + By avec m > 1 le polynome minimal de a. Comme A est un
sur corps de K, on voit que m(t) est irréductible sur K. Comme K est algébriquement clos,
m=1. Ainsi a = -, € K.

1.2. Idéaux et algebres simples

Partout dans cette section, on se fixe K un anneau commutatif et A une K-algebre.



1.2.1. Définition. Un idéal a gauche (respectivement, a droite, bilatére) de I'anneau A

s’appellent idéal a gauche (respectivement, a droite, bilatére) de I'algebre A.
Par exemple, 0 et A sont deux idéaux bilateres.

Remarque. Un idéal a gauche ou a droite de A est un sous-module du K-module

(A, +, o).

1.2.2. Proposition. Si {I, |\ € A} est une famille d’idéaux a gauche (respectivement,
a droite, bilatere) de A, alors I'intersection Nyeply et la somme ), Iy sont des idéaux a

gauche (respectivement, a droite, bilatere).

1.2.3. Proposition. Soit A une K-algebre avec I un idéal bilatere. Alors
A/l ={a=a+1]|ac A}
est une K-algebre, appelée le quotient de A modulo par I.

1.2.4. Proposition. Soient [ un idéal bilatie de A.

(1) Si J est un idéal a gauche (respectivement, a droite, bilatere) de A, alors J/I =
{a+I|a € J} Vest aussi. En outre, J/I = (J+1)/I.

(2) L’application J +— J/I donne une bijection de 1’ensemble des idéaux a gauche (re-
spectivement, & droite, bilatere) contenant I de A sur I’ensemble des idéaux a gauche (re-

spectivement, a droite, bilatere) de A/, qui préserve 'ordre d’inclusion.
1.2.5. Définition. Une K-algebre A est dite simple s’il n’a pas d’idéal bilatere propres.
Exemple. Si K est un corps, alors tout sur-corps de K est simple.

Remarquons, pour tout n > 1, que 'ensemble M,,(A) des matrices carrées d’ordre n sur

A est une K-algebre.

1.2.6. Théoréme. Soit D un sur-corps de K. Alors pour tout n > 1, M, (D) est une
K-algebre simple. En particulier, M, (K) est simple.
Démonstration. Pour tous 1 <i,j <n et d e D, désignons par e;;(a) € M,(D) dont

le (i, j)-terme est a et les autres termes sont tous nuls. Alors

eil(ab)v st = k
0, sij AL
Soit I un idéal bilateére non nul de M, (D). Prenons B = (b;;)nxn € I telle que b5 # 0

pour certains 1 < r,s < n. Remarquons B = Z1<k 1<n €kt (bgr). Pour tout 1 <¢<n, on a

eij(a) - en(b) = {

I> eir(lD) -B- esi(lD) = Z bkleir(1D)€kl<bkl)esi<1D) = eii(brs)7

1<k,I<n
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et donc e;(1p) = e;i(bys)ei(by;") € I. Ainsi I = M, (D). Ceci acheve la démonstration.
1.3. Homomorphismes d’algebres

Partout dans cette section, on se fixe K un anneau commutatif.

1.3.1. Définition. Soit ¢ : A — B une application de K-algebres. On dit que ¢ est un
homomorphisme si pour tous a,b € Aet a € K,

(1) 6 +b) = 6(a) + H(0).

(2) ¢(ab) = é(a)o(b).

(3) p(avea) = a e g(a).

(4) 6(14) = 15

En outre, on dit que ¢ est un anti-homomorphisme si ¢ satisfait aux conditions (1), (3),
(4), et la condition que ¢(ab) = ¢(b)p(a), pour tous a,b € A.

De plus, un isomorphisme (ou anti-isomorphisme) de K-algebres est un homomorphisme
(ou anti-homomorphisme) bijectif. Dans ce cas, son inverse est également un homomor-

phisme (ou anti-homomorphisme).

1.3.2. Lemme Soit ¢ : A — B un homomorphisme de K-algebres.
(1) Im(¢) est une sous-algebre de B.

(2) Ker(¢p) ={a € A| ¢(a) = 0p} est un idéal bilatere de A.

(3) ¢ est injectif si, et seulement si, Ker(¢) = 0.

Exemple. Si I est un idéal bilatere d’'une K-algebre A, alors
T A—Aa—a=a+1
est un homomorphisme surjectif, appelé projection canonique, dont le noyau est I.

1.3.3. Théoreme. Soit ¢ : A — B un homomorphisme de K-algebres. Soient [ un
idéal bilatere de A tel que I C Ker(¢) et 7 : A — A/I la projection canonique. Alors
il existe un unique homomorphisme ¢ : A/I — B tel que ¢ = ¢, Im(¢) = Im(¢), et
Ker(¢) = Ker(¢)/I. Par conséquent, ¢ est surjectif si et seulement si ¢ est surjectif, et ¢ est

injectif si et seulement si I = Ker(¢).

1.3.4. Corollaire. Si A — B est un homomorphisme surjectif de K-algebres, alors
B = A/Ker(¢).

Exemple. Soient K un corps et K|[t] 'algebre des polynomes. On se fixe a € K. Alors
¢ K[t] = K : f(t) = f(a)
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est un homomorphisme surjective d’algebres. Or pour tout f(t) € KJt], on a f(t) € Ker(¢)
si, et seulement si, f(a) = 0 si et seulement si f(t) = (t — a)g(t) avec g(t) € K[t]. Ainsi
Ker(¢) = (t — a)K]t]. Dot K[t]/(t — a)K[t] = K.

1.3.5. Corollaire. Soient I, J des idéaux bilateres de A avec I C J. Alors

(A/D/(T]T) = Al J.

Démonstration. Considérons la projection canonique 7 : A — A/J. Comme [ C
J = Ker(rm), il existe homomorphisme surjectif 7 : A/I — A/J de noyau J/I. Ainsi
AJJ = (A/I)/(J/I). Ceci acheve la démonstration.



Chapitre II: Modules sur une algébre

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un anneau commutatif et A une K-algebre.

2.1. Modules

2.1.1. Définition. Un A-module a droite est un module a droit (M, +, ) sur 'anneau

sous-jacent de A muni d’une multiplication externe
o K xMw—M:(vx)—~aex

telle que
(1) (M, +,e) est un K-module.
(2) Pourtousa € K,ac A,re M,onacae(z-a)=(aez) a=x-(aa).

De méme, on définit un A-module a gauche.

Exemple. (1) A est un module & droite et un module & gauche sur lui-méme, noté A4
et 4A respectivement.

(2) Méme si H n’est pas une C-algebre, H est un module & gauche sur la R-algebre C.

(3) Soit A = M,(K). Alors K™ est un A-module & gauche, et K" est un A-module &
droite.

(4) Soit M un K-module. On se fixe ¢ un K-endomorphisme de M. Alors M devient un
module a gauche sur K[t] si pour tous f(t) € K[t] et z € M, on définit f(t) -z = f(¢)(x).

2.1.2. Définition. Soit M un A-module a droite. Un sous-ensemble N de M est un
sous-module si pour tous x,y € Neta € A,onaxz+y € Net x-a € N. Dans ce cas,

aex € N pour tous a € K et z € N. Ainsi N lui-méme est un A-module a droite.

Exemples. (1) 0, M sont des sous-modules de M.
(2) Pour tout z € M, on a vA ={za|a € A} est un sous-module de M.
(3) Les sous-modules de A4 sont les idéaux a droite de A, et les sous-modules de 4 A sont

les idéaux a gauche de A.

Des maintenant, dans la plupart des cas, on énoncera les notions et les résultats pour les

A-modules sans spécifier a droite ou a gauche.

Une famille {N, | A € A} d’ensembles est une chaine si pour tous A, p1 € A, soit Ny C N,
soit IV, € Nj.



2.1.3. Proposition. Soient M un A-module et N' = {N, | A € A} une famille de
sous-modules de M. Alors
(1) NaeadNa et Y-y o5 Na sont des sous-modules de M.

(2) Si NV est une chaine, alors Uyep Ny est un sous-module de M.

2.1.4. Définition. Soient M un A-module et X C M. L’intersection des sous-modules
de M contenant X s’appelle le sous-module engendré par X, noté < X >. Par définition,
< X > est le plus petit sous-module de M contenant X.

2.1.5. Lemme. Soient M un A-module & droite et X C M. Alors < X >=0si X = ();
et <X >=3%  _.xA sinon.

On dit qu’'un A-module M est de type fini s’il existe une famille finie X telle que M =<
X >; et cyclique s’il existe un élément x € M tel que M =< x >. Par exemple, A4 et 4 A

sont cycliques.

2.1.6. Définition. Soit M un A-module. Un sous-module N de M est dit mazimal si
N #£ M et il n’existe pas de sous-module L de M tel que N C L C M.

Exemple. Soit K un corps. Si o € K, alors <t —a >={(t —a)f(t) | f(t) € K[t]} est

un sous-module maximal de K[t]xp.

2.1.7. Définition. Soit M un A-module non nul de type fini. Si N est un sous-module
de M tel que N # M, alors N est contenu dans un sous-module maximal de M.

Démonstration. Supposons M =< zq,...,x, >. Soit F la famille des sous-modules
P de M tels que N C P C M. Alors N € F. Soit {Py | A € A} une chaine d’éléments
de F. Alors P = Uycp Py est un sous-module de M contenant N. Supposons que P = M.
Alors z; € Py, pour un \; € A. Or on peut supposer que P,, C P, C --- C P, , car
{P\ | A € A} est une chaine. Donc z;---,x, € Py,. En conséquence, M C P, , et donc
M = P, , une contradiction. Ainsi P € F. D’apres le lemme de Zorn, F admet un élément
maximal, disons F,. Alors N C F,. Si L est un sous-module de M tel que Py C L C M,
alors L ¢ F. Donc L = M, c’est-a-dire, Py est un sous-module maximal de M. Ceci acheve

la démonstration.

2.1.8. Corollaire. L’algebre A admet au moins un idéal maximal a droite et au moins

un idéal maximal a gauche.

Soit K un corps. Alors tout A-module est un K-espace vectoriel. On dit qu’un A-module

M est de dimension finie si dimg M est finie; et de dimension infinie sinon.

2.1.9. Proposition. Soit K un corps.



(1) Tout A-module de dimension finie est de type fini.

(2) Si A est de dimension finie, alors un A-module est de type fini si, et seulement si, il
est de dimension finie.

Démonstration. (1) Soit M un A-module & droite de dimension n. Alors M a pour
une K-base {z1,...,2,}. Donc tout x € M s’écrit comme = = ayz1 + - - - a2, avec ; € K.
Ainsi x €< zq,...,x, >. Ceci donne M =< xq,...,x, >.

(2) Supposons que A est de dimension finie ayant pour K-base {aq,...,am,}. Si M est
un A-module a droite de type fini, disons M =< yy,---,y, >. Alors pour tout x € M,z =
o yibi, by e A Or b, = Z;n:l ajoyj, a;; € K. Ceci donne z = > | Z;n:l(yiaj)aij. En
tant que K-espace vectoriel, M est engendré par {y;a; | 1 <i<n,1 <j <m}. Donc M est

de dimension finie. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Considérons l'algebre K [t] des polynames sur un corps commutatif K. Alors

le K[t]-module Kt]kp est de dimension infinie, mais il est de type fini.
2.1.10. Lemma. Soit M un A-module. Si N est un sous-module de M, alors
M/N={Z=x+M|xze M}
est un A-module, appelé le quotient de A modulo par N.

2.1.11. Proposition. Soient M un A-module et N un sous-module de M.

(1) Si L est un sous-module de M, alors L/N = {x + N |z € L} l'est aussi. En outre,
L/N = (L + N)/N.

(2) L’application L +— L/N donne une bijection de I'ensemble des sous-modules de M

contenant N sur I’ensemble des sous-modules de M /N, qui préserve l'ordre d’inclusion.
Pour terminer cette section, on donnera une autre interprétation de A-modules.

Si K est un corps, alors un homomorphisme p : A — M, (K) de K-algebres s’appelle une
représentation de A de dimension n. Remarquons que M, (K) est isomorphe a l'algebre des

K-endomorphismes de K™,

2.1.12. Définition. Soit M un K-module. Une représentation de A sur M est un
homomorphisme p : A — Endg (M) de K-algebres.

2.1.13. Proposition. Soit M un K-module. Alors donner M une structure de A-
module & gauche est équivalent a donner une représentation de A sur M.

Démonstration. Supposons que p : A — Endg (M) : a — p(a) est une représentation
de A sur M. Pour tous a € A et x € M, on définit a - = = p(a)(z). On peut vérifier que M

devient un A-module a gauche pour cette multiplication externe.



Réciproquement, supposons que M est un A-module & gauche. Pour tout a € A, on voit
que p(a) : M — M : x — a -z est K-linéaire. De plus, p: A — Endg (M) : a — p(a) est un

homomorphisme de K-algebres. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. De méme, on voit que donner M une structure de A-module a droite est

équivalent a donner un anti-homomorphisme de K-algebres de A dans Endg M.

Soient M un A-module a gauche et I un idéal bilatere. On dit que M est annulé par [
si IM = 0. Clest le cas si, et seulement si, [ est contenu dans le noyau de la représentation

de A sur g M. En particulier, 'annulateur de M
ann(M) = {a € A|ax = 0 pour tout z € M}
est le noyau de la représentation de A sur M correspondante.

2.1.14. Proposition. Soit [ un idéal de A.

(1) Si M est un A-module a gauche annulé par I, alors M est un A/I-module & gauche
si l'on définit (a + I)x = az, pour tous x € M et a+ 1 € A/I.

(2) Si N est un A/I-module, alors N est un A-module a gauche annulé par [ si I'on
définit ay = (a + I)y, pour tous y € N, a € A.

En somme, on peut identifier les A/I-modules a gauche comme les A-modules a gauche
annulés par I.

Démonstration. Soit 7 : A — A/I la projection canonique.

(1) Soit p : A — M la représentation correspondante a la structure de A-module a gauche
de M. Comme I C Ker(p), il existe un homomorphisme p: A/I — M de K-algebres tel que
p = pr. Or p donne & M une structure de A/I-module a gauche telle que (a + Iz = ax,
pour tous x € M et a+1 € A/I.

(2) Soit 0 : A/I — N la représentation correspondante a la structure de A/I-module
a gauche de N. Alors 6 = om : A — N est une représentation de A sur N dont le noyau
contient I. Donc ¢ donne & N une structure de A-module & gauche telle que ay = (a + 1)y,

pour tous y € N et a € A. Ceci acheve la démonstration.

2.2. Homomorphismes de modules

On se fixe K un anneau commutatif et A une K-algebre.

2.2.1. Définition. Soient M, N des A-modules a droite. Une application f: M — N
s’appelle homomorphisme de A-modules (ou application A-linéaire) si pour tous =,y € M
eta€ A, ona f(x+y) = f(x)+ f(y) et f(za) = f(x)a. Dans ce cas, f(ax) = af(z) pour
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tous a € K, x € M. Si, de surcroit, f est bijectif, alors il s’appelle un isomorphisme. Dans

ce cas, f~! est également un isomorphisme.

Un homomorphisme (respectivement, isomorphisme) de M dans M s’appelle endomor-

phisme (respectivement, automorphisme) de M.

Remarque. Soient M et N des A-modules a gauche qui corréspondent aux représentations
p:A— Metd: A— N respectivement. Alors une application K-linéaire f : M — N
est A-linéaire si et seulement si f o p(a) = d(a) o f pour tout a € A, si et seulement si

fop(a;) =0d(a;)o f pour tout 1 <i <7 lorsque A admet une K-base ay, ..., a,.

2.2.2. Définition. Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules.
(1) Ker(f) = {x € M| f(x) = 0} est un sous-module de M, appeleé le noyau de f.
(2) Im(f) = {f(x) | * € M} est sous-module de N et Coker(f) = N/Im(f) s’appelle le

co-noyau de f.

Exemples. (1) Soit N un sous-module de M. Alors U'inclusion ¢ : N <— M : z +— z et
la projection canonique p : M — M/N : x — x + N sont des homomorphismes avec M /N
le co-noyau de i et N le noyau de p.

(2) II est évident que

(451
AW =L 1 | a4 € A}
an
est un A-module a droite. Soit M un A-module a droite. Si zy,...,z, € M, alors
I’application,
ay a1
(zy---an): A® — M : = (x| = 2101 + -+ + Tplp,
ap, an

la multiplication a gauche par la matrice (x; - - - ,,), est un homomorphisme. On voit qu’elle

est surjective si et seulement si M est engendré par xq,...,x,. En outre, son noyau est
a1
P={| : e A" | zyay + - - - + 20, = 0}.
G,

2.2.3. Proposition. Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules. Alors
(1) f est injectif si, et seulement si, Ker(f) = 0 si, et seulement si, pour tout homomor-
phisme de A-modules g : L — M, f og =0 entraine g = 0.
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(2) f est surjectif si, et seulement si, Coker(f) = 0 si, et seulement si, pour tout homo-
morphisme de A-modules g: N — L, go f = 0 entraine g = 0.

Démonstration. (1) Supposons [ est injectif. Si g : L — M tel que fog = 0,
alors f(g(y)) = 0 pour tout y € L. Ainsi g(y) € Ker(f). Ainsi g(y) = 0. Donc g = 0.
Réciproquement, supposons que fog = 0 entraine g = 0 pour tout g : L — M. Considérons
I'inclusion i : Ker(f) < M : 2 — x. Ona foi = 0. Donc i = 0 par hypothese. En
conséquence, Ker(f) = 0. Donc f est injectif.

(2) Supposons f est surjectif. Soit g : N — L tel que gof = 0, alors g(N) = (¢gf)(M) = 0.
Ainsi ¢ = 0. D’autre part, supposons que g o f = 0 entraine g = 0 pour tout g : N — L.
Comme la projection canonique p : N — N/Im(f) est telle que pf = 0, on a p = 0. Ainsi

N =1Im(f), c’est-a~dire, f est surjectif. Ceci acheve la démonstration.

2.2.4. Théoréeme. Soit f : M — N un homomorphisme de A-modules. Soient L un
sous-module de M tel que L C Ker(f) et p: M — M/L la projection canonique. Alors
il existe un unique homomorphisme f : M/L — N tel que f = fp, Im(f) = Im(f), et
Ker(f) = Ker(f)/L. Par conséquent, f est surjectif si et seulement si f est surjectif, et f est

injectif si et seulement si L = Ker(f).

2.2.5. Corollaire. Si f : M — N est un homomorphisme surjectif de A-modules, alors
N = M/Ker(f).

2.2.6. Corollaire. Un A-module a droite M est cyclique si, et seulement si, il existe un
idéal a droite I de A tel que M = A/I.

Démonstration. Si M est cyclique, alors M = zA pour un z € M. Evidemment
f:A— M:awr zaest A-linéaire et surjective. Ainsi I = Ker(f) est un idéal a droite de
A tel que M = A/I. D’autre part, si [ un idéal a droite de A, alors A/I =< 14+ 1 > A est

cyclique. Par conséquent, M = A/I l'est aussi. Ceci acheve la démonstration.

2.2.7. Théoréme. Soit M un A-module et soient L, N des sous-modules de M.

(1) NNNNL=N+ L/L.

(2) Si L C N, alors (M/L)/(N/L) = M/N.

Démonstration. (1) Evidemment f: N — N + L/L : 2 — & + L est A-linéaire. Pour
tousx € Nyye Lyona (x+y)+ L =a+ L= f(x) puisque (x +y) —2 € L. Donc f est
surjective. Or x € N est tel que f(z) = 0 si et seulement si x + L = 0+ L, c’est-a-dire,
x € L. Ainsi Ker(f) = NN L. Par conséquent, N + L/L = N/N N L.

(2) Soit p : M — M/N la projection canonique. Alors Ker(p) = N. Si L C N, alors
il existe un homomorphisme p : M/L — M/N tel que Ker(p) = N/L. Ainsi M/N =
(M/L)/(N/L). Ceci acheve la démonstration.
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2.2.9. Proposition. Si M et N sont des A-modules isomorphes, alors ann(M) =
ann (V).

Démonstration. Soit f : M — N un isomorphisme. Si a € ann(M), alors Na =
f(M)a = f(Ma) = 0. Ainsi ann(M) C ann(N). Comme f~!: N — M est un isomorphisme,

on a ann(N) C ann(M). Ceci acheve la démonstration.

2.2.10. Exemple. Soient K un corps et A € K non nul avec A" # 1 pour tout n > 0.
Soit A la K-algebre admettant une K-base {1,z,y, 2z} telle que

2 2

ry=z, yr=—-Mz, 2=y =2 =xr =20 =yz = 2y = 0.

Posons M,, = (x+ \"y)A, pour tout n € Z. Alors les M,, sont deux a deux non isomorphes.
Démonstration. Comme (z + \"y)(z + \"Tly) = — A"z + A" Tl =0 et

(z + A"y)x(x + A"y) = (2 + A"y)y(z + A"y) = (2 + A\"y)z(z + \"Ty) =0,
on voit que M, (x + A\"*"ly) = 0, c’est-a-dire, x + A"y € ann(M,,). Si m # n, alors
(ZE+ /\my)(x+ /\n—i—ly) — _)\m-l—lz + )\n—i-lz — (/\n—H . /\m-i-l)z 7& 0'

Ainsi ann(M,,) # ann(M;m. Par conséquent, M, 2 M,, si n # m.
2.3. Suites exactes d’homomorphismes

On se fixe K un anneau commutatif et A une K-algebre.

2.3.1. Définition. (1) Une suite

MOLMILMQH"'_) n—lLMn

d’homomorphismes de A-modules avec n > 2 est dite ezacte si Ker(f;11) =Im(f;) pour tout
1 <@ < n. En particulier, f;1f; =0, pour tout 1 <i < n.

(2) Une suite exacte de la forme 0 — L Lo LN s’appelle suite exacte courte.
Exemples. (1) Soit f: M — N une application A-linéaire. Alors
0 — Ker(f) - M LN 2 Coker(f) — 0

est exacte, ou 7 est I'inclusion et p est la projection canonique.
(2) Si N est un sous-module de M, alors 0 — M —— N X5 N/M — 0 est une suite

exacte courte, ol ¢ est 'inclusion et p est la projection canonique.
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Remarques. Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules.
(1) f est injective si et seulement si la suite 0 — M L, N est exacte.
(2) f est surjective si et seulement si la suite M L, N — 0 est exacte.

(3) f est bijective si et seulement si la suite 0 — M L N — 0 est exacte.

Exemple. Soit A l'algebre définie dans I'exemple 2.2.10. Pour tout n € Z, posons
¢n » A — A la multiplication a gauche par = + \"y. Alors

(1) II existe une suite exacte
-—>Aﬂ> —>--~HA£>AL>MO—>O7

ou ¢ est la co-restriction de ¢q sur M,.

(2) 11 existe une suite exacte
0 My—>AZ5 A oA A ..

ou 7 est l'inclusion.
Démonstration. On se fixe n € Z. Alors Im(¢,) = M,. Comme (z + \"y)(z +
A Fly) = 0, on voit que M, ; C Ker(¢,). Remarquons dimA = 4 et dim(M,,) = 2. Ainsi
dim(Ker(¢,)) = 2. Comme dim(M,, 1) = 2, on a Im(¢,,11) = M,41 = Ker(¢,,). Ceci montre
que pour tout n € Z, la suite
AL g2 g
est exacte. De plus, comme Ker(e) = Ker(¢p) et Im(i) = Im(¢y), les suites (1) et (2) sont

exactes.

2.3.2. Proposition. Soit

f g

0 — L — — N
vl w |
0 — 1 o LN

un diagramme commutatif a lignes exactes d’homomorphismes de A-modules. Alors il existe

un unique homomorphisme u : L — L' rendant commutatif le diagramme

f g

0O — L — M ——
ul vl w]
0 — r Low LN
En outre, u est injectif si v l'est.

Démonstration. Par hypothese, wo g = ¢’ o v, Im(f) =Ker(g), Im(f") =Ker(¢') et
f, f' sont injectives.
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Pour tout x € L, comme ¢'(v(f(z))) = w(g(f(z))) = w(0) = 0, on a v(f(z)) €
Ker(¢') =Im(f"). Comme f’ est injectif, il existe un unique z’ € L’ tel que f'(z') = v(f(x)).
Définissons u : L — L' : z +— 2/, ou 2’ est tel que f'(z') = v(f(x)). Il est trivial de
vérifier que u est A-linéaire telle que ffou =vo f. Siu : L — L' est A-linéaire telle que
flou' =vof = fou,alors f'o(u—u") = 0. Par conséquent, v’ = u puisque f’ est injective.

Enfin, si v est injective, alors f' o u = v o f est injective. Ceci donne que u est injective.

La preuve se termine.
On a le résultat dual comme suit.
2.3.3. Proposition. Soit

L L SN S0
ul v
o ow 2 oN S

un diagramme commutatif a lignes exactes de homomorphismes de A-modules. Alors il existe

un unique homomorphisme w : N — N’ rendant commutatif le diagramme

L 4 v 4 N o 0

ul vl w
r o L N o

En outre, w est surjectif si v 'est.

2.3.4. Corollaire. (1) Si0 — L L M %5 N est une suite exacte, alors il existe un
unique isomorphisme j : L — Ker(g) tel que f =i o j, ou i est 'inclusion.

(2) Si L M £ N = 0 est une suite exacte, alors il existe un unique isomorphisme
k: N — Coker(g) tel que g = k o p, ou p est la projection canonique.

(3) Si0 — L L. M —£5 N = 0 est une suite exacte courte, alors L = Ker(g) et
N = Coker(f).

Démonstration. Il suffit de montrer (1). Considérons les diagrammes commutatifs

0 - L L M &% N 0 — Kerg > M % N
1] 1] ) 1]
0 — Kerg - M - N, 0 - [ L Mm% N

D’apres la proposition 2.3.2, il existe des homomorphismes j : L — Ker(g) et j' : Ker(g) — L
tels que lpyo f =io0jet Ipyoi= foj'. Alors f(j'7) = fla et i(jj') = illy. Ainsi 55" = 1y
et 7' o 7 = 1, puisque f,7 sont injectifs. Ceci acheéve la démonstration.
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Le résultat suivant est tres important.

2.3.5. Lemme du Serpent. Soit

M, S oM, oM, — o

hil ha | hs |

0 — N = N B N

un diagramme commutatif a lignes exactes d’homomorphismes de A-modules. Alors il existe

une suite exacte comme suit:
f1 f3 s g1 g5
Kerh; — Kerhy — Kerhs — Cokerh; — Cokerh, — Cokerhs.

En outre, f] est injectif si f; U'est; et g5 est surjectif si gy lest.

Démonstration. Considérons les inclusions ¢; : Kerh; — M; et les projections p; : N; —
Cokerhj,j = 1,2,3. D’apres les propositions 2.3.2 et 2.3.3, il existe des homomorphismes
fi  Kerh; — Kerhjy, et g : Cokerh; — Cokerhjyy tels que fjod; =ij1 0 fj et giop; =
pi+109;, J = 1,2. En outre, f] est injectif si fi 'est; et g5 est surjectif si g, 'est. Considérons
le diagramme commutatif suivant:

Kerh; f—{> Kerhs i Kerhs
i1 i2] iz |
M, N oM, B
hy ha | hs |
N SN B N
1l P2l p3l

Cokerh; -2~ Cokerhy -2 Cokerhs.

(1) La premiére ligne est exacte. Comme i3f}f] = fotaf] = fofii1 =0, on a fiff =0 car
i3 est injectif. Donc Imf] C Kerfi. Si zy € Kerf), alors fo(ia(x2)) = i3(f5(x2)) = 0. Donc il
existe y; € M tel que fi(y1) = iz2(x2). Comme g1(hi(y1)) = ha(fi(y1)) = ha(iz(x2)) = 0, on
a hi(y1) = 0 car g; est injectif. Donc il existe x; €Kerhy tel que y; = i1(z1). Maintenant,
comme is(f1(z1)) = fi(i1(z1)) = fi(y1) = ia(x2), on a xo = fi(x1) car iy est injectif. Donc
Imf] = Kerf}. De méme, la derniére ligne est exacte.

(2) On va définir §. Si x3 € Kerhs, alors iz(x3) € Mj. Ainsi il existe yo € My tel que
fo(ya) = i3(x3). Comme ga(ha(y2)) = hs(fa(z2)) = hs(iz(x3)) = 0, il existe z; € N; tel que
g1(21) = ha(y2). Ceci donne z; + Imh; € Coker(hy). Si yh € My tel que fo(yh) = is(xs)
et z; € Np tel que g1(21) = ha(yh), alors fa(ya — y5) = 0. Donc il existe x; € M; tel
que yo — yo = fi(z1). Comme gi(z1 — 21) = ha(y2 — v5) = ha(fi(21)) = gi1(hs(z1)), on
a z; — 21 = hs(xy) car gy est injectif. Donc z; + Imhy = z] + Imh;. Ceci montre que
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21 + Imh; est uniquement déterminé par xs. Ecrivons Yo = fy H(is(w3)) et 21 = gy " ha(ya).

On a z; + Imh; = p1g; “hafy *(is(x3)). Définissons maintenant
0 Kerh3 — Cokerh1 N S plgflhgfglig(l’g).

Soient x3, x4 € Kerhs et a,a’ € A. Supposons ys,yy € Ma, 21,21 € Ny tel que fo(ys) =
is(5), fo(uh) = i3(zh) ot g1(21) = ha(tn), 61 () = ha(yh). Alors fo(ypa-tuha’) = ia(wsa-+aha)
et g1(z1a+21a") = ha(yea+ysa’). Donc 6(zsa+a4a’) = (z1a+21a") +Imhy = §(x3)a+0(zh)d’.
Ceci montre que 0 est A-linéaire.

Pour tout xzo € Kerhy, on a fo((iz(z2)) = i3(fi(z2)) et g1(0) = ha(iz(xs)). Ainsi
d(f5(z2)) = 0+ Imh,. Cela veut dire que Imf; C Keré.

Enfin, soit z3 € Kerd. Si yo € My, 23 € N tel que fo(ye) = i3(x3) et g1(21) = ha(y2),
alors z; €lmhy. Soit y; € M tel que z1 = hi(y1). Or ha(y2) = g1(21) = g1hi (1) = ha(f1(y1))-

Donc ys — f1(y1) € Ker(ha). Or fi(ya— fi(v1)) = fo(y2 — f1(y1)) = fa(y2) = x3. Ceci montre
que Imf} = Kerd. De méme Kerg; = Imé. La preuve se termine.

Remarque. La méthode dans la démonstration ci-dessus s’appelle la chasse de dia-

gramme.

2.3.6. Lemme des cing. Soit

M1£>M2—>M3 My = Ms

hil ha | hs | hal hs |
N & N, B N, BN BN

un diagramme commutatif a lignes exactes d’homomorphismes de A-modules.

(1) Supposons que hs est injectif. Si ho, hy sont surjectifs, alors hs lest.

(2) Supposons que h; est surjectif. Si ho, hy sont injectifs, alors hz est.

(3) Supposons que hy est surjectif et hs est injectif. Si hg, hy sont bijectifs, alors hg l'est.

Démonstration. (1) Supposons que hg, hy sont surjectifs. Alors pour tout ys €
N3, comme hy est surjectif, il existe x4 € My tel que hy(zy) = g3(ys). Or hs(fa(xy)) =
ga(hy(z4)) = 9a(gs(x3)) = 0 implique fy(z4) = 0 puisque hs est injectif. Ainsi il existe
w3 € M3 tel que f3(r3) = x4 Maintenant gz(hs(z3)) = ha(f3(z3)) = ha(zs) = g3(y3), donc
93(ys — hg(z3)) = 0. D’on, ys — hs(x3) = ga(y2) avec yo € No. Comme hy est surjectif,
Yo = hao(xa) avec xy € My. Or hs(fa(x2)) = ga(ha(x2)) = ga(y2) = y3 — hs(z3). Ceci donne
ys = hs(x3 + fa(x2)). Donc hs est surjectif. La preuve se termine.

2.3.7. Corollaire. Soit

0 — M, % M 2 M — 0

hi | ha | hs |

0o - N = N E N = 0
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un diagramme commutatif a lignes exactes de homomorphismes de A-modules. Si hq, hs sont
surjectifs (ou injectifs, bijectifs, respectivement), alors hy I'est.
2.4. Modules d’homomorphismes
On se fixe K un anneau commutatif et A, B, C' des K-algebres.

2.4.1. Définition. Un B-A-bimodule est un K-module M qui est a la fois un B-module
a gauche et un A-module a droite tel que b(za) = (bx)a, pour tous b € B,z € M,a € A.

Exemples. (1) A est un A-A-bimodule.
(2) Un A-module a droite M est un K-A-bimodule; et un A-module a gauche M est un
A-K-bimodule.

2.4.2. Lemme. Soient M, N des A-modules a droite. Alors
Homu(M,N)={f: M — N | f est A — linéaire}
est un K-module si, pour f,g € Homyu(M, N), o € K, on définit

f+g9g:M— N:z— f(x)+g(z); af : M — N :xw— af(zx).

Remarque. En général, Hom4(M, N) n’est A-module ni & droite ni a gauche.

2.4.3. Théoreme. (1) Soient M =4 Mp un A-B-bimodule et N =¢ Ny un A-C-
bimodule. Alors Homs(Mp, N¢) est un B-C-bimodule si pour tous ¢ € C,b € B, et
f € Homa(M, N), on définit

bf : M — N :z— f(zb) et fc: M — N:xw— f(z)c.

(2) Soient M un B-A-bimodule et N un C-A-bimodule. Alors Hom4(M, N) est un
C-B-bimodule si, pour tous ¢ € C,b € B, f € Homa(My, N4), on définit

cf M —N:xw—cf(x)et fob: M — N:z— f(bz).

Démonstration. (1) D’abord, Hom4 (M, N) est un K-module. Pour touts a;,as € A,
be Betxe M,ona

(bf)(a1x1 + asxs) = f((a1x1 + asxe)b) = f(ai(x1d) + az(xed)) = a1(bf)(x1) + az(bf)(22).
Ainsi bf € Homu (M, N). Pour tous by,by € Bet x € M, on a
(b1(b2f)) (@) = f((xb1)b2) = f(2(bib2)) = ((bib2) [)().
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Donc (by(baf) = (b1be)f. Par conséquent, Hom4 (M, N) est un B-module a gauche. De

meéme, il est un C-module a droite. Enfin, comme

((0f)e)(x) = ((0f)(@))c = f(zb)e = (fe)(xb) = (b(fc))(z),
on a (bf)c=0b(fc). 1l s’agit d'un B-C-bimodule. Ceci acheve la démonstration.

2.4.4. Corollaire. (1) Soit M un B-A-bimodule. Si N est un A-module & droite, alors
Homy (M, N) est un B-module a droite. Si L est un B-module a gauche, alors Hompg(M, L)
est un A-module & gauche.

(2) Si M, N sont des A-modules a gauche ou a droite, alors Homg (M, N) est un A-A-
bimodule.

(3) Si M est un A-module a droite (respectivement, a gauche), alors Homg (M, K) est

un A-module a gauche (respectivement, a droite).

2.4.5. Proposition. Soit M un A-module ‘a droite (respectivement, a gauche). Alors
Homy (A, M) = M en tant que A-modules a droite (respectivement, a gauche).

Démonstration. D’abord, Hom (A, M) est un A-module a droite. Définissons
o+ Homa(A, M) — M : f s f(1).
Pour f,g € Homu(A, M), a,a’ € A, on a
(fa+gd)(1) = (fa)(1) + (9a')(1) = f(al) + g(a'1) = f(1)a+g(1)d".

Donc ¢ est A-linéaire. Si ¢(f) = ¢(g), alors f(1) = g(1). Ainsi f = g comme f, g sont
A-linéaires. Donc ¢ est injectif. Enfin, pour tout x € M, I'application f, : A — M : a — za

est A-linéaire tel que f,(1) = 21 = z. Donc ¢ est surjectif. Ceci achéve la démonstration.
Remarquons que End4(A4) est a la fois un A-A-bimodule et une K-algebre.

2.4.6. Théoreme. (1) End(A4) = A en tant que A-A-bimodules et en tant que K-
algebres.
(2) End(4A) est anti-isomorphe & A en tant que K-algebres.

Démonstration. Il suffit de montrer (1). D’apres la proposition 2.4.5, 'application
¢ Enda(Aa) — A: f — f(1)
est un isomorphisme de A-A-bimodules. En outre, ¢(1) = 1(1) =1 et
¢(f9) = (f9)(1) = fg(1)) = f(1-9(1)) = f(1)g(1) = &(f)(9)-
Donc ¢ est un isomorphisme de K-algebres. Ceci acheve la démonstration.
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Chapitre III: Catégories de modules
3.1. Catégories et foncteurs

3.1.1. Définition. Une catégorie C est constituée de

(1) une classe ObjC d’objets,

(2) un ensemble Mor¢(X,Y') de morphismes pour chaque couple (X,Y’) d’objets, tel que
More(X,Y) N More(X',Y") =0 si (X,Y) # (X', Y").

(3) une composition de morphismes
More(X,Y) x More(Y, Z) — More(X, Z) : (f,g9) — gf

satisfaisant aux axiomes suivants:

(i) Pour tous f € More(X,Y), g € More(Y,Z), h € More(Z, W), on a (hg)f = h(gf).

(ii) Pour tout X € ObjC, il existe un morphisme identité 1x € More(X, X) tel que pour
tous f € More(Z, X), g € More(X,Y),ona lxf = fetgly =g.

En outre, si f € More(X,Y), on dit alors que f est un morphisme de X vers Y et noté
f: X—=Y.

Un morphisme f : X — Y s’appelle isomorphisme si’il existe morphisme g : Y — X tel
que gf = 1y et fg = Ix. Dans ce cas, on dit que X et Y sont isomorphes et on le note
X =Y.

On dit que la catégorie C est concrete si les objets sont des ensembles et les morphismes

sont des applications et la composition de morphismes est la composition des applications.

Exemples. (1) La catégorie Ens admet pour objets les ensembles, pour morphismes les
applications, pour la composition des morphismes la composition des applications. Ici les
isomorphismes sont les bijections. Donc deux ensembles sont isomorphes dans Ens si, et
seulement si, ils ont le méme cardinal. Il s’agit d’une catégorie concrete.

(2) Soit K anneau commutatif. La catégorie Alg(K) est la catégorie concrete dont les
objets sont les K-algebres et les morphismes sont les homomorphismes de K-algebres.

(3) Soit A une K-algebre. La catégorie Mod-A (A-Mod, respectivement) est la catégorie
concrete ayant pour objets les A-modules a droite (a gauche, respectivement), pour mor-
phismes les applications A-linéaires.

(4) Soit (S, <) un ensemble partiellement ordonné. Alors S devient une catégorie si I'on

prend les éléments de S comme les objets, et on définit les morphismes par

py, sia<b

Morg(a, b) = {

(), sinon,
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et la composition par pfpb = p2. Ici 1, = p?, et a =g b si et seulement si, a = b. 1l s’agit
d’une catégorie non concrete.

(5) Un carquois @ est une catégorie dont les objets sont les sommets et les morphismes
sont les chemins et la composition des morphismes est la concaténation des chemins. Il s’agit

d’une catégorie non concrete.

Des maintenant on se fixe C une catégorie. Pour tous objets X,Y de C, on note C(X,Y") =
More(X,Y).

3.1.2. Définition. Une catégorie D est dite sous-catégorie de C si

(1) ObjD C ObjC.

(2) Pour tous objets X,Y de D, on a D(X,Y) CC(X,Y) et Ix € D(X, X).

(3) La composition des morphismes de D est induite de celle des morphismes de C.
En outre, D est dite pleine dans C si D(X,Y) = C(X,Y) pour tous objets X,Y de D.

Exemples. (1) Soient K un corps et A une K-algebre de dimension finie. La catégorie
mod-A (respectivement, A-mod) est la catégorie concrete dont les objets sont les A-module &
droite (respectivement, & gauche) de dimension finie et les morphismes sont les applications
A-linéaires. On voit aisément que mod-A (respectivement, A-mod) est une sous-catégorie
pleine de Mod-A (respectivement, A-Mod).

(2) Soit I un idéal bilatere de A. Soit Mod;A la catégorie concrete dont les objets sont les
A-modules a droite annulés par I et les morphismes sont les applications A-linéaires. Alors

Mod; A est une sous-catégorie pleine de Mod-A.

3.1.3. Définition. Un morphisme f : X — Y de C s’appelle monomorphisme si pour
tous morphismes distincts g,h : Z — X, on a fg # fh; et un épimorphisme) si pour tous

morphismes distincts g,h: Y — Z, ona gf # hf.

Exemples. (1) Dans la catégorie Mod-A, un morphisme est un monomorphisme (respec-
tivement, épimorphisme, isomorphisme) si, et seulement si, il est injectif (respectivement,
surjectif, bijectif).

(2) Soit @ un carquois. Si on considere () comme une catégorie, alors tout morphisme
est un monomorphisme ainsi qu’'un épimorphsime, mais les isomorphismes sont les chemins

de longueurs zéro.

3.1.4. Proposition. Un isomorphisme d’une catégorie est un monomorphisme ainsi
qu’un épimorphisme.

Démonstration. Soient f : X — Y, f : Y — X tels que ff' = Iy, f'f = 1x. Si
fg = fh, alors f'fg = f'fh, et donc g = h. Ainsi f est un monomorphisme. De méme, f

est un épimorphisme.
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3.1.5. Proposition. Soit C une catégorie concrete.

(1) Tout morphisme injectif (respectivement, surjectif) de C est un monomorphisme (re-
spectivement, épimorphisme).

(2) Tout isomorphisme est bijectif.

Démonstration. (1) Supposons que f est injectif. Si g,h : U — X tel que fg = fh,
alors pour tout x € U, f(g(x)) = f(h(x)). Comme f est injectif, on a g(x) = h(x) pour tout
x € U. Donc f est un monomorphisme.

(2) Soient f: X - Yetg:Y — X tels que fg =1y, gf = 1x. Comme f et g sont des

applications, on voit que f est bijectif.

Exemples. (1) Soit D la sous-catégorie pleine de Mod- Z des Z-modules divisibles M,
c’est-a~dire, nM = M pour tout n # 0. Alors

p: Q- Q/Z:v—x+ Z

est un morphisme de D, qui est un épimorphisme car il est surjectif. Soient f,g: M — Q
des morphismes de D tels que pf = pg. On se fixe un x € M. Alors f(z) — g(z) € Z.
Soit n un entier non nul quelconque. Comme M est divisible, x = ny pour un y € M. Or
flz)—g(z) =n(f(y)—g(y)) avec f(y)—g(y) € Z. Donc f(z)—g(z) divisible par tout n # 0.
Ainsi f(z) — g(x) = 0. Par conséquent, f = g. Ceci montre que p est un monomorphisme,
méme si p est non injectif. De plus, étant non bijectif, p n’est pas un isomorphisme méme
s’il est un monomorphisme et un épimorphisme.
(2) Le morphisme
j: % — Q:n—n

de la catégorie Alg( Z) est un épimorphsime méme s’il est non surjectif. En effet, si f, g :
Q — B des morphismes de Alg( Z) tels que fj = gj. Alors f(n) = g(n) pour tout
n € Z. Pour tout m # 0, on a1l = f(m)f(x) = f(£)f(m). Ainsi f(m) est inversible
dans B. Comme 1 = g(m)g(=) et (m) = g(m), on voit que f(=) = g(--). Par conséquent,

f(z) = g(x) pour tout z € Q.
(3) Considérons deux lettres a,b. Soit C la sous-catégorie de la catégorie Ens dont les

objets sont les ensembles {a} et {b} tels que C({b},{a}) = 0 et C({z},{y}) = Ens({z},{y})
pour tous z,y € {a,b} avec (x,y) # (b,a). Alors l'application de {a} vers {b} est bijectif,

mais elle n’est pas un isomorphisme de C.

3.1.6. Définition. Soient C,D des catégories. Un foncteur covariant F' : C — D est
constitué de fonctions

(1) F: ObjC —- ObjD: X — F(X)

(2) F:C(X,Y)—=DF(X),F(Y)): f— F(f)

telles que
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(i) Pour tous f € C(X,Y), g € C(Y,Z), F(g9f) = F(g9)F(f).

(ii) Pour tout X € ObjC, F(1x) = lpx).
En outre, F' est dit plein ou fidéle si 'application F' : C(X,Y) — D(F(X),F(Y)) est
surjective ou injective, respectivement, pour tous objets X,Y de C, ; et dense si pour tout
objet Y de D, il existe un objet X de C tel que Y =p F(X).

Exemples. (1) Le foncteur identité 1o : C — C : X — X;f — f est un foncteur
covariant qui est plein, fidele et dense.

(2) Soit X un objet de C. Si f : Y — Z est un morphisme de C, alors on a une application
CX,f):C(X,)Y)—=C(X,Z):g— fg. Or C(X,—):C —Ens: Y —C(X,Y); f—C(X, f)
est un foncteur covariant.

(3) Soit A une K-algebre.

(i) Si M = (M, +,-,%) €Mod-A, alors (M,+,-) eMod-K. Or U : Mod-A — Mod-K :
(M,+,-,%) — (M,+,-); f — [ est un foncteur covariant, applé foncteur oubli. Aisément U
est fidele, mais ni dense ni plein.

(ii) Soit I un idéal de A. Si M €Mod-(A/I), alors M est un A-module annulé par I.
Or F : Mod-(A/I) — Mod-A : M — M; f + f est un foncteur covariant fidele et plein.
Remarquons que si I # 0, alors Ay % F(M), pour tout M € Mod-A/I. Ainsi F est non

dense dans ce cas.

3.1.7. Définition. Soient C,D des catégories. Un foncteur contravariant F : C — D
est constitué de fonctions
(1) F: ObjC — ObjD : X — F(X)
(2) F:C(X,Y) = DF(Y), F(X)) : f = F(f)
telles que
(i) Pour tous f € C(X,Y), g € C(Y.Z), F(gf) = F(f)F(9).
(ii) Pour tout objet X de C, F(1x) = 1p(x).
En outre, on définit pour un foncteur contravariant soit plein, fidéle ou dense de la méme

facon que pour un foncteur covariant.

Exemples. (1) Soit X un objet de C. Si f:Y — Z est un morphisme de C, alors on a
une application C(f, X) : C(Z,X) = C(Y,X):g— gf. Or

C(—,X):C—Ens:Y—CY X)), f—C(f,X)

est un foncteur contravariant.
(2) Soit A une K-algebre. Alors

Homu(—, K) : Mod-A — A-Mod : M +— Hompg (M, K); f — Homg(f, K)
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est un foncteur contravariant.

3.1.8. Lemme. Soient F': C — D et G : D — & des foncteurs covariants ou contravari-
ants de catégories.
(1) Si X =Y, alors F(X) =p F(Y).

(2) Le composée
GoF :C—&: X—GF(X));f—GF(f))

est un foncteur qui est covariant si F' et GG sont tous covariants ou tous contravariants; et

contravariant sinon. En outre, G o F' est plein, fidele ou dense si F' et GG le sont tous.

3.1.9. Définition. Un foncteur covariant (respectivement, contravariant) £ : C — D de
catégories s’appelle isomorphisme (respectivement, anti-isomorphisme) s’il existe un foncteur
covariant (respectivement, contravariant) G : D — C tels que Go F = lg et F o G = 1p.

Dans ce cas, on dit que C et D sont isomorphes (respectivement, anti-isomorphes).

Exemples. (1) Le foncteur identité Iz de C est un isomorphisme.
(2) Soit I un idéal bilatere de A. Alors Mod-(A/I) est isomorphe a la sous-catégorie

pleine de Mod-A dont les objets sont les modules annulés par I.

3.1.10. Définition. (1) Soient F,G : C — D des foncteurs tous covariants (respective-
ment, contravariants). Une transformation naturelle ¢ : F' — G est constitué d’une famille
{¢x : F(X) — G(X)|X € ObjC} de morphismes de D telle que pour tout morphisme
f: X —Y deC(, le diagramme

Fx) Y gy Fiy) 22 px)
ox | ¢y | , respectivement, ¢y | Ox |
ax) Y oG ary) Y oax)

est commutatif. Dans ce cas, on dit aussi que les morphismes ¢x : F(X) — G(X) sont

fonctoriels pour X.

Exemples. (1) Soit F' : C — D un foncteur covariant ou contravariant. Alors la
transformation naturelle identité 1p : F — F est définie par (1p)x = lp(x), pour tout
X eC.

(2) Soit A une K-algebre. Considérons le foncteur identité lyoq—4 et le foncteur

Homy (A, —): Mod—A — Mod—A : M +— Homy (A, M); f — Homy (A, f).
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Pour tout M € Mod-A, 'application ¢ : Homy (A, M) — M : f — f(1) est un morphisme
dans Mod-A. On prétend que ¢ = (¢ | M € Mod—A) est une transformation naturelle de
Homy (A, —) vers Iyoq—a. En effet, soit f: M — N €éMod-A. Considérons le diagramme

Hom(A, f)

Homy (A, M) ——>"" Homu(A, M)
oml on |
M 1, N.

Pour tout g € Hom(A, M), (¢én o Hom(A, f))(9) = on(fg) = (fg)(1) et (f o dn)(g) =
f(oa(g)) = f(g(1)) = (fg)(1). Donc f o ¢ = ¢n o Hom(A, f). Ceci montre I’énoncé.

Remarque. Soient F, G, H : C — D des foncteurs tous covariants ou tous contravariants.
Si¢: F — Getty:G— H sont des transformations naturelles, alors ¢po¢ = {t)xodx | X €

C} est une transformation naturelle de F' vers H.

3.1.11. Définition. (1) Soient F,G : C — D des foncteurs tous covariants ou tous
contravariants. Une transformation naturelle ¢ : ' — G s’appelle isomorphisme naturel
si ¢ox @ F(X) — G(X) est un isomorphisme de D pour tout X € C. Dans ce cas, ¢~ =
(¢ | X € C) est une transformation naturelle telle que ¢ o ¢t = Ip et ¢~L 0 ¢ = Ie. On
note F' = G.

Exemple. Soit A une K-algebre. Alors Hom(A, —) = lyjoq_4.

3.1.12. Définition. Soient C, D des catégories. Un foncteur covariant (respectivement,
contravariant) F': C — D s’appelle équivalence (respectivement, anti-équivalence) s’il existe
un foncteur covariant (respectivement, contravariant) G : D — C, appelé quasi-inverse de
F. tel que FoG = 1p et Go F = 1¢. Dans ce cas, on dit que C et D sont équivalentes

(respectivement, anti-équivalentes).
Exemple. Soit K un corps et A une K-algebre de dimension finie. Alors
D = Homg(—, K) : mod-A — A-mod : M — Homg (M, K); f — Homg(f, K)
est une anti-équavalence a pour quasi-inverse
D = Homg(—, K) : A-mod — mod-A : N — Homg (N, K); f — Homg(f, K).
Démonstration. Pour tout M € mod-A, posons
Orr: M — Homg (Homg (M, K), K) : © — (Homg(M,K) — K : f — f(z))
est un isomorphisme fonctoriel en M.
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3.1.13. Théoréme. Un foncteur covariant (respectivement, contravariant) F' : C — D
est une équivalence (respectivement, anti-équivalence) si, et seulement si, F' est pleine, fidele
et dense.

Démonstration. Supposons que F' est covariant. Supposons que G est un quasi-inverse
de F. Alors il existe des isomorphismes naturels ¢ : FoG — lp et 1 : GoF — 1. Pour tout
Z €D, ¢z : F(G(Z)) — Z est un isomorphisme. Donc F' est dense. Soient f,g: X — Y
des morphismes de C tels que F(f) = F(g) : F(X) — F(Y), alors on a des diagrammes
commutatifs suivants:

ar(x) L ar(y) GF(X) L GR(Y)

oo ek

Iy, X Y.

Par conséquent, f = 1y o GFf oy = ¢y o GF(g) oy = g. Donc F est fidele, et il en
de méme pour G. Enfin, pour tout morphisme h : FX — FY de D, on a un morphisme
Gh:GFX — GFY de C. Or I/ = ¢y G(h)¢%" est un morphisme de C rendant commutatif

les diagrammes

GF(X) 2% GF(Y) GF(x) % GF(Y)
R
X Y )_( Y.

Donc GF(h') = ¥y 'Wx = G(h). Ceci donne F(h') = h comme G est fidele. Ceci montre
que F est plein.

Supposons réciproquement que F' est fidele, plein, et dense. On va construire un quasi-
inverse G : D — C de F. Pour tout objet Y de D, on choisit un objet X, noté GY, tel
qu'il existe un isomorphisme ¢y : Y — FX. Soit f : Y — Y’ un morphisme de D. Posons
X' = GY’'. Comme F est fidele et plein, il existe unique morphisme b’ : X — X', noté Gy,
tel que F(R') = ¢ 0 go ¢y. On a donc F(Gg) = ¢py 0 go ¢py. Alors G : D — C est un
foncteur covariant, et ¢ = {¢y | Y € D} est un isomorphisme de GF vers 1p.

Soit X un objet de C. L’objet GFX est tel qu’il existe un isomorphisme ¢px : FX —
FGFX. Comme F' est fidele et plein, il existe un isomorphisme x : X — GFX tel que
F(¢Yx) = ¢rx. On prétend que ¥x est fonctoriel en X. En effet, si f € C(X, X’), alors
Ff € D(FX,FX'). Ainsi GFf € C(GFX,GFX’) tel que ¢rx o F(GFf) = Ff o ¢prxr.
Comme F(¢¥x) = ¢px et F(Yx/) = ¢px, on a F(f oyx) = F(iox o GFf). Ceci donne
foux =1vx oGFf. Donc ¢ = {¢x | X € Obj C} est un isomorphisme de GF vers l¢. La

preuve se termine.

Remarque. Un isomorphisme (respectivement, anti-isomorphisme) de catégories est
une équivalence (respectivement, anti-équivalence) de catégories, mais la réciproque n’est

pas vraie.
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Exemple. Soit K un corps et A une K-algebre de dimension finie. Alors
D = Homg(—, K) : mod-A — A-mod
est un anti-équivalence qui n’est pas un isomorphisme de catégories.

Soient F,G : C — D deux foncteurs tous covariants ou tous contravariants. Désignons

par Hom(F, G) I'ensemble des transformation naturelles de F' vers G.

3.1.14. Lemme de Yoneda. Soit F': C — Ens un foncteur. Soit X un objet de C.

(1) Si F est covariant, alors
® : Hom(C(X, ), F) — F(X) : n— nx(lx)

est une bijection d’ensembles.

(2) Si F est contravariant, alors
U :Hom(C( ,X),F) — F(X)

est une bijection d’ensembles.

Démonstration. Supposons que F' est covariant. Soit 7 : C(X, ) — F une transforma-
tion naturelle. Considérons I'application ny : C(X,Y) — F(Y) avec Y un objet quelconque
de C. Pour tout f € C(X,Y), il existe un diagram commutatif suivant:

C(X,X) 2 F(X)

Ef

C(X,f)\
C(X,Y) ™ F(Y),

dou ny(f) = nv(C(X, f)(1x)) = F(f)(nx(1x)). Donc n est uniquement déterminé par
I'élement nx(1x) € F(X). Ceci implique que ®x est injective. Soit x € F(X). Pour tout
objet Y de C, définissons

v :C(X,)Y) = FY): f— (Ff)(z).
Soit g : Y — Y’ un morphisme de C. Si f € C(X,Y), alors
Fg(ry(f)) = (Fg)(Ff)(z) = F(9f)(x) = 1v(9f) = vC(X, 9)(f),

c’est-a-dire, le diagramme

C(X,Y) 2% F(Y)
C(ng)\ ng
C(X,Y') 2% F(Y7)
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est commutatif. Ceci montre que 7 est une transformation naturelle. Comme 7x(1x) =

F(lx)(z) = 1px(z) = x, on voit que ®x est une bijection. Ceci acheve la démonstration.
3.2. Produits directs et sommes directes

On se fixe C une catégorie partout dans cette section.

3.2.1. Définition. Soit {X, | A € A} une famille d’objets de C. Un produit direct de
la famille {X, | A € A} est un objet X de C avec une famille {py : X — X, | A € A} de
morphismes de C ayant la propriété universelle dans le sens suivant:

Si X’ est un autre objet avec une autre famille {p} : X’ — X | A € A} de morphismes,

alors il existe un unique morphisme f: X’ — X telle que p = pyf, pour tout A € A.

Remarques. (1) Il est évident que 1y : X — X est tel que py = pxlx pour tout A € A.
Donc si f: X — X tels que py = paf, pour tout A € A, alors f = 1y par définition.
(2) 1l est possible que { X, | A € A} n’admet pas de produit direct.

3.2.2. Proposition. Soit {X, | A € A} une famille d’objets de C. Si X avec une famille
{pr : X — X, | A € A} de morphismes et X" avec une famille {p} : X’ — X\ | A € A} de
morphismes sont des produits directs de la famille {X, | A € A}, alors il existe un unique
isomorphisme f: X' — X telle que p) = pyf, pour tout A € A.

Démonstration. Par définition, il existe des morphismes f: X' — X et f/: X — X’
tels que p\ = paf, px = pP\f’, pour tout A € A. Donc ff' : X — X est tel que p\ =
pxa(ff'), pour tout A € A Ceci nous donne ff" = lx. De méme f'f = ly,. Ceci acheve la

démonstration.

Remarque. Si X avec une famille {p) : X — X, | A € A} de morphismes est un produit
direct d’une famille { X | A € A}, alors 'objet X s’appelle le produit direct de {X) | A € A}
et {pr: X — X, | A € A} s’appellent les projections canoniques. On écrit X = IIycp X).

Soit A une K-algebre. Si {M) | A € A} est une famille de A-modules a droite, alors
IheaMy = {(zx)rea | A € My, pour tout A € A}
est un A-module a droite pour

(@x)aer + (Un)aer = (a +FUn)rers  (Za)rere = (zra)ren.

3.2.3. Théoréeme. Soit {M, | A € A} une famille de A-modules a droite. Alors I ep M)
avec les projections {p, : heaMx — M, : (zx)ren — 2, | £ € A} est le produit direct de
{M, | A € A} dans Mod-A.
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Démonstration. Etant donnée M et i, M — M, | p € A} dans Mod-A, on a
[+ M — IheaMy - x — (p\(2))ren €Mod-A. Or pour tout p € A, z € M,(p, o f)(z) =
Pu((PA(2))ren) = P, (). Donc p, o f = pi,, pour tout pu € A.

Sig: M — IxeaMy €Mod-A est tel que p, o f = p),, pour tout u € A. Si x € M, posons
9(x) = (ya)rea. Or pour tout p € A, y, = pu(9(x)) = (pug)(@) = (puf)(z) = pj,(x). Alnsi
9(7) = (Yp)uer = (P, (2))per = f(x). Donc g = f. Ceci acheve la démonstration.

Par la dualité, on a la notion de somme directe.

3.2.4. Définition. Soit {X, | A € A} une famille d’objets de C. Un co-produit de
{X\ | A € A} est un objet X avec une famille {g\ : Xy — X | A € A} de morphismes ayant
la propriété universelle dans le sens suivant:

Si X’ est un autre objet avec une autre famille {¢} : X — X’ | A € A} de morphismes,

alors il existe un unique morphisme f : X — X' telle que ¢}, = fq,, pour tout A € A.

Exemple. Soit K[t] le K-module des polynomes sur K. Pour tout n > 0, posons
M,, = K et considérons le morphisme ¢, : M,, — K[t] : a — at™. Alors K[t] avec la famille
{¢qn | n > 0} est le co-produit de la famille {M,, | n > 0}.

3.2.5. Proposition. Soit {X, | A € A} une famille d’objets de C. Si X avec une
famille de morphismes {g) : X, — X | A € A} et X’ avec une famille de morphismes
{¢\ : Xo — X' | A € A} sont des co-produits de la famille {X, | A € A}, alors il existe un
unique isomorphisme f : X — X' telle que ¢} = fq», pour tout A € A.

Remarque. Si X avec {q) : X — X | A € A} est un co-produit de {X, | A € A},
alors 'objet X s’appelle co-produit de {X | A € A} et {¢\ : X\ — X | A € A} s’appellent

injections canoniques. On écrit X = I cp X,.

3.2.6. Théoréme. Soit {M) | A € A} une famille de A-modules a droite. Alors le

sous-module
MyeaMy = {(xz\)rea | zx € M et ) = 0 pour presque tout A € A}

de Ixea M) avec la famille de morphismes {g,, : M, — xea M) : z,, — (0x 4%, )ren | 1 € A}
est le co-produit de {M, | A € A} dans Mod-A.

Démonstration. Etant donnée un A-module M et une famille {g,: M, — M | p € A}
de morphismes dans Mod-A. Pour tout = (z))xea € reaMy, on a ¢4 (z)) = 0 pour tout
sauf qu'un nombre fini de A € A. Ainsi ), ., ¢\(zx) € M, et

foIheaMy — M : (za)ren — Y dh(22)
AEA
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est un morphisme dans Mod-A. Or pour tous p € A, z, € M, on a q,(x,) = (yr)rea, OU
Y =z, si A = p et 0 sinon. Done f(qu(z,)) = X oyep G (y2) = ¢, (z,). Done fq, = q,, pour
tout pu € A.

En outre, si g : Ilxea My — M €Mod-A est tel que gg, = g, pour tout u € A, alors pour
tout (xx)aea € rea M), on a

9@ )xen) =90 aa(@0) =D _gan(@a) =D dh(za) = f((22)ren)).

AEA AEA AEA

Ainsi g = f. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Dans Mod-A, si A est fini, alors [Iycpa Mycpy = Hyea M. Mais c’est pas vrai

dans une catégorie générale. Par exemple, si Aq,..., A, sont des K-algebres, alors
I A ={(a1,...,a,) | a; € A;}
est le produit de Aq,..., A,. Mais II? ; A; n’existe pas dans la catégorie Alg(K).
Soient M €Mod-A et {M, | A € A} une famille de sous-modules de M. Alors

ZM,\ = {ZI)\ | z) € M, et x) = 0 pour presque tout A € A}
AEA AEA

est un sous-module de M. On voit aisément que

¢ yeaMy — Y My : (2a)ren — Y 7x
AEA AEA
est A-linéaire et surjective. Si ¢ est un isomorphisme, on dit que ), , My est la somme
directe interne de {M), | X € A} et on note Y, .\ My = @rea M.

3.2.7. Proposition. Soit {M, | A € A} une famille de sous-modules de M. Soit
N =3 ca M. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) N = @reaMy;

(2) M, N ZAEA\{#} My = 0, pour tout u € A;

(3) Tout & € N s’écrit d’une facon unique comme z = >, _, x, out zy € M), tels que
x) = 0 pour presque tout A € A.

Démonstration. Supposons que N = @yeaM)y. Soit —z, = Z/\GA\{M} T\ € M, N
ZAGA\{H} My, ou zy € M) et xy = 0 pour presque tout A € A\{u}. Alors (z))ren € rea My
tel que ¢((wr)rer) = D _yen x = 0. Comme ¢ est injectif, on a z, = 0, et donc —z, = 0.
Ceci montre que M, N Y75 cp\ (3 Ma = 0.

Supposons que la condition (2) est vérifie. Soit 2 = )\ Tx = D cp Yr, OU Tx, Yx € M)
et zx = 0 = y) pour presque tout A € A. Alors 2, —y, € M, N ZAeA\{M} M)y, pour tout
p € A. Ainsi x, = y,, pour tout u € A. Cela veut dire que la condition (3) est vérifiée.
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Supposons que la condition (2) est vérifiée. Si & = (z))ren € Hrea M,y tel que ¢(z) = 0,
alors ) oo x =0 =>",., 0. Par 'unicité, zy = 0, pour tout A € A. Ainsi ¢ est injective,

et donc un isomorphisme. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Considérons le K-module Kt| des polynémes sur K. Pour tout n > 0, posons
M, ={at"|a € K}. Alors M = &2, M,.

Remarque. Si M; et M sont des sous-modules de M, alors M = M; & M, si et
seulement si M = M, + M, et My My = 0. Dans ce cas, on a My = M /M et My = M /My;

et on dit que M; est un facteur direct de M ayant pour complément Ms.

3.2.8. Théoreme. Soient {M, | A € A} et {N,, | w € Q} des familles de modules dans
Mod-A. Alors

Homy (ITxea My, e Ny) = HywyeaxoHoma(My, N,),

en tant que K-modules.

Démonstration. Soient {q, : M, — Il eaM)|p € A} les injections canoniques et
{ps : HpeaNw — N, |0 € Q} les projections canoniques. Si f € Homa(Ilea My, HyeaNy),
alors p, fq, € Homy(My, N,), pour tout (p,0) € A x Q. Définissons

¢ : Homu (Hxea My, HucaNo) — HawyeaxoHoma(My, No) @ f—= (Do fau)(uo)eaxa-

On voit aisément que ¢ est K-linéaire.

Supposons que f,g : IyeaM, — Il,cqN, sont des morphismes de Mod-A tels que
Pofqu = Ds9qu, pour tout (u,0) € A x Q. On se fixe 4 € A et considere la famille
{hpo = ps(fq.) : M, — N, | 0 € Q}. Remarquons que fq,,9q, : M, — I,eqN, sont
tels que hy,» = po(fqu) = Ps(9q.), pour tout o € Q. D’apres la définition de produit direct,
fq. = 9q,, pour tout ;1 € A. Posons h, = fq, et considérons la famille {h, : M, — II,cqN,}.
Comme f,g : HyeaM\ — Il eV, sont tels que h, = fq, = gq,, pour tout u € A, on a
f = g d’apres la définition de somme directe. Cela veut dire que ¢ est injective.

Enfin, soit (fiw)ow)eaxa € HaweaxoHoma(My, N,). On se fixe w € Q et considérons
la famille {f o : My — N, | A € A}. D’apres la définition de somme directe, il existe
fo : xeaMy — N, tel que fr, = fuqn, pour tout A € A. Considérons maintenant la famille
{fo : aeaM) — N, |w € Q}. Hexiste f: HyeaMy — I,eqlN, tel que f, = p,f, pour tout
w € 2. Donc p,fqr = frw, pour tout (A\,w) € A x Q. Ainsi ¢(f) = (frw)rweaxa. Cela

veut dire que ¢ est surjectif. Ceci acheve la démonstration.

3.2.9. Corollaire. Soient M un module et {M, | A € A} une famille de modules dans

Mod-A. On a des isomorphismes de K-modules suivants:
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(1) Hom4 (M, xepaMy) = MxeaHoma (M, My), et
(2) Homy (Ixea My, M) = ILxeaHom o (My, M).

Remarque. Homa(M, I eaM,) 2 yeaHomy(M, M,) et Homy(Ixea My, M) 2
HAeAHomA(MAa M)

3.2.10. Théoreme. Soit M = II7 M, avec M; € Mod-A. Alors

(1) H = {(fij)nxn | fij : M;j — M, € Mod-A} est une K-algebre pour la multiplication
des matrices.

(2) Ends(M) = H en tant que K-algebres.

Démonstration. (2) D’apres le théoreme 3.2.8, application
¢ : Enda(M) — H : f = (pif¢j)nxn

avec ¢; : M; — M les injections canoniques et p; : M — M; les projections canon-
iques, est un isomorphisme de K-modules. Comme p;,q; = 0 si j # i et pig; = 1y, on
a ¢(1y) = diag{lr,, ..., 15, } = 1. Soient f,g € End(M). On a ¢(fg) = (pi(f9)q;)nxn-

Or 37—, axpr = Iy entaine que p;fgq; = pif (3 _j_y apr)9a = D iy (Pifar)(Prgg;). Donc
o(fg) = o(f)p(g). Ceci acheve la démonstration.

3.2.11. Corollaire. Soit M = II" ; M; avec M, ..., M, des modules dans Mod-A.
(1) Si Homa(M;, M;) = 0 lorsque ¢ # j, alors End (M) = 117, End 4 (M;).
(2) Si M; = N pour tout 1 < i < n, alors End(M) = M, (End4(N)), lalgebre des n x n

matrices sur End4(N).

3.3. Catégories linéaires

Soit K un anneau commutatif et soit A une K-algebre.

3.3.1. Définition. On dit qu'une catégorie C est une K-catégorie si elle satisfait les
axiomes suivants:

(1) Pour touts X,Y € Obj(C), C(X,Y) est un K-module dont le zero est noté Ox y.

(2) Pour tout a € K, (fg)a = f(ga) = (fa)g lorsque les compositions sont possibles.

(3) flg+h)=fg+ fhet (g+h)f =gf+ gh lorsque les compositions sont possibles.

On dit qu’une K-catégorie C est additive ou K-linéaire si elle satisfait les axiomes suivants:

(4) 11 existe un objet zéro 0 tel que pour tout X € C, les K-modules C(X,0) et C(0, X)
sont nuls.

(5) Une famille finie d’objets de C admet un produit direct.

En outre, une Z-catégorie additive s’appelle simplement catégorie additive.
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Exemples. (1) Les catégories A-Mod, A-mod, Mod-A, et mod-A sont des K-catégories
additives.

(2) Soit K un corps. La catégorie des chemins d’un carquois @ sur K, notée K[Q)],
est la K-catégorie telle que définie ci-dessous. Les objets sont les sommets de (). Si z,y
sont des sommets, alors K[Q](x,y) est le K-espace vectoriel ayant pour base 1’ensemble des
chemins de z vers y. La composition est obtenue a partir de la composition des chemins par
le prolongement bilinéaire. Remarquons que K[Q] n’est pas additive.

(3) La catégorie Alg(K) n'est pas K-linéaire car Hom(A, B) n’est pas un K-module.

3.3.2. Lemme. Soit C une K-catégorie.

(1) Si f et g sont des morphismes composables, alors gf = 0 lorsque f =0 ou g = 0.

(2) Un morphisme f : X — Y est un monomorphisme si, et seulement si, pour tout
morphisme non nul g : U — X, on a fg # 0.

(3) Un morphisme f : X — Y est un épimorphisme si, et seulement si, pour tout
morphisme non nul h: Y — Z, on a hf # 0.

(4) Pour tout objet X, End¢(X) = C(X, X) est une K-algebre.

(5) Si le nombre des objets de C est fini, alors

A(C) = ®(ay)cobjexobje C(z,y)

est une K-algebre, appelée algébre associée a C, dont la multiplication est induite de la
compositions des morphismes de C telle que le produit de deux morphismes non composables
est nul.

(6) Si C admet un objet zéro, alors il est unique a isomorphisme pres.

Exemple. Soient K un corps et () un carquois fini. Alors I'algebre associée a K[Q)] est
I’algebre des chemins K@ de @ sur K.

3.3.3. Théoreme. Soit C une K-catégorie avec des objets X, X1,..., X,,. Les conditions

suivantes sont équivalentes:
(1) X est un produit de Xy, ..., X,.
(2) 1l existe des morphismes p; : X — X; et ¢; : X; — X, i=1,...,n tels que

n . . .
Ix,, sii=j
> qipi = 1x et pig; = {

, 0, sinon.
=1

(3) X est un co-produit de Xi,..., X,.
Démonstration. Supposons que X est un produit de X1, ..., X, ayant pour projections

canoniques p; : X — X;,i =1,...,n. Fixons un j avec 1 < j < n, définissons f;; : X; — X;,
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pour ¢ =1,...,n, par

]Ix., SlZ:]
fij:{ !

0, sinon.
D’apres la définition du produit, il existe ¢; : X; — X tel que p;q; = fij, pour tout 1 <
1 < n. En outre, pi(zgzlquj) = piq;p; = pi, pour tout 1 < i < n. D’apres 'unicité, on a
2 e pidy = x.

Supposons maintenant que (2) est valide. Si u; : Y — X;, ¢ = 1,...,n, sont des mor-
phismes de C, alors f = > " | gu; est un morphisme de C tel que p;f = p;qju; = u;, pour
tout 1 <j <n.Sig:Y — X est un autre morphisme tel que p;g = u;, et donc g;u; = ¢;p;9,
pour tout 1 < j < n. Cela implique g = (Z?Zl pi)g = 2?21 ¢;u; = f. Donc X est un
produit de X7, ..., X,. Ceci montre I’équivalence de (1) et (2). De méme, on peut montrer

I'équivalence de (3) et (2). La preuve se termine.

3.3.4. Définition. Soit C une K-catégorie. Pour tout couple (X,Y") d’objets de C, on
prend un sous-module Z(X,Y’) du K-module C(X,Y). On dit que

T ={I(X,Y) | (z,y) € Obj C x Obj C}

est un idéal bilatéere de C si pour tous f € Z(X,Y), g € C({U,X) et h € C(Y,Z), on a
hfg € I(U, Z).

3.3.5. Définition. Soit C une K-catégorie. Soit F une famille de morphismes de C.
On dit'un idéal bilatere Z est engendré par F, noté I =< F >, si pour tous objets X et Y,
Z(X,Y) est le sous-module du K-module C(X,Y') engendré par les morphismes de la forme
hfg avec f € F.

Exemple. Soit K un corps. Considérons le carquois
Q: a->b Le
Alors 'idéal bilatere Z de K[Q] engendré par fa est tel que
I(a,c) = K < fa >, I(a,d) = K <ypa >, Z(xz,y) =0

pour tous les autres couples de sommets (x,y).

3.3.6. Définition. Soit C une K-catégorie avec Z un idéal bilatere. On définit le
quotient C/Z de C par I comme suit:

(1) Obj C/Z = ObjC.

(2) Pour tous objets X, Y, on a (C/Z)(X,Y) =C(X,Y)/Z(X,Y).

(3) La compositions des morphismes de C/Z est induite de celle de C.
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Exemples. (1) Dans le quotient de Mod-A par l'idéal bilatere des homomorphismes non
inversibles, les morphismes non nuls sont tous isomorphismes.

(2) Soit K un corps. Considérons le carquois

B Wd.

Q: a>5b-">c>L

Soit C = K[Q)]/ < Ba >. Alors C(a,c) =0, C(a,d) =0 et C(x,y) = K[Q](x,y) pour tous les

autres couples de sommets (z,y).

3.3.7. Définition. Soit C une K-catégorie avec f : X — Y un morphisme.

(1) Un noyau de f est un morphisme i : U — X satisfaisant (i) fi = 0 (ii) pour tout
j:V — X avec fj =0, il existe un unique morphisme g : V" — U tel que j = 1g.

(2) Un co-noyau de f est un morphisme p : Y — Z satisfaisant (i) pf = 0 (ii) pour tout
morphisme ¢ : Y — W avec ¢f = 0, il existe un unique morphisme h : Z — W tel que
q = hp.

Exemple. Soit C une K-catégorie admettant un objet zero 0. Pour tout objet X,
Ker(1x) = 09 x et Coker(0p x) = 1x. En outre, Coker(lx) = 0x et Ker(0xo) = Ix.

3.3.8. Lemme. Soit C une K-catégorie avec f : X — Y un morphisme.

(1) Sii : U — X et j:V — X sont des noyaux de f, alors il existe un unique
isomorphisme g : U — V tel que j = ig. On note Ker(f) = (i : U — X) et ker(f) =U.

(1)Sip:Y — Zetq:Y — W sont des co-noyaux de f, alors il existe un unique
isomorphisme h : Z — W tel que ¢ = hp. On note Coker(f) = (p:Y — Z) et coker(f) = Z.

Exemple. Soit K un corps. Considérons le carquois

. [0 B /j“ﬁ
Q: a—=b——>c___d

0

(1) Soit C = K[Q]/ < Ba,y3—53 >. Alors Ker(3) = &, Ker(3) = a; et Coker(3) = y—4,

coker(f3) = d.
(2) Soit D = K[Q]/ < v, 63 >. Alors le morphisme 3 n’a ni noyau ni co-noyau.

3.3.9. Proposition. Soit C une K-catégorie avec f : X — Y un morphisme.

(1) Un noyau (respectivement, co-noyau) de f est un monomorphisme (respectivement,
épimorphisme) s’il existe.

(2) Supposons que C admet un objet zéro 0. Alors f est un monomorphisme (respective-
ment, épimorphisme) si, et seulement si, Ker(f) = 0o x (respectivement, Coker(f) = Oy,).

Démonstration. (1) Supposons que i : U — X est un noyau de f. Soit g : V — U un
morphisme tel que ig = 0. Comme fOyy = 0 et Oyy =ig = 10yy. Donc g = Oy,y d’apres la

définition du noyau. Ainsi ¢ est un monomorphisme.
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(2) Supposons que 0p x : 0 — X est un noyau de f. Sig: U — X est tel que fg =0,
alors il existe ¢’ : U — 0 tel que g = ¢'0 = 0. Donc f est un monomorphisme.

Supposons réciproquement que f est un monomorphisme. D’abord f0p x =0. Sig: U —
X est tel que fg =0py, alors fg = fOy x. Ainsi g = Oy x comme f est un monomorphisme.
Or Oy est le seul morphisme de U vers 0 tel que g = 0 x0pp. Ceci montre que 0p x est un

noyau de f. La preuve se termine.

3.3.10. Définition. Soit C une K-catégorie avec f un morphisme.

(1) On définit I'image de f, noté Im(f), comme étant Ker(Coker(f)) s’il existe. Dans ce
cas, on note im( f) = ker(Coker(f)).

(2) On définit 1'co-image de f, noté Coim(f), comme étant Coker(Ker(f)) s’il existe.

Dans ce cas, on note coim(f) = coker(Ker(f)).

Exemples. (1) Si C est une K-catégorie admettant un objet zéro 0. Alors pour tout
X € C, Im(0p x) = Ker(lx) = 0p x et im(0px) = 0. En outre, Coim(0x ) = Coker(lx) =
0x,0 et Coim(0g x) = 0.

(2) Soit K un corps. Considérons le carquois

Soit C = K[Q]/ < v8—93 >. Alors Im(a) = a et im(a) = a. En outre, Coim(§—§) = 7 —9.

(3) Soit K un corps. Considérons le carquois

Soit D = K[Q]/ < ya — éa,y3 — 63 >. Alors @ a ¥ — § pour co-noyau mais il n’a pas

d’image.

3.3.11. Proposition. Soit C une K-catégorie. Si f : X — Y est un morphisme dont
I'image et le co-image existent, alors il existe un unique morphisme f : coim(f) — im(f),

appelé le morphisme associé a f, rendant commutatif le diagramme suivant:

u

X L coker(f)

coim L m(‘f)

ou u et v sont noyau et co-noyau de f, respectivement; p est le co-noyau de u et j est le

ker(f)

noyau de v.
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Démonstration. Comme j : im(f) — Y est le noyau de v et vf = 0, il existe un
unique g : X — im(f) tel que f = jg. Or jgu = fu = 0 entraine que gu = 0 car j
est un monomorphisme. Comme p est le co-noyau de u, il existe un unique morphisme

f:coim(f) — im(f) tel que g = fp. Ainsi f = jg = jfp. Ceci acheve la démonstration.

3.3.12. Définition. Soit C une K-catégorie.

(1) Une suite X Loy 4 Z de morphismes de C est dite ezacte si Ker(g) = Im(f) et
Coker(f) = Coim(g), c’est-a-dire, g admet un noyau i : ker(g) — Y et f admet un co-noyau
p:Y — coker(f) tels que i est le noyau de p; et p est le co-noyau de i.

(2) Une suite

X, X — X M2 X,

de morphismes de C avec n > 2 est dite exacte si pour tout 1 < ¢ < n — 2, la suite

fi fit1
X; = X1 — X2 est exacte.

3.3.13. Lemme. Soit C une K-catégorie avec F': X — Y et g: Y — Z des morphismes.

(1) Si la suite X Ly L 7 est exacte, alors gf = 0.

(2) Si f est le noyau de g et g est le co-noyau de f, alors X Ty 5 7 est exacte.

Démonstration. (1) Soient p : Y — V le co-noyau de f et i : U — Y le noyau de g.
Alors i = Ker(g) = Im(f) = Ker(Coker(f)) = Ker(p). Comme p est le co-noyau de f, on a
pf =0. Ainsi il existe f': X — U tel que f =if’. Ainsi gf = gif' = 0.

(2) On a Im(f) = Ker(Coker(f)) = Ker(g) et Coim(g) = Coker(Ker(g)) = Coker(f).
Ainsi la suite est exacte.

Exemple. Soit K un corps. Considérons le carquois

. « ﬁ /lﬁ
Q. aﬁbﬂcvd.

)

Alors la catégorie K[Q]/ < Ba, v — § > admet une suite exacte

a-p P10 g

3.3.14. Proposition. Soit C une K-catégorie admettant un objet zéro.

(1) Une suite 0 — X EEAN Y est exacte si, et seulement si, f est un monomorphisme.

(2) Une suite X v 40 est exacte si, et seulement si, f est un épimorphisme.

(3) Si f est le noyau de g; et g est le co-noyau de f, alors la suite 0 — X Ty 2oz 0
est exacte.

Démonstration. (1) D’apres la proposition 3.3.7(2), f est un monomorphisme si, et
seulement si, Ker(f) = 0px = Im(0p x) si, et seulement si, Ker(f) = 0y x = Im(0p x) et

Coim(f) = Coker(Ker(f)) = Coker(0p x) si, et seulement si, 0 — X L, ¥ est exacte.
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(3) Dans ce cas, f est un monomorphisme et g est un épimorphsime. L’énoncé suit de
(1), (2), et le lemme 3.3.13(2). Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Soit C une K-catégorie additive. Soient X; et X5 des objets de C avec les
injections canoniques ¢; : X; — X II X5 et les projections canoniques p; : X; I Xy — X,
¢ = 1,2. D’apres le théoréme 3.3.3, on a ¢ip1 + ¢p2 = Ix,1x, et pig; = 0;;1x,,9 = 1,2. Si
g: X — X;II X, est tel que pog = 0, alors ¢ = Ix,ux,9 = (101 + @2p2)g = q1(p1g). Si
h: X — Xj est tel que g = q1h, alors h = 1x,h = p1g1h = p1g. Donc ¢; est un noyau de ps.

De méme, p, est un co-noyau de ¢;. Par conséquent, on a une suite exacte courte

0— X; 25 X, I1TX, 25 X, — 0.

3.4. Catégories abélinnes

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un corps et A une K-algebre.

3.4.1. Définition. Une K-catégorie additive C est dite abélienne si elle satisfait aux
axiomes suivants:

(1) Tout morphisme admet un noyau et un co-noyau.

(2) Pour tout morphisme f : X — Y, le morphisme associé f : coim(f) — coker(f) est

un isomorphisme.
Exemple. Les K-catégories A-Mod et A-mod sont abéliennes.

3.4.2. Proposition. Soit C une K-catégorie abéliennne avec f : X — Y un morphisme.

(1) f se décompose f = ip, ou p est un épimorphisme et i est un monomorphisme. Dans
ce cas, Ker(f) = Ker(p) et Coker(f) = Coker(i).

(2) Si f est un monomorphisme, alors f = Ker(Coker(f)), c’est-a-dire, f = Im(f).

(3) Si f est un épimorphisme, alors f = Coker(Ker(f)), c’est-a-dire, f = Coim(f).

(4) f est un isomorphisme si, et seulement si, f est un monomorphisme ainsi quun
épimorphisme.

Démonstration. Considérons le diagram commutatif:

ker(f)

u

X Iy 0 coker(f)

coim L m(‘f)

ou u et v sont noyau et co-noyau de f, respectivement; p est le co-noyau de u et j est le

noyau de v.
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(1) Remarquons que p est épimorphisme et j est un monomorphisme. Comme f est un
isomorphisme, i = fj est un monomorphisme. On prétend u = Ker(p). En effet, comme
ipu = fu =0, on a pu = 0 car ¢ est un monomorphisme. Si g : V — X est tel que gp = 0.
Alors gf = gpi = 0. Ainsi il existe un unique morphisme h : V' — ker(f) tel que g = uh.
Ceci montre que Ker(f) = Ker(p). De méme, Coker(f) = Coker (7).

(2) Si f est un monomorphisme, alors u = 0 x, et donc p = ly. Comme f est un
isomorphisme et j est le noyau de v, on voit que f est un noyau de v = Coker(f).

(4) 11 suffit de montrer la suffisance. Comme f est un épimorphisme, Oy,y = Coker(f), et

donc j = 1y. Ainsi f = f est un isomorphisme. Ceci acheve la démonstration.
Exemple. La catégorie des Z-modules divisibles n’est par abélienne.

3.4.3. Proposition. Soit C une K-catégorie abélienne.
(1) Une suite X T v 2 7 est exacte si, et seulement si, Ker(g) = Im(f) si, et
seulement si, Coker(f) = Coim(g).

g9
(2) Une suite 0 — X LY —57 est exacte si, et seulement si, f = Ker(g).

(3) Une suite X v 5225 0 est exacte si, et seulement si, g = Coker(g).

(4) Une suite 0 — X LY 25 Z — 0 est exacte si, et seulement si, f est le noyau de
g et g est le co-noyau de f.

Démonstration. (1) Si Ker(g) = Im(f) = Ker(Coker(f), alors

Coim(g) = Coker(Ker(g)) = Coker(Ker(Coker(f))) = Coker(f),

car Coker( f) est un épimorphisme. Réciproquement si Coker(f) = Coim(g) = Coker(Ker(g)),
alors Im(f) = Ker(Coker(f)) = Ker(Coker(Ker(g))) = Ker(g), car Ker(g) est un monomor-
phisme.

(2)Si0 — X Loy 5 Zest exacte, alors Ker(g) = Im(f) = Ker(Coker(f)) = f,
comme f est un monomorphisme. Supposons réciproquement que f = Ker(g), alors f est un
monomorphisme. Ainsi Im(f) = Ker(Coker(f)) = Ker(Coker(Ker(g))) = Ker(g), car Ker(g)

est un monomorphisme. Donc la suite est exacte. La preuve se termine.

3.4.4. Lemme. Soit C une K-catégorie abélienne avec

0 x-1.y_ 9.7 0
0 x Loy 9 g 0

un diagramme commutatif a lignes exactes de morphismes de C. Si u, w sont des monomor-

phismes (épimorphismes, isomorphismes, respectivement), alors v l'est aussi.
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Démonstration. Supposons que u,w sont des monomorphismes. Soit h : U — Y tel
que vh = 0. Alors wgh = g'vh = 0, et donc gh = 0 car w est un monomorphisme. Comme
f est le noyau de g d’apres la proposition 3.4.3(2), il existe ' : U — X tel que h = fh'.
Or f'uh’ = vfh/ = vh = 0 entaine que h' = 0 puisque f’,u sont monomorphismes. Par
conséquent h = 0. Donc v est un monomorphisme. Or le résulat se découle de la proposition
3.4.2(4).

3.4.5. Définition. Soit C une K-catégorie. Un morphisme f : X — Y de C s’appelle
une section (respectivement, rétraction) s’il existe un morphisme g : Y — X tel que gf = 1x

(respectivement, fg = 1y ).

Remarques. (1) Une section (respectivement, rétraction) est un monomorphisme (re-
spectivement, épimorphisme).
(2) Si f: X — Y est un isomorphisme, alors f est une section ainsi quune rétraction.

La réciproque est vraie si C est abélienne.
3.4.6. Définition. Soit C une K-catégorie additive. Une suite exacte courte
f g9
0—-X—Y —7-0
est dite scindée s’il existe un isomorphisme h : Y — X117 rendant commutatif le diagramme

Yy 4 .z .0

L

0— XL x1Uz2+27—+0,

ol ¢ est I'injection canonique et p est la projection canonique. Dans ce cas, on voit aisément

que f est un noyau de g et g est un co-noyau de f.
3.4.7. Proposition. Soit C une K-catégorie abélienne. Une suite exacte courte
f g
0—-X —Y —7—-0

est scindée si, et seulement si f est une section si, et seulement si, g est une rétraction.
Démonstration. Soient ¢; : X — X II Z et ¢ : Z — X 11 Z les injections canoniques;
etpr: XIIZ — Xetpy: XII Z — Z les projections canoniques. D’abord, supposons que

h:Y — X II Z est un isomorphisme rendant commutatif le diagramme

0— X1 sy 9,7 .y

T

0o— XL xnuz2.z—-o.
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Comme hf = q, on a Ix = piqs = (p1h)f. Ainsi f est une section. De méme, g est une
rétraction.
Réciproquement, supposons que f est une section. Soit f': Y — X tel que f'f = 1y.

Posons h = q1f' + q2g. Alors hf = h(qif' +q9)f = o.f'f = @1 et poh = po(a1 f' + q29) = 9.
Ainsi le diagramme

0— X sy 9.7 .y

N
0— X - xnuz2.z—— .o

est commutatif. D’apres le lemme 3.4.4, h est un isomorphisme. De méme, la suite est

scindée si g est une rétraction. Ceci acheve la démonstration.
3.5. Exactitude de foncteurs

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un anneau commutatif, et C et D des K-catégories.

3.5.1. Définition. Un foncteur covariant ou contravariant F : C — D est dit K-
linéaire si pour tous objets X et Y de C, lapplication F' : C(X,Y) — D(FX,FY) ou
F:C(X,Y)— D(FY, FX) est K-linéaire.

Exemples. Pour tout M € Mod-A, les Hom-foncteurs Hom (M, —) et Homy(—, M)

sont K-linéaires.
Des maintenant, un foncteur de K-catégories est toujours K-linéaire.

3.5.2. Proposition. Un foncteur ' : C — D de K-catégories additives préserve les
suites exactes courtes scindées.

Démonstration. Soient ¢ : X — X II Z et ¢/ : Z — X 11 Z les injections canoniques
etp: XIIZ — Xetp : XIIZ — Z les projections canoniques satisfaisant les conditions
énoncées dans le théoreme 3.3.3. Alors les morphismes F(q), F'(¢'), F(p), F(p') satisfont
égelement ces conditions. En particulier, F(X112) = F(X)II F(Z). Supposons maintenant

qu’on a un diagramme commutatif a lignes exactes:

0——+ X LA Y

T

0— XL xnuz2t-z——0o,

avec h un isomorphisme. Alors
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0— F(X) 2 P(Y)

]IF(X)l h\ l]nz)

0— F(X) XL F(X112) 2% F(Z) — 0,

un diagramme commutatif a lignes exactes avec Fh un isomorphisme. Ceci acheve la

démonstration.
Des maintenant, on suppose que C et D sont abéliennes.

3.5.3. Définition. Un foncteur covariant (respectivement, contravariant) F' : C — D
est dit

(1) ezact si, pour toute sulte exacte X Ly % 7 dans C, la suite FF.X o ry 55 Fz
(respectivement, F 7z py 54 px ) est exacte dans D;

(2) exact a gauche si, pour toute suite exacte 0 — X 2, Y i> Z (respectivement,
x Ly 4% Z — 0) dans C, la suite 0 — FX 2o ry 5 pz (respectivement,
0— Fz 2% rpy I FX) est exacte dans D;

(3) ezact a droite si, pour toute suite exacte X 7, Y i> Z — 0 (respectivement,
0—-x Ly L Z) dans C, la suite FX — FY — FZ — 0 (respectivement,
Fz % ry ZLopx 0) est exacte dans D.

Remarques. (1) Si F est covariant, alors F' est exacte a gauche si, et seulement si, pour
tout morphisme g de C, F(Ker(g)) = Ker(F(g)); et F' est exact a droite si, et seulement si,
pour tout morphisme f de C, F/(Coker(f)) = Coker(F(f))).

(2) Si F est contravariant, alors F' est exacte a gauche si, et seulement si, pour tout
morphisme f de C, F(Coker(f)) = Ker(F(f)); et F est a exact a droite si, et seulement si,
pour tout morphisme f de C, F(Ker(f)) = Coker(F(f))).

3.5.4. Proposition. Soit F' : C — D un foncteur covariant ou contravariant. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

(1) F est exact.

(2) F préserve les suites exactes courtes.

(3) F est exact a gauche et exact a droite.

Démonstration. Supposons que F' est covariant. Il est trivial que (1) implique (2). Sup-
posons que F' préserve les suites exactes courtes. On prétend que F' préserve les monomor-
phisme et les épimorphismes. En effet, tout monomorphisme f : X — Y se trouve sur une

suite exacte courte 0 — X 5V — Z — 0. D’apres 'hypothese sur F', la suite

0 FXH Py S Fz S0
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est exacte. En particulier, F'(f) est un monomorphisme. De méme, on montre que F préserve
les épimorphismes.

Soit 0 — M % N % L une suite exacte dans C. Alors h = ip avec ¢ : U — L un
monomorphisme et p : N — U un épimorphisme. En outre, Ker(p) = Ker(h) = g. Ainsi

00— M ER N 2 U — 0 est une suite exacte courte. Donc
0= FME PN FU =0

est exacte d’apres I'hypothese. Or F(h) = F(ip) = F(i)F(p) avec F(i) un monomorphisme
et F(p) un épimorphisme. Ainsi KerF'(h) = Ker(F(p)) = F(f). Par conséquent,

0= rFrME N L

est une suite exacte. Ceci montre que F est exact a gauche. De méme I est exact a droite.

Supposons enfin que F' est exact a gauche et exact a droite. Alors F'(Ker(f)) = Ker(F'f)
et F'(Coker(f)) = Coker(F'f)) pour tout morphisme f de C. Si X LY 9 7 est une suite
exacte dans C, alors Ker(g) = Im(f) = Ker(Coker(f)). Or

Ker(Fg) = F(Ker(g)) = F(Ker(Coker(f))) = Ker(Coker(F f)) = Im(F'f),
c’est-a-dire, la suite F'.X "L Py X4 FZ est exacte dans D. Ceci achéve la démonstration.

3.5.5. Théoréme. Soit M € C. Alors le foncteur covariant C(M, —) : C — Mod-K et
le foncteur contravariant C(—, M) : C — Mod—K sont tous exacts a gauche.
Démonstration. Soit 0 — X % Y % Z une suite exacte courte dans C. Considérons

la suite dans Mod-K suivante:

) 0—cM, X)L e, vy Y e, 7).

D’abord, si ¢ € C(M, X) est tel que C(M, f)(¢) = f¢ =0, alors ¢ = 0 puisque f est un
monomorphisme. Donc C(M, f) est un monomorphisme. Ensuite pour tout ¢ € C(M, X),
on a C(M,qg)C(M, f)(¢) =gfo=0. Ainsi C(M, g)C(M, f) = 0. Enfin, soit ©» € C(M,Y) est
tel que C(M, g)(¢) = g» = 0. Comme f est le noyau de g, il existe ¢’ : M — X tel que
= f =C(M, f)(¥'). Ceci montre que (*) est exact, et donc C(M, —) est exact a gauche.
De méme, on peut montrer que C(—, M) est exact a gauche. La preuve se termine.

3.5.6. Théoreme. Si F' : C — D est une équivalence ou anti-équivalence, alors F' est
exact.

Démonstration. Supposons que F' est une équivalence. Soit X Ly 4 7 0 exacte
dans C. Alors Fgo Ff = 0. Soit h: FY — V tel que ho F'f = 0. Comme F est dense,

il existe un isomorphisme ¢ : V' — FU dans D avec U on objet de C. Comme F est fidele
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et plein, il existe a« € C(Y,U) tel que F( )=¢ohetaof =0 Ora=[og avec
B eC(ZU). Ainsi h = ¢~ o F(a) = ¢~ F(3)Fg. Supposons maintenant que h = h’ o Fg.
Alors o ' = F(') avec 3’ € C(Z,U). Or F(Bg) = F(a) = ¢h = ¢h'Fg = F(F'g). Ainsi
Bg = (g, et donc 3@ = 3. Ainsi ¢h' = F(3). Ceci donne h' = ¢ 1 F(3). Par conséquent,
Fg est co-noyau de F'f. Donc F est exact a droite. De méme, F' est exact a gauche. Ceci

acheve la démonstration.

3.5.7. Définition. Soient F' : C — D et G : D — C des foncteurs covariants. On dit
que (F,G) est une paire adjointe si pour tout objet X de C et tout objet Y de D, il existe
un K-isomorphisme 7xy : (X,GY) — D(FX,Y), qui est fonctoriel en X et en Y. Dans ce

cas, on dit que F' est un adjoint a gauche de G; et G est un adjoint a droite de F.

3.5.9. Théoréme. Soient F': C — D et G : D — C des foncteurs covariants tels que
(F, G) est une paire adjointe. Alors F est exact a droite et G est exact a gauche.
Démonstration. Soit X LY % Z — 0 une exacte dans C. Considérons le diagramme

commutatif suivant:

GV) (16

cz,av) Y ey, avy LY ox, qv)
nzv nvv nxv
p(Fz,v) Y pry, vy Y o(rx, v,

On veut montrer que F'g = Coker(F'f). D’abord, Fgo F f =0. Soit h: FY — V tel que
hoFf =0. Posons h' = n;‘l/(h) ;Y — GV. En vue du diagramme ci-dessus, on voit que

nyv(Wf)=nyy(h)o Ff=hof=0,

et donc h'f = 0. Donc il existe un unique ¢’ : Z — GV tel que b’ = ¢’ o g. Par conséquent,

h=nvy(g og)=nzv(g)eFyg.
En outre, soit u: FZ — V tel que h = uo Fg. Posons u' = n,,(u) : Z — GV. Alors

nyv(u'g) =nzv (W) o Fg=uoFg=h.

Par conséquent, u'g = 1y, (h) = ' = g'og. Doncu’ = ¢', d’olt, u = nzy(g'). Par conséquent,
Fg est le co-noyau de F'f. Ceci montre que F' est exact a droite. De méme, on peut montrer

que G est exact a gauche. La preuve se termine.
3.6. Produits fibres et sommes amalgamées

3.6.1. Définition. Soit C une catégorie avec un diagramme commutatif de morphismes
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XL>X2

"

X ——Y.

g1

(1) Le diagramme s’appelle un produit fibre de g1 et go si pour tout diagramme commutatif

7" x,

hll ng

X1*>Y

g1

de morphismes de C, il existe un unique morphisme h : Z — X rendant commutatif le
diagramme:

Z .

h

N
X— X5

f2
\ ifl l‘”

X17>Y

(2) Le diagramme s’appelle une somme amalgamée de f; et fy si pour tout diagramme

commutatif de morphismes

X x,

q ]

X1T1>Z,

il existe un unique morphisme h : Y — Z rendant commutatif le diagramme:

XL>X2

f1l gzl h \

XlLY:

Remarque. Le produit fibré et la somme amalgamée, s’ils existent, sont uniques a

isomorphisme pres.

On se fixe K un anneau commutatif.
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3.6.2. Proposition. Soit C une K-catégorie avec un diagramme de morphismes

X$X2

"

X1~V

Supposons que le produit X;I1.X, existe et posons

f= < ;1 > X — Xi01Xy; et g = (g1, —go) - X4IIX, — Y.
2
(1) Le diagramme est un produit fibré de g; et gs si, et seulement si, f est le noyau de g.
(2) Le diagramme est une somme amalgamée de f; et fo si, et seulement si, g est le
co-noyau de f.
Démonstration. On montre seulement (1). Supposons que le diagramme est un produit
fibré de g, et go. D’abord, gf = g1f1 — gofo = 0. Si

est un morphisme tel que gh = gihy — g2ho = 0, alors il existe un unique morphisme
¢ Z — X tel que h; = f;¢, c’est-a-dire, ¢ est I'unique morphisme tel que h = f¢. Ceci
montre que f est le noyau de g.

Supposons réciproquement que f est le noyau de g. Comme gf = g1f1 — g2fo = 0, le

diagramme est commutatif. Si h; : Z — X, 1 = 1,2, sont tels que

h
0=glh1—gzh2=g< 1>.
hy

Comme f est le noyau de g, il existe un unique morphisme ¢ : Z — X tel que

m\_ ., [ fo
(0 )==(5):

c’est-a-dire, ¢ est 'unique morphisme tel que h; = fi¢p, i = 1,2. Ainsi le diagramme est un

produit fibré de g; et g. Ceci achéve la démonstration.

3.6.3. Corollaire. Soit C une K-catégorie abélienne. Alors le produit fibré de deux
morphismes de méme co-domaine ainsi que la somme amalgamée de deux morphismes de

meéme domaine existe.
3.6.4. Proposition. Soit A une K-algebre.
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(1) Le produit fibré de deux homomorphismes g; : My — M et go : My — M de

A-modules est de la forme suivante:

P p2 M2

mi |»

Ml g1 M7

ou P = {(z1,22) € MiIIM; | g1(x1) = g2(x2)} et p; est la restriction a P de la projection
canonique de M;IIM, sur M;, i =1, 2.
(2) La somme amalgamée de deux homomorphismes f; : M — M; et fo : M — M, de

A-modules est de la forme suivante:

Mi>M2

J

MlT)S’

ou S = (M I My)/T avec T = {(f1(x), fo(z)) | © € M}, et s; est le composé de l'injection
canonique de M; dans M, II M, et la projection canonique de My IT My sur S, i =1, 2.

Démonstration. On montre seulement (1). Posons g = (g1, —¢2). Remarquons que
p= b : P — M {IIM,
D2

est I'inclusion. Pour tout = = (z1,29) € MIIM;, on a x € ker(f) si, et seulement si,

g1(z1) — ga(x2) = 0 si, et seulement si, x € P si, et seulement si, z € im(p). Ainsi la suite
P 9
0——P—— M{IIMy — M
est exact. Donc diagramme est un produit fibré de g; et go. Ceci ache la démonstration.

3.6.5. Théoreme. Soit C une K-catégorie abélienne avec un diagramme commutatif de
morphismes
M P, M,

J e

My == N.

(1) Si le diagramme est un produit fibré de g; et go, alors il existe un diagramme com-

mutatif a lignes exactes:

0 K, M M,
N\ f1\ 92\
0 K, M, -2+ N



La réciproque est vraie si fy est un épimorphisme.
(2) Si le diagramme est une somme amalgamée de f; et fo, alors il existe un diagramme

commutatif a lignes exactes:

M~ w, Ly 0
f1\ 92J NJ
M, -2 N L 0.

La réciproque est vraie si g; est un monomorphisme.
Démonstration. Supposons que le diagramme est un produit fibré de g; et go. Posons
il . K1 — M1 le noyau de g1 et ig . K2 — M celui de fg. Comme gl(fl?:Q) = QQfQiQ = 0, il

existe un morphisme h : Ky — K rendant commutatif le diagramme a lignes exactes:

0 Ky —2+ M 4 0,
h\ f1\ 92\
0 K, — M, -2+ N,

Remarquons qu’il existe un morphisme j : K1 — M rendant commutatif le diagramme

Comme fy5 = 0, il existe j; : K1 — Ky tel que j = i97;. Alors i1 = f1j = giiaj1 =
11hj1, et donc hj; = 1k, car 73 est un monomorphisme. Maintenant, on a un diagramme
commutatif:

Ky

( \
jh

\ M—— M2
. f2
i1h \ lfl QQ\L
M1 i> N
Par 'unicité, io = jh = is(j1h), et donc j1h = 1, car iy est un monomorphisme. Ceci
implique que h est un isomorphisme.

Supposons réciproquement qu’on a un diagramme commutatif a lignes exactes:

0 Ky~ M~ 0, 0
hlJ fl\ 92\
0 K, —+ M; -2+ N,



ou hy est un isomorphisme. Comme C est abélienne, le produit fibré de g; et g, existe. En

vue qu’on a prouve, il existe un diagramme commutatif a lignes exactes:

0 Ky -2 p 22 0
hz\ p1\ 92\
0 K, - M, 2+ N,

ou hy est un isomorphisme et le premier carré est un produit fibré de ¢g; et go. Or il existe
un morphisme ¢ : M — P tel que fo = pe¢ et fi = p1¢p. Remarquons que p, est un
épimorphisme car f; I’'est. En outre, il existe un morphisme ¢ : Ko — K3 rendant commutatif

le diagramme a lignes exactes:

0 Ky 20— 0

bl

0 Ki—2>p -5\, 0

s

0 K, 2= M, 2= N,

d’ol i1hot) = p1¢ia = fiis = i1hy. Comme ¢; est un monomorphisme, hst) = hy. Comme hy
et hy sont des isomorphisme, 1 I'est aussi. D’apres le lemme 3.4.4, ¢ est un isomorphisme.

Ceci acheve la démonstration.

3.6.6. Corollaire. Soit C une K-catégorie abélienne avec un diagramme de morphismes

MLMZ

A e

MlT)N.

(1) Si le diagramme est un produit fibré de g; et go, alors g; (respectivement, gs) est un
monomorphisme si et seulement si f, (respectivement, f;) lest.

(2) Si le diagramme est une somme amalgamée de f; et fy, alors f; (respectivement, f5)
est un épimorphisme si et seulement si go (respectivement, go) lest.

(3) Le diagramme est un produit fibré de g; et go ainsi qu'une somme amalgamée de f;

et fo si, et seulement si, la suite suivante est exacte:

(1)

0 M My T M, 9920 N g,
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Chapitre IV: Modules projectifs et injectifs
4.1. Modules libres

Soit A une algebre sur un anneau commutatif K.

4.1.1. Définition. Soit M € Mod-A. Une famille X d’éléments de M s’appelle une
A-base si elle satisfait aux conditions suivantes:

(1) Tout y € M s’écrit y = zya1 + x2a9 + -+ - + xha, avec z; € X, a; € A.

(2) Si x1aq +x2a9+ - - -+ xpa, = 0 avec x; € X, a; € A, alors a; = 0 pour tout 1 <1i < n.

Dans ce cas, on dit que M est libre.

Exemple. (1) Le module nul est libre ayant pour A-base ’ensemble vide.

(2) Soit A un ensemble d’indice. Posons M, = A4. Alors le co-produit ITyep M), est libre
ayant pour A-base {zx = (dx,)uer | A € A}, o 0y = 14 et 0, = 0 pour tout p # .

(3) Le Z-module Z, avec n > 1 n’est pas libre.

4.1.2. Théoréme. Soit M un A-module avec X une famille non vide d’éléments de M.
Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) X est une A-base de M.

(2) M = & exTA.

(3) Pour toute fonction f de X dans un A-module NV, il existe un unique homomorphisme
¢: M — N tel que f = ¢i,oui: X — M est I'inclusion.

Démonstration. Il est évident que (1) implique (2).

Supposons que M = @ exTA. Etant donnée une fonction f X — N, l'application
1Y ex Tag — Y.y f(x)a, est le seul homomorphisme tel que f = ¢i.

Supposons que la condition en (3) est satisfaite. Posons N = > _. xA et considérons
I'inclusion 5 : X — N. D’apres 'hypothese, il existe un homomorphisme ¢ : M — N tel que
j = ¢t. Or l'inclusion [ : N — M est tel que i = [j = l¢pi. D’apres 'unicité pour I'inclusion
i: X — M, onalp=1,. Par conséquent, [ est surjectif, c’est-a-dire, M =3 _, zA.

Soient x1,...,x, € X deux a deux distincts. Supposons que xa;, + a2+ - - -+ x,a, =0

avec ap € A. On se fixe un k avec 1 < k < n. Soit f : X — A la fonction définie par

foly) = { la, sly=my;

04, sinon.

Alors il existe un homomorphisme ¢ : M — A tel que fr = ¢ri. Donc
0= ¢k(z xrar) = Z¢k(xr)ar = Z fk(xr)ar - ]-Aa'k = ak.
r=1 r=1 r=1
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Donc X est une A-base de M. Ceci acheve la démonstration.

4.1.3. Corollaire. Un A-module M est libre si et seulement si M = [1ycp A4 pour un

ensemble d’indice A.

4.1.4. Théoreme. Soient M, N € Mod-A libres ayant pour bases X, Y respectivement.
Si X et Y ont le méme cardinal, alors M = N.

Démonstration. Supposons que X et Y ont le méme cardinal. Alors il existe des
fonctions f : X — Y et g:Y — X telles que fg = Ix et gf = 1y. Soient ¢ : X — M et
j Y — N les inclusions. Alors il existe des homomorphismes ¢ : M — N et ¢p : N — M
tels que jf = ¢ et ig = 5. Donc @ = igf = 5 f = Ypi = 1yi. Par conséquent, ¢ = 1.
De méme ¢ = 1. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. La réciproque du théoreme 4.1.4 n’est pas vraie. Soit V' un espace vectoriel
de dimension infinie sur un corps K et considérons la K-algebre A = Endg (V). On voit
aisément V' =g VII'V. Donc Homg(V,V) =, Homg(V,V) Il Homg (V, V). Ainsi A =g
ATl A. En fait, il s’agit d’'un isomorphisme de A-modules. Par conséquent, A =4 AIT A. Or
Ay a pour base {14}, mais A4 Il Ay a pour base {(14,0),(0,14)}.

4.1.5. Théoréme. Soit X un ensemble. Il existe un A-module libre L(X), unique a
isomorphisme pres, ayant pour base X.

Démonstration. Posons L(X) 'ensemble des combinaisons linéaires formelles
ria1+ -+ Tpan; n> 1z € X, a; € A

On voit aisément que L(X) est un A-module & droite pour les opérations naturelles, et X
est une A-base de L(X).

Remarque. On a L(X) = I cpAx = { les fonctions f: X — A}.

4.1.6. Théoreme. Supposons que K est un corps et A est un sur-corps de K. Alors
tout A-module est libre.

Démonstration. Soit M € Mod-A non nul. Prenons 0 # x € M. Comme A est un
corps gauche, {z} est A-libre. Donc la classe ¥ des familles A-libres X de M est non vide.
Il est claire que la réunion d’une chaine de familles A-libres est A-libre. D’apres le lemme
de Zorn, ¥ admet un élément maximal Xy. Alors pour tout y € M, la famille Xy U {y} est
A-liée. Comme X est A-libre et A est un corps gauche, on voit que y € > . rA. Ceci

montre que X, est une base de M. La preuve se termine.

4.1.7. Proposition. Soit M un A-module. Il existe un A-module libre L et un
épimorphisme f : L — M dans Mod-A. En outre, si M est de type fini, alors L peut
étre choisi de type fini.
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Démonstration. On choisit une famille X d’éléments de M tel que M =< X >. Si
M est de type fini, on peut choisir une famille finie X. Soit L(X) un A-module libre ayant
pour A-base X. Soit j : X — M linclusion. Alors il existe une application A-linéaire
¢ L(X) — M tel que ¢px = j. Comme M =< X >, on voit que ¢ est surjectif. Ceci acheve

la démonstration.
4.2. Modules projectifs

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.
4.2.1. Définition. Un A-module P est dit projectif si tout diagramme a ligne exacte

P

|s

M-T-N——0

d’homomorphismes de A-modules peut étre complété en un diagramme commutatif:

P
v i¢
i
M —— N —0,

c’est-a~dire, Hom4 (P, f) est surjectif lorsque f est surjectif.

4.2.2. Proposition. Tout A-module libre est projectif. En particulier, A4 est projectif.

Démonstration. Soit X une A-base de L. Soient f : M — N et ¢ : L — N des
homomorphismes de A-modules avec f un épimorphisme. Alors pour tout x € X, il existe
u, € M tel que f(u,) = ¢(x). Pour la fonction j : X — M : z — u,, il existe un
homomorphisme ¢ : L — M de A-modules tel que |y = j. Pour tout z € X, on a
(fY)(x) = f(ug) = ¢(x). Ceci donne fip = ¢. La preuve se termine.

Exemple. Si D est un sur corps de K, alors tout D-module est libre, et donc projectif.

4.2.3. Théoreme. Soient { P, | A € A} une famille de A-modules et P = IIycp Py. Alors
P est projectif si, et seulement si, Py est projectif pour tout A € A.

Démonstration. Pour tout A € A, soient ¢, : P\ — P l'injection canonique et py : P —
P, la projection. Remarquons que pygy = 1p, .

Supposons que P est projectif. Soit f : M — N un épimorphisme de A-modules. Si

¢ : Py — N est un homomorphisme, alors il existe un homomorphisme ¢ : P — M tel que
opx = f1b. Donc ¢ = ¢llp, = ¢pagn = f(¥qn). Donc Py est projectif.
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Supposons réciproquement que P, est projectif pour tout A € A. Soit f : M — N
un épimorphisme de A-modules. Si ¢ : P — N est un homomorphisme, alors il existe
Uy - Py — M tel que ¢qn = fi, puisque Py est projectif. D’apres la définition du co-
produit, il existe ¥ : P — M tel que 1\ = ¥qy, pour tout A € A. Donc ¢g, = (fv)qy, pour
tout A € A. 1l s’en suit que ¢ = f1. Donc P est projectif. La preuve se termine.

Remarque. En général, le produit d’une famille de modules projectifs n’est pas projectif.

4.2.4. Théoreme. Soit P un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) P est projectif.

(2) Le foncteur covariant Hom (P, —) est exact.

T.N—2.p 0 d’homomorphismes de

(3) Toute suite exacte courte 0 M
A-modules est scindée.

(4) Tout épimorphime g : M — P de A-modules est une rétraction.

(5) P est un facteur d’'un A-module libre.

Démonstration. On sait que Hom (P, —) est exact a gauche. Si P est projectif, alors
Hom 4 (P, f) est un épimorphisme pour tout épimorphisme f dans Mod-A. Ainsi Hom4 (P, —)
est exact.

Si Homy (P, —) est exact, alors Hom4 (P, g) est surjectif. Donc il existe h € Homy4 (P, N)
tel que Iy = Homyu (P, g)(h) = hg, c’est-a~dire, la suite est scindée.

Supposons que (3) est valide. Si g : M — P est un épimorphisme, alors la suite exacte
courte 0 — kerg — M - P — 0 est scindée. Donc g est une rétraction.

Supposons que (4) est valide. On a toujours un épimorphisme g : L — P avec L libre.
Comme ¢ est une rétraction, on a que P est un facteur direct de L.

Supposons enfin qu’il existe un module @) tel que P Il Q = L est libre. Ainsi L est

projectif. Par conséquent, P l'est. Ceci acheve la démonstration.

4.2.5. Corollaire. Soit A une K-algébre. Si e est un idempotent (c’est-a-dire, e? = e)
de A, alors eA est un A-module projectif a droite et Ae est un A-module projectif a gauche.

Démonstration. Posons f =1 —e. Comme e? =e,on a f2= fetef = fe=0. Il est
claire que Ay = eA+ fA. Sixz € eAN fA, alors © = ex = fx, et donc x = ex = e(fx) = 0.
Donc Ay = eA @ fA. Par conséquent, eA est projectif.

Exemple. Soit A = K@ l'algebre des chemins d’un carquois fini ) sur un corps K. Si
a est un sommet de (), alors a est un idempotent de A. Donc Aa est un A-module projectif

a gauche, qui est composé des combinaisons linéaires des chemins de source a.
4.2.6. Proposition. Pour tout A-module M, il existe une suite exacte
fn fl fO
-—-P, P, 1—--—P>F>=M—Q0,
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avec les P; projectifs, appelée une résolution projective de M.

Démonstration. D’abord, il existe une suite exacte F, M 0 avec Py projective.
Supposons que n > 0 et on a une suite exacte P, EL SN Py EL M — 0 avec les P;
projectifs. Posons K, = ker(f,) et i, : K,, — P, Uinclusion. Or il existe un épimorphisme
Gn+1 : Poy1 — K, avec P, projective. Posons f,, 11 = ing,. Alorsim(f,.1) = K,, = ker(f,).
Par conséquent,

J Ry LYY R L LY V|

est exacte. D’ou le résultat.
4.2.7. Définition. Soit M un A-module. Une suite exacte
J ANy RELRY N

avec les P; projectifs s’appelle présentation projective de M. En outre, M est dite de

présentation finie si Py et Py sont de type fini.
4.2.8. Lemme de Schanuel. Sil’on a deux suites exactes courtes de A-homomorphismes
0O—-—K—-P—-M-—>0 e 0—-L—>Q—M-=—0

avec P et () projectifs, alors PII L= QI K.

Démonstration. La projectivité de P donne un diagramme commutatif a lignes exactes:

i

0 K P M 0
f\ g\ \]IJM
0 L—2.0Q M 0.

En vue du théoreme 3.6.5(2), le premier carré est une somme amalgamée de i et f. Ainsi on

f
Ici on a l'exactitude en K car ¢ est injective. Comme () est projectif, la suite est scindée.
Ceci donne PII L = Q11 K. La preuve se termine.

a une suite exacte

0 K

pPiL e g 0.

4.3. Couvertures projectives

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.
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4.3.1. Définition. (1) Soit M un A-module. Un sous-module N de M est dit superflu
si pour tout sous-module L avec L # M, ona N + L = M.

Exemples. (1) Le sous-module nul 0 de M est superflu.
(2) Le Z-module Z n’a pas de sous-module non nul superflu. En effet, si N est un
sous-module non nul, alors il existe un entier non nul n tel que N = n Z. Prenons m un

entier tels que m,n sont co-premiers. Alors L =m Z # Z et Z = N + L.

4.3.2. Proposition. Soit M un A-module de type fini non nul. Alors un sous-module N
est superflu si, et seulement si, NV est contenu dans l'intersection des sous-modules maximaux
de M.

Démonstration. S’il existe un sous-module maximal L de M tel que N ¢ M, alors
N+ L =M avec L # M. Donc N n’est pas superflu.

Supposons maintenant que N est contenu dans 'intersection des sous-modules maximaux
de M. Si L est un sous-module de M avec L # M, alors L C Ly avec Ly un sous-module
maximal de M. Comme N C Ly, on a N+ L C Lg # M. Ainsi N est superflu dans M.

Ceci acheve la démonstration.

4.3.3. Définition. Soit f: M — N un épimorphisme de A-modules.
(1) On dit que f est dit superflu si ker(f) est superflu dans M.
(2) On dit que f est minimal si pour tout homomorphisme g : L — M de A-modules, fg

est surjectif si et seulement si g est surjectif.

Remarques. (1) Un isomorphisme est un épimorphisme superflu.

(2)Sif: Mi@®---®M, — N est un épimorphisme minimal avec les M; tous non nuls, alors
flar, # 0 pour tout 1 <4 < n. En effet, si f[y, = 0, alors I'inclusion j : My @ --- & M, — N
est non surjectif tel que fj est surjectif.

4.3.4. Lemme. Soit f : M — N un épimorphisme de A-modules. Alors f est superflu
si, et seulement si, f est minimal.

Démonstration. Supposons que f est superflu. Soit g : L — M tel que fg est un
épimorphisme. Pour tout x € M, f(z) = (fg)(y) avec y € L. Ainsi z = x — g(y) € ker(f).
Ceci implique M = im(g) + ker(f). Donc im(f) = M car ker(f) est superflu dans M. Ainsi
f est minimal.

Supposons réciproqument que f est minimal. Soit L un sous-module de M tel que
ker(f) + L = M. Considérons 'inclusion i : L — M. Soit y € N. Comme f est surjectif, il
existe x1 € ker(f) et o € Ltels quey = f(x14+x2) = f(x2) = (fi)(x2). Ainsi fi est surjectif.
Comme f est minimal, i est surjectif, c’est-a-dire, L = M. D’ou, ker(f) est superflu dans

M. Ceci acheéve la démonstration.
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4.3.5. Définition. Soit M un A-module. Une couverture projective de M est un
épimorphisme minimal ¢ : P — M avec P projectif. Dans ce cas, on dit aussi que P est une

couverture projective de M.

Le résultat suivant dit qu’un module admet au plus une couverture projective a isomor-

phisme pres.

4.3.6. Théoréme. Soit € : P — M une couverture projective d'un A-module M. Si
g’ : P — M est un épimorphisme avec P’ projectif, alors il existe une rétraction g : P — P
tel que ¢’ = eg. En outre, g est un isomorphisme si ¢’ : P’ — M est également une couverture
projective de M.

Démonstration. Comme P’ est projectif, il existe g : P’ — P tel que ¢/ = eg. La
minimalité de f entraine que g est un épimorphisme. Et la projectivité de P entraine que
g est une rétraction. Soit ¢’ : P — P’ tel que g¢’ = 1p. Alors €'g’ = egg’ = €. Si € est
également minimal, alors ¢’ est surjectif, et donc un isomorphisme. Par conséquent, g est

un isomorphisme. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Si M est projectif, alors 1, : M — M est une couverture projective. Donc
un épimorphisme ¢ : P — M avec P projectif est une couverture projective de M si, et

seulement si, € est un isomorphisme.
Remarquons qu’un module n’a pas nécessairment de couverture projective.

Exemple. Le Z-module Zs, n’a pas de couverture projective. En effet, la projection
canonique p : Z — s est un épimorphisme non minimal. Supposons au contraire que
€ : P — 7o est une couverture projective de Zs,. Alors il existe une rétraction g : Z — P
telle que p = eg. Etant un facteur direct de Z, ker(g) = 0. Donc g est un isomorphisme.

Ceci implique que p est une couverture projective, une contradiction.
4.3.7. Définition. Soit M un A-module. Une résolution projective
fn f1 fo
-—-P,-FP,41— - =P >F>=M-=0,
de M est dite minimale si ker(f,) est superflu dans P,, pour tout n > 0. Dans ce cas,
JLAREN NELY gy

s’appelle une présentation projective minimale de M.

I1 suit du théoreme 4.3.6 que la résolution projective minimale d’'un module, si elle existe,
est unique a isomorphisme pres. Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la

proposition 4.3.2 et le lemme 4.3.4.
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4.3.8. Lemme. Soit P un A-module projectif de type fini. Alors un épimorphisme
f: P — M est une couverture projective de M si, et seulement si, ker(e) est contenu dans

I'intersection des sous-modules maximaux de P.

Exemple. Soient K un corps avec A € K non nul et ) le carquois suivant:

« C a 3 B
Soit A = KQ/I, ou I =< Ba + MafB,a, 3 >. Alors A=K < a,a,3,a8 >et L =K <
@, 3 > est le seul sous-module maximal de A4. Posons M,, = (a+ /\”B)A ete,: A— M, la
multiplication par (@ + A"/3) & gauche. Comme ker(s,) = M,,; C L, on voit que ¢, est la
couverture projective de M,,. Par conséquent, M, admet une résolution projective minimale

suivante:

-—>Aﬁ> —>--~HA£>A&MO—>O7

oil ¢, est la multiplication par (& 4+ A"/3) & gauche.
4.4. Modules injectifs

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.

4.4.1. Définition. Un A-module I est dit injectif si tout diagramme a ligne exacte

0—>M-1-nN

|+

1

d’homomorphismes de A-modules peut étre complété en un diagramme commutatif:

00— M1~

i(b// ¥
I,

c’est-a-dire, Hom4(f, I) est surjectif lorsque f est injectif.
Exemple. Le module 0 est injectif.

4.4.2. Théoréeme. Soient {I) | A € A} une famille de A-modules.
(1) Le produit ITycply est injectif si, et seulement si, I) est injectif pour tout A € A.
(2) Si le co-produit ITycy est injectif, alors I est injectif pour tout A € A. La réciproque

n’est pas vraie en générale.
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Démonstration. Posons [ = Il ¢y I,. Pour tout A € A, soient py : I — I, la projection
canonique et ¢y : Iy — [ l'injection. Remarquons que pygx = 1;,. Soit f : M — N un
monomorphisme de A-modules.

Supposons que [ est injectif. Soit f : M — N un monomorphisme de A-modules. Si
¢ : M — I, est un homomorphisme, alors il existe un homomorphisme ¢ : N — I tel que
¢ = f. Donc ¢ = pagrd = (pat0) f. Donc I est injectif, pour tout A € A. De méme, on
peut montrer que si ITycp est injectif, alors I est injectif pour tout A € A.

Supposons réciproquement que I, est injectif pour tout A € A. Soit f : M — N un
monomorphisme de A-modules. Si ¢ : M — [ est un homomorphisme, alors pour tout
A€ A, il existe ¥y : N — I tel que py¢ = ¥, f. D’apres la définition du produit, il existe
¥ N — I tel que ¥y = pry, pour tout A € A. Donc pr¢ = ¥y f = papf, pour tout A € A.
Il s’en suit que ¢ = ¢ f. Donc [ est injectif. La preuve se termine.

4.4.3. Théoreme. Soit I un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) I est injectif.

(2) Le foncteur contravariant Hom4(—, I) est exact.

(3) Toute suite exacte courte 0 — [ LME N0 d’homomorphismes de A-modules
est scindée.

(4) Tout monomorphisme g : I — N de A-modules est une section.

Démonstration. On sait que Homa(—, ) est exact a gauche. Si I est injectif, alors
Hom4(—, I) est exact a droite, et donc exact.

Supposons que Homy(—, ) est exact. Si 0 — [ LM 5N S0 est exact, alors
Homa(f,I) : Homa(M,I) — Homa(l,I) est exact. Ainsi il existe h : M — I tel que
1; = Homa(f,I)(h) = hf, c’est-a-dire, f est une section. Ainsi la suite exacte courte est
scindée.

Il est trivial que (3) implique (4). Supposons que (4) est valide. Soient f: M — N un

monomorphisme et ¢ : M — [ un homomorphisme de A-modules. Soit
M-t N

o]

I—".u

la somme amalgamée de f et . Comme f est un monomorphisme, on a une suite exacte:
f
)

Ceci signifie que le diagramme est aussi un produit fibré de i) et h. Par conséquent, h est

)

0 M N7 %My 0.

un monomorphisme car f l'est. D’apres (4), il existe g : U — I tel que gh = 1;. Donc

¢ = (gv)f. Ceci montre que I est injectif. La preuve se termine.
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Remarque. Tout A-module est projectif si, et seulement si, tout A-module est injectif.

En particulier, si D est un sur corps de K, alors tout D-module est injectif.

4.4.4. Critere de Baer. Soit I un A-module a droite. Les conditions suivantes sont
éqivalentes:

(1) Le module [ est injectif.

(2) Si J est un idéal a droite de A, alors tout A-homomorphisme ¢ : J — [ est donné
par ¢(a) = za pour un élément = € 1.

(3) Si J est un idéal a droite de A, tout A-homomorphisme ¢ : J — I se prolonge en une
application A-linéaire ¢ : A — I.

Démonstration. Supposons que [ est injectif. Si ¢ : J — [ est A-linéaire, alors il existe
une application A-linéaire ¢ : A — I telle que ¥|; = ¢. Or x = ¢(14) € I est tel que pour
tout a € J, ¢(a) = (a) =Y (1)a = za.

Il est triviale que (2) implique (3). Supposons enfin que (3) est valide. Soit M un sous-
module d’'un A-module N, et soit ¢ : M — I un homomorphisme. Posons ¥ I’ensemble
des couples (Q,7), ou @ est un sous-module de N contenant M et ¢ : @Q — I est un
homomorphisme tel que |y = ¢. On définit un ordre < sur X par (Qq,¢1) < (Q,7) si
1 C Q et YPlg, = . 1l est évident que toute chaine d’éléments de ¥ admet une borne
supérieure. D’apres le lemme de Zorn, 3 admet un élément maximal (Qy,1g). Supposons
au contraire que Qg # N. Prenons z € N tel que x € Q. Alors J ={a € A | za € Qo} est

un idéal a droite de A. Remarquons que 'application
g:J —1:a— (xa)

est A-linéaire. D’apres (3), il existe un homomorphisme h : A — I tel que h; = g¢.
Définissons 11 : Qo + A — I par ¥1(y + za) = 1o(y) + h(a), pour tous y € Qp, a € A.
Ceci est correctement défini. En effet, si y + xa = v’ + xa’ avec y,y' € Qq, a,a’ € A, alors
x(a—a)=y—1y €Qy. Donca—da €.J. Or

h(a' —a) = g(a' = a) = Yo(z(a’ — a)) = Yoly —¥/),

d’ou, ¢o(y) + h(a) = 1o(y') + h(a’). On voit aisément que ¢ est A-linéaire telle que ¢ |g, =
g, une contradiction. Donc @)y = N, et donc ¢ se prolonge en N. Par conséquent, [ est

injectif. Ceci acheve la démonstration.

4.4.5. Lemme. Un Z-module M est injectif si, et seulement si, M est divisible.

Démonstration. Supposons que M est injectif. Si n € Z est non nul et x € M, alors
¢ :n#% — M :na+— xaest Z-linéaire. Or ¢ se prolonge en une application Z-linéaire
Y Z— M. Ainsi © = ¢(n) = 1p(n) = ¢(1)n. Ceci montre que M est divisible.
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Réciproquement, supposons que M est divisible. Soient n € Z non nulet ¢ : n Z — M
une application Z-linéaire. Or ¢(n) = yn pour un y € M. Pour tout na € n Z, p(na) =
o(n)a = y(na). D’apres 4.4.4(2), M est injectif. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Comme un quotient d’'un Z-module divisible est divisible, un quotient d’un

Z-module injectif est injectif.

Exemples. On voit que Q et ®/ Z sont des Z-modules injectifs, mais que Z est non

injectif.

4.4.6. Corollaire. Tout Z-module M est un sous-module d’'un Z-module injectif.
Démonstration. On a un épimorphisme f : Ilyep Z — M de Z-modules. Donc
M = (Ilyep Z)/ker(f), qui est un sous-module de (ITxep Q) /ker(f). Ce dernier est divisible,

et donc injectif. Ceci acheve la démonstration.

4.4.7. Lemme. Si [ est un Z-module injectif, alors Hom (4 A, I) est un A-module &
droite injectif.

Démonstration. Soient J un idéal a droite de A et ¢ : J — Hom z(4A,I) un homo-
morphisme de A-modules. Considérons le Z-homomorphisme v : J — I : b +— ¢(b)(1a).
Comme [ est Z-injectif, il existe 6 € Hom ,(A, I) tel que §|; = . Or pour tousb € J, a € A,
on a (3b)(a) = d(ba) = y(ba) = ¢(ba)(1a) = (¢(b)a)(1) = 4(b)(a - 14) = ¢(b)(a). Donc
¢(b) = 0b, pour tout b € J. Donc Hom (4 A, I) est injectif d’apres 4.4.4(2). Ceci achéve la

démonstration.

4.4.8. Théoreme. Pour tout A-module M, il existe un A-monomorphisme f : M — [
avec [ injective.

Démonstration. Comme M est un Z-module, il existe une suite exacte 0 — M — @ de
Z-modules avec @ injectif. En appliquant le foncteur exact & gauche Hom ,(4 A, —), on a une
suite exacte 0 — Hom ,(4A, M) — Hom (4 A, Q) dans Mod-A. Or M =4 Homy(4A, M),
un sous-module de Hom (4 A, M). Donc on a une suite exacte 0 — M — Hom (44, Q)

dans Mod-A avec Hom (4 A, @) injectif. Ceci acheve la démonstration.
4.4.9. Corollaire. Pour tout A-module, il existe une suite exacte
O—>Mﬁ>[0£>11—>---—> n—lﬂIn_)"'

de A-homomorphismes avec les I; injectifs, appelée une co-résolution injective de M. En
outre, on appelle
oML

une co-présentation injective de M.
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4.4.10. Définition. Un module injectif I de Mod-A s’appelle un co-générateur injectif
de Mod-A si Homy (M, I) # 0, pour tout module non nul M de Mod-A.

Exemple. Le Z-module Q/ Z est un co-générateur injectif de Mod- Z. En effet, soit
M un Z-module non nul. Prenons x € M non nul. On définit un Z-homomorphisme
¢: Zr — Q) Z par $(x) = 3+ Z si x est d’ordre infini et par ¢(z) = = + Z si z est
d’ordre n. Comme Q/ Z est injectif, ¢ se prolonge en Z-homomorphisme ¢ : M — Q/ Z

qui est non nul car ¢ est non nul.

4.4.11. Proposition. Il existe un co-générateur injectif de Mod-A.

Démonstration. Soit {/, | A € A} T'ensemble des idéaux a droite de A. Posons
N = Tl\epA/I,. D’apres le lemme 4.4.8, il existe un monomorphisme f : N — @ avec
@ injectif. Soit M un A-module ayant un élément non nul x. Comme xzA = A/l avec
Iy un idéal a droite, il existe un monomorphisme g : tA — N. Comme (@) est injectif, le
monomorphisme fg: A — @ se prolonge en un homomorphisme non nul h : M — Q. Ceci

acheve la démonstration.

4.4.12. Théoréme. Soit [ un co-générateur injectif de Mod-A. Une suite de A-

homomorphismes L M s N est exacte si, et seulement si, la suite suivante est exacte:
Hom (N, I) U1 Homa(M, 1) Y Homa(L, 1).

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Si gf # 0, alors il existe x € L tel
que y = (gf)(x) # 0. Comme I est un co-générateur injectif, il existe un A-homomorphisme
non nul yA — I, qui se prolonge en un A-homomorphisme h : N — [. Ceci donne 0 #
h(gf) = (f,1)(g,I)(h), une contradiction. Ainsi gf = 0.

Supposons qu'il existe = € ker(g) et = & im(f). Soit p: M — C le co-noyau de f. Alors
p(z) # 0. Comme I est un co-générateur injectif, il existe un A-homomorphisme ¢ : C' — [
tel que ¢q(p(z)) # 0. Comme gpf = 0, on a gp € ker(f,I) = im(g,I). Clest-a-dire, il
existe h : N — I tel que gp = hg. Par conséquent, ¢(p(z)) = h(g(z)) = h(0) = 0, une
contradiction. Ceci acheve la démonstation.

4.5. Enveloppes injectives

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.

4.5.1. Définition. Soit N un A-module. Un sous-module M de N est dit essentiel dans
N si M N L # 0 pour tout sous-module non nul L de N.

Exemples. (1) Tout module est essentiel dans lui-méme.
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(2) Un facteur direct propre d'un module M n’est pas essentiel.
(3) Z est essentiel dans Q.

(4) Les sous-modules non nuls de Z sont tous essentiels dans Z.

4.5.2. Définition. Soit f: M — N un monomorphisme de A-modules.

(1) On dit que f est essentiel si im(f) est essentiel dans N (c’est-a-dire, le pré-image
d’un sous-module non nul par f est non nul).

(2) On dit que f est minimal si pour tout homomorphisme g : N — L de A-modules, gf

est injectif si et seulement si g est injectif.
Remarque. Un isomorphisme est un monomorphisme essentiel.

4.5.3. Lemme. (1) Un monomorphisme f : M — N de A-module est essentiel si, et
seulement si, il est minimal.

(2)Si f: M — N et g: N — U sont des monomorphismes essentiels, alors gf l'est.

Démonstration. (1) Supposons que f est essentiel. Si g : N — L est tel que
gf est injectif, alors im(f) N ker(g) = 0. Ceci donne ker(g) = 0. Donc f est minimal.
Réciproquement, soit L un sous-module de N tel que im(f) N L = 0. Considérons la projec-
tion p : im(f) + L — im(f) + L/L : x — x + L. Alors ker(pf) = im(f) N L = 0. Si f est
minimal, alors p est injectif. D’ou L = 0. Ceci montre que im(f) est essentiel dans N.

(2) Soit W un sous-module non nul de U. Alors g~ (W) est un sous-module non nul de
N, et donc f~1 (g7 (W)) = (gf) " (W) # 0. Ainsi gf est essentiel. La preuve se termine.

Remarque. Si f: M — N1 @---® N, est un monomorphisme minimal avec les N; tous

non nuls, alors la co-restriction de f a M; est non nul pour tout 1 <7 < m.

4.5.4. Définition. Soit M un A-module. Une enveloppe injective de M est un monomor-
phisme minimal 7 : M — I avec [ injectif. Dans ce cas, on dit aussi I est une enveloppe

injective de M.

Remarque. Une enveloppe injective m : M — I d’un module injectif M est un isomor-

phisme.
Exemple. L’inclusion ¢ : Z — @ est une enveloppe injective de Z.

4.5.5. Proposition. Soient M un A-module et 7 : M — [ une enveloppe injective
de M. Si 7w’ : M — I' est un monomorphisme avec I’ injectif, alors il existe une section
g: I — I tel que 7" = gm. En outre, g est un isomorphisme si 7’ : M — I’ est aussi une

enveloppe injective de M.
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Démonstration. Comme I’ est injectif, il existe g : I — I’ tel que ' = gr. La
minimalité de 7 implique que g est un monomorphisme. Comme [ est injectif, g est une
section. Soit ¢’ : I' — [ tel que ¢g'g = 1;. Alors ¢'n’ = m. Si 7’ est également minimal,
alors ¢’ est injectif, et donc un isomorphisme. Par conséquent, g est un isomorphisme. Ceci

acheve la démonstration.

4.5.6. Lemme. Un A-module [ est injectif si, et seulement si, tout monomorphisme
essentiel f : I — N est un isomorphisme.

Démonstration. Supposons que [ est injectif. Soit f : I — N un monomorphisme
essentiel. Alors il existe g : N — I tel que gf = 1;. D'ou, N = im(f) @ ker(g). En
particulier, im(f) Nker(g) = 0, et donc ker(g) = 0 car im(f) est essentiel. Ceci donne a lieu
im(f) = N, Par conséquent, f est un isomorphisme.

Supposons que tout monomorphisme essentiel de domaine I est un isomorphisme. D’apres
le théoreme 4.4.8, il existe un monomorphisme f : I — J avec J injectif. D’apres le lemme
de Zorn, il existe un sous-module M de J qui est maximal pour la proprété que f(I)NM = 0.
Considérons le monomorphisme h : [ — J/M : z — f(x)+ M dont 'image est f(I)+ M /M.
Si L/M avec M C L est un sous-module non nul de J/M, alors f(I) N L # 0, et donc
(f(I)+ M/M)n (L/M) # 0. Ceci implique que h est essentiel, et donc un isomorphisme.
En particulier, J = f(I) + M = f(I) @ M. Ceci montre que f(I), ainsi que I, est injectif.

La preuve se termine.

4.5.7. Théoreme. Tout A-module admet une enveloppe injective.

Démonstration. Il existe un monomorphisme f : M — I avec [ injectif. D’apres le
lemme de Zorn, il existe un sous-module @) de I qui est maximal pour la propriété que f(M)
est essentiel dans (). Soit g : Q — N un monomorphisme essentiel. Comme [ est injectif, il
existe h : N — I tel que hg = j, l'inclusion. La minimalité de g entraine que h est injectif.
Posons L = h(N). Alors f(M) C @ C L. La co-restriction [ de h sur L est un isomorphisme
et donc essentiel. Par conséquent, g = 7', I'inclusion () dans L est essentiel. Cela veut dire
que @ est essentiel dans L. Ainsi f(M) est essentiel dans L. La maximalité de @) implique
@@ = L. Donc g est surjectif, et donc un isomorphisme. Ceci montre que @) est injectif et la

co-restriction f': M — @ est le monomorphisme cherché. La preuve se termine.

4.5.8. Corollaire. Tout A-module M admet une co-resolution injective, unique a

isomorphisme pres,
O—>Mﬁ>[0£>]1—>-~—> n—1ﬁ>ln—>"'

telle que im(f,) est essentiel dans I, pour tout n > 0, appelée la co-résolution injective
minimale de M. Dans ce cas, 0 — M B Iy A, I, s’appelle la co-présentation injective

mainimale de M.
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Chapitre V: Produit tensoriel de modules et d’algebres

Soient K un anneau commutatif et A, B, et C' des K-algebres.

5.1. Définition. Soient M4 et 4N deux A-modules et U un K-module. Une application
f: M x N — U est dite A-bilinéaire si pour tout x,x1,z9 € M, y,y1,y2 € N, ay,as € K et
a€ A,

(1) f(x, aayr + agya) = a1 f(x, 1) + aaf(z, 12).

(2) flaawy + oz, y) = ay f(z1,y) + aaf(72,9).

3) fza,y) = f(z,ay).

5.2. Définition. Soient M4 et 4N deux A-modules. Un produit tensoriel de M et
N sur A est un K-module T avec une application A-bilinéaire t : M x N — T ayant la
propriété universelle: pour toute application A-bilinéaire f : M x N — S, il existe un

unique K-homomorphisme ¢ : T'— S rendant commutatif le diagramme

Mx N—t>T

NE

S.

5.3. Théoreme. Tous A-modules M4 et 4N admet un produit tensoriel, qui est unique
a isomorphisme pres.
Démonstration. It suffit de montrer I'existence. Soit L le K-module libre ayant pour

base I’ensemble M x N. Soit R le sous-module de L engendré par les éléments des formes

(11 + oo, Bryr + Paya) — carBr(x, 1) — cuBal@r, y2) — afBi(@2, y1) — aofa(wa, y2)

et (za,y) — (x,ay), ou z,x1,29 € M, y,y1,y2 € N, et a € A. Posons T'= L/R. Alors
I’application
t:MxN—-T:(x,y)— (x,y) + R

est clairement A-bilinéaire. Soit f : M x N — U une application A-bilinéaire. Comme L
est K-libre ayant pour base M x N, il existe un unique K-homomorphisme v : L — U tel
que Y|yxn = f. Or la A-bilinéarité de f entraine que R C ker(t)). Donc il existe un unique
K-homomorphisme ¢ : T" — U tel que ¥ = ¢ o p avec p la projection canonique de L sur 7T
Pour tout (x,y) € M x N, on a

(pot)(z,y) = ¢((z,y) + R) = ¢(x,y) = f(x,y).

Donc f = ¢ ot. Ceci acheve la démonstration.
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Remarque. Si T avec t : M x N — T est un produit tensoriel de M4 et 4N sur A, on
éerit T'= M ®4 N et t(x,y) = x ®y, pout tout (x,y) € M x N. Dans cette notation, on a

(1) 2 ® (a1y1 + asy2) = a1(z @ y1) + aa(z @ yo).

(2) (71 + aaxs) @Y = a1 (71 @ Y) + (T2 ® Y).

(3) (za) @y =z @ (ay).

En particulier, t ® y = O si x = 0y ou y = Oy.

5.4. Proposition. Pour tous A-modules My, et 4N, on a

M®AN:{Za:i®yi|n21,xi€M,y¢€N}.

=1

Démonstration. Posons U = {}"" jz; ®y; | n > 1,x; € M,y; € N}. Alors U est un
sous-module du K-module M ®4 N et I'application

f MxN-=>U:(z,y)—» xRy

est A-bilinéaire. Donc il existe un K-homomorphisme ¢ : M ®4 N — U tel que f = ¢t.
Comme t = if avec i I'inclusion de U dans M®4 N, t = (i¢)t. D’apreés 'unicité, ip = g, N

Par consequent, M ®4 N = U. Ceci acheve la démonstration.
Remarque. En générale, Pexpression z = )" | x; ® y; n'est pas unique.

Exemples. (1) Si m,n € Z avec (m,n) =1, alors Z,, ® ; Z, = 0. En effet, il existe
s,t € Z tels que mr +ns = 1. Pour tout (Z,9) € Zp X Zn,

SNRJ=T5@nj=1®0=0.

<

TRQY=amr+aInsQyY =

Par conséquent, Z,, ® Z, = 0.

(2) Soit M un groupe abélien. Alors Q ® , M = 0 si, et seulement si, M est de torsion
(c’est-a-dire, tout élément de M est d’ordre fini). En effet, M est de torsion, alors pour tout
y € M, il existe n € Z tel que ny = 0. Ainsi pour tout z € Q,onar®y == @ny = 0.
Donc Q ®, M = 0. Sinon, prenons un sous-module N de M engendré par un élément z
d’ordre infini. Alors il existe un Z-monomorphisme ¢ : N — @ tel que ¢(z) = 1. Comme

Q est injectif, ¢ se prolonge en un Z-homomorphisme ¢ : M — Q. Comme 'application

f:QxM— Q:(qy) — q(y)

est Z-bilinéaire, il existe un Z-homomorphisme g : Q @, M — Q tel que g(¢ ® y) =
f(q,y) = q¥(y). En particulier, g(1® z) = f(1,2) = 1(z) = ¢(2) = 1. D’'ou 1 ® z # 0. Par
conséquent, Q) ® , M # 0.
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5.5. Proposition. Si M et N sont des K-modules libres ayant pour bases U et V
respectivement, alors M ®x N est un K-module libre dont Y @ V = {u®@v |u e U,v € V}
est une base.

Démonstration. D’abord, M ®x N est engendré par U ® V. Soit L le K-module libre

ayant pour base U x V. Comme la fonction

f:M x NHL:(Zauu,Zﬂvv) — Z By (u,v)

uel veY (u,v)eUXV

est K-bilinéaire, il existe un K-homomorphisme ¢ : M ®x N — L tel que ¢(u ® v) =
f(u,v) = (u,v) pour tout (u,v) € U x V. Par conséquent, U @ V est libre, et donc une base

de M ®p N. Ceci acheve la démonstration.

5.6. Proposition. Si ¢ : My — M/ et ©» :4 N —4 N’ sont des homomorphismes de
A-modules, alors il existe un unique K-homomorphisme ¢ @ 1 : M @4 N — M’ @4 N’ tel

que (¢ R Y)(z®@y) = ¢(x) ®Y(y), pout tous x € M,y € N.
Démonstration. Comme 'application

fiMxN—=M@iN:(z,y) — éx) ®P(y)
est A-bilinéaire, on a 'existence de ¢ ® 1. Ceci acheve la démonstration.
Remarque. On voit aisément 1, ® Ix = Iyg v et (¢ @) (¢ @ Y') = (p¢') @ (Yy).

5.7. Proposition. Etant donnés des bimodules BM 4 et 4Ng, il existe une structure de
B-C-bimodule sur M ®4 N telle que b(z ® y)c = (bx) ® (yc).

Démonstration. On se fixe b € B. L’application f, : M XN — M®uN : (z,y) — bz®y
est A-bilinéaire. Ainsi il existe un K-homomorphisme ¢(b) : M ®4 N — M ®4 N tel que
o(b)(z®y) =bxr ®y. Or il est facile de vérifier que

¢: B — Endg(M @4 N) :b— ¢(b)

est une représentation de B sur M ®4 N. Par conséquent, M ®4 N est un B-module a
gauche tel que b(z ® y) = (br) ® y. De méme, M @4 N est un C-module a droite tel que
(x®@y)ec =2 ® (yc). Comme (b(z x y))c = (br) @ (ye) = b((z x y)c). Ainsi M @4 N est

B-C-module. Ceci acheve la démonstration.
Remarques. (1) Un A-B-bimodule M détemrine un foncteur covariant
—®aM: Mod-A— Mod-B: X +— X4 M, frf1y.
(2) Un B-A-bimodule M détemrine un foncteur covariant

M®y—: A-Mod - B-Mod: X — M®,4 X, fr—1® f.
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(3) Soit A une sous-algebre de B. Alors B est un A-B-bimodule. Si M est un A-module
a droite, alors M ®4 B est un B-module a droite, qui est le B-module obtenu a partir de

M 4 par prolongement des coefficients.

5.8. Proposition. (1) Pour un module M4, on a un isomorphisme ¢y : M @4 A — M
de A-modules a droite, fonctoriel en M, tel que ¢y (z ® a) = za.

(2) Pour un module 4N, on a un isomorphisme ¢y : A @4 N — N de A-modules a
gauche, fonctoriel en N, tel que ¢y(a ® z) = ax.

(3) En somme, — @4 A= Dypqnet AR®a — = Tayoa-

Démonstration. (1) L’application f : M x A — M : (z,a) — za est A-bilinéaire.
Donc il existe un A-homomorphisme ¢y @ M ®4 A — M tel que ¢y (xr ® a) = za. Or
Yy M — M ®s A x— x® 14 est un A-homomorphisme tel que ¥y = 1y et
dm¥nm = lug,a. En outre, il est facile de vérifier que pour tout f : M — L, on a
fon = op(f ® A). Ceci acheve la démonstration.

5.9. Proposition. (1) Pour tous modules M4, sNp, et gL, on a
(M®aN)®p L= M®a (N @pL).

(2) Si A est commutative, alors M @4 N =4 N ®4 M, pour tous A-modules M et N.

Démonstartion. (1) Pour tout z € L, on a un A-homomorphisme:
;i N—=N@pL:y—y®z,
d’ott un K-homomorphisme 1;; ® f,. Comme 'application
g (MRsN)XL—>M®s(N@pL):(w,z2)— 1y f)(w)

est B-bilinéaire, il existe un K-homomorphisme ¢ : (M ®4 N) @ L — M ®4 (N ®p L) tel
que p((z®y)®z2)=g9(z®y,2) =1y f.)(z®y) =2 (y®2). De méme, il existe un
K-homomorphisme 1) : M®@4(N®pL) - (M4 N)®@pL tel que h(z®(y®2)) = (2Qy)® 2.
On voit aisément que ¢ = g, (vopr) €t Vo = lyg,N@pL-

(2) Supposons que A est commutative. Alors M et N sont des A-A-bimodules. Ainsi
M ®4 N est un A-module. Or f: M x N — N®s M : (x,y) — y ® x est A-bilinéaire.
Donc il existe un K-homomorphisme ¢ : M @4 N — N ® M tel que ¢(z @ y) = f(z,y) =
y ® x. On voit aisément que ¢ est A-linéaire. De méme, il existe un A-homomorphismes
V:N®saM— M®N tel que ¢p(y @ z) =2 ®y. Or ¢ = Iyg, o et Yo = g, n. Ceci
acheve la démonstration.

Remarquons qu'une K-algebre est un K-module E et un K-homomorphisme ¢ : £ ®@g E
tel que pop®@ Ip = po g ® ¢ et un élément 1 tel que ¢(1 @ ) = ¢(xr ® 1) = x pour tout
re k.
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5.10. Proposition. Soient A et B deux K-algebres. Alors A ® ¢ B est une K-algebre
dont la multiplication est telle que (a ® b)(a’ @ V') = (aad’) ® (bY).
Démonstration. D’abord, A ® B est un K-module. Comme 'application

Ax A— A:(a,d)— ad

est K-bilinéaire, il existe un K-homomorphisme ¢ : A @x A — A tel que ¢(a ® a’) = ad'.
De méme, il existe K-homomorphisme ¢ : B ®x B — B tel que ¢(b ® b') = bb'. En
outre, on a un K-isomorphisme 7 : B ®x A — A ®k B tel que 7(b x a) = a ® b. Soit
7: (A®k B) @k (A®Kk B) — A®k B le composé des K-homomorphismes suivants:

(A®B)® (Ao B)>Ae (BoA)o B ¥ Ax (A0 B) o B5 (A0 A)o (Bo B) Y As B.

Alors AR B est une K-algebre pour la multiplication u-v = y(u®v), pour tout u,v € AQB.

Ceci acheve la démonstration.
5.11. Théoreme. Il existe un isomorphisme de K-algebres
¢ 2 My (K) @k My (K) — My (K) @ (ai;) @ (bij) = (ars(bij) ) 1<rs<n-

Démonstration. D’abord, M,,(K), M,,(K) et M,,,(K) sont des K-modules libres ayant
pour bases canoniques {e;; |1 < 4,7 < n}, {fi;|1 <i,5 <n}, et {g;]|1 <i,j <mn}. On

voit que ¢(ei; ® fr) = gli—1)m+k,(j—1)m+1- Ainsi ¢ est un isomorphisme de K-modules. Or

eijy @ frr, sii =jetk' =I;

0, sinon,

(€55 ® fr)(ewy @ for) = €€y @ frafwr = {

et

GGi—1ymtk, ('—1ymttr, Sii = jet K =1;
07 sinon.

J(i—D)m+k, (j—1)ym+l 9@ =1)ym+k’, (j'=1)m+1 = {
Par conséquent, ¢ est un isomorphisme de K-algebres. Ceci acheve la démonstration.
Le résultat est tres important.
5.12. Théoreme. Soit M un A-B-bimodule. Alors les foncteurs
—®a M :Mod-A — Mod-B et Hompg(M,—): Mod-B — Mod-A
forment une paire adjointe (— ®4 M, Homp(M, —)). Et les foncteurs

M ®p — : B-Mod — A-Mod et Homyu(M,—): A-Mod — B-Mod
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forment une paire adjointe (M ®p —, Homu (M, —)).

Démonstration. Soient X, et Yp des modules. Tout ¢ € Homy (X, Homp(M,Y))
donne lieu & une application A-bilinéaire: X x M — Y : (z,m) — ¢(x)(m), et donc a un
unique B-homomorphisme p(¢) : X @4 M — Y tel que p(¢)(x @ m) = ¢(x)(m). Ainsi on a
un K-homomorphisme:

pxy : Homa(X, Homp(M,Y)) — Homp(X @4 M, Y) : ¢ — p(¢).

Si p(¢1) = p(¢pa), alors ¢i(x)(m) = ¢o(z)(m), pour tous x € X et m € M. Ainsi
¢1(z) = ¢a(x) pour tout z € X. Par conséquent, pxy est injectif.
Soit ¢ € Hompg(X ®4 M, Y'). Pour tout x € X, on a un B-homomorphisme

O(xr): M =Y :m— (x®@m).
Ceci donne lieu & un A-homomorphisme:
¢: X — Homp(M,Y) : x — ¢(z).

Pour tous z € X,m € M, on a p(¢)(z @ m) = ¢(z)(m) = ¥(x ® m). Par consequent,
p(¢) = 1. Donc pxy est surjectif, et donc un isomorphisme. Enfin, on peut vérifier que
px,y est fonctoriel en X et en Y. La preuve se termine.

5.13. Théoréme. Soit M un A-B-bimodule. Les foncteurs
— R4 M: Mod-A — Mod-B et M ®p —: B-Mod — A-Mod
sont exacts a droite.

Exemple. On a que f: Z — Z : n — 2n est un monomorphisme, mais que f ® 1, :
4@ Wy — TR %o nelest pas. En fait, Z® , Zo = %o # 0, et pour tousn € Z,m € Zs,

(fel(nem)=f(n)@m=2n)@m=n® 2m = 0.
Remarque. Comme le foncteur M ®4 — n’est pas exact a gauche, si X est un sous-

module de Y, alors pour m € M et x € X, le produit m® z € M ®4 X est différent du
produit m@x € M ®4Y.

5.14. Corollaire. Si P est un K-module projectif, alors le A-module a droite P ®x A
est projectif.
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Démonstraton. Soit f : M — N un A-épimorphisme. Comme A est projectif,
Homa(A, f) : Homa(A, M) — Homyu (A, N) est un épimorphisme de K-modules. Comme

(— ®x A, Homy (A, —)) est une paire adjointe, on a un diagramme commutatif

Homy (P, Hom s (A, M)) LA Hom e (P, Homa (A, N)) —— 0

~ ~

Homu(P @y A, M)) — 240

Homu(P ®x A, N) 0

de K-homomorphismes. Remarquons que la ligne en haut est exacte car P est un K-module
projectif. Ainsi la ligne en bas est également exacte. Ceci montre que P ®x A est un

A-module projectif. La preuve se termine.
5.15. Proposition. Soit I un idéal bilatere de A. Pour tous A-modules M4 et 4N,
M@y AT =M/MI, A/I®4N=N/IN.

Démonstation. Appliquant M ®4 — a la suite exacte 0 - [ — A — A/l — 0 de
A-A-bimodules, on obtient une suite exacte M @4 I — M @4 A — M ®4 A/I — 0 de
A-modules a droite. Or le A-isomorphisme ¢ : M ®4 A — M tel que ¢(x ® a) = xa et le A-
épimorphisme 7 : M ®4 I — M1 tel que 7(z ® r) = xr induisent un diagramme commutatif

a lignes exactes
MRl —+M@RpA— M A/l —0

AR
0 MI M M/MI —— 0.

En vue du lemme du serpent, on voit que v est un isomorphisme. Ceci acheve la démonstration.

5.16. Théoréeme. (1) Si M est un A-module a droite et { Ny |\ € A} est une famille de

A-modules a gauche, alors il existe un K-isomorphisme
Jar i M @4 yeaNy — Haea(M @4 Ny) 1 2 ®@ (Ya)aer — (T @ Ya)rens

qui est fonctoriel en M.
(2) Si N est un A-module a gauche et { M, | A € A} est une famille de A-modules a droite,

alors il existe un K-isomorphisme
gy (heaMy) @4 N — Thhea(My @4 N) @ (22)ren ® Y = (Tx @ Y)ren,

qui est fonctoriel en V.

Démonstration. (1) D’abord, comme 'application
M x WyeaNy — pea(M &4 Ny) (2, (Ya)rea) = (2 @ Ya)rea
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est A-bilinéaire, il existe un K-homomorphisme

ot M @4 ANy — Hpea(M @4 Ny) 2 @ (Ya)aea = (2 @ ya)rea-

Considérons maintenant les injections canoniques ¢} : M ®4 Ny — II,caA(M ®4 N,) et
qr 1 Ny — L ,eaN,,. Par rapport a la famille {1y, ® ¢ : M ®4 Ny — M @4, N, | A € A},
il existe un K-homomorphisme gy : Hyep(M @4 N,) — M @4 Huepa N, tel que gugh =
1® q\, pour tout A € A. On a alors fg =1 et gf = 1. Ceci acheve la drhonstration.

Remarque. En général, M ® (IIN,) 2 II(M ® N,).

5.17. Théoréeme. Soit M un B-A-bimodule. Pour tous modules X4 et gY, il existe un

K-homomorphisme

nxy : X ®4 Homp(M,Y) — Hompg(Homa(X,M),Y)
r® f = (g~ flg()),

qui est fonctoriel en X et en Y. En outre, nxy est un isomorphisme dans chacun des cas
suivants:

(1) X4 est projectif de type fini.

(2) X4 est de présentation finie et gY est injectif.

Démonstration. La premiere partie du théoreme est facile a vérifier. De plus, 14y est
un isomorphisme. Il suit du théoreme 5.16 que 7y est un isomorphisme si L est libre de
type fini.

(1) Supposons que X 4 est projectif de type fini. Alors il existe une suite exacte scindée

0 Q—>1L-">Xx 0

ou L est libre de type fini. En appliquant a cette suite les foncteurs — ® 4, Homp(M,Y) et

Homp(Homy(—, M),Y), on obtient un diagramme commutatif exact a lignes exactes:

0 0

Q ® Hom(M,Y) —L— L @ Hom(M,Y) —2— X ® Hom(M,Y)

nQy nLy nxy

0 —— Hom(Hom(Q, M),Y) L+ Hom(Hom(L, M),Y) *+ Hom(Hom(X, M),Y) — 0.
En vue du lemme du serpent, on voit que 79y est un monomorphisme et 7nyy est un
épimorphisme. Remarquons () est projectif de type fini. En échangeant les roles de X
et (), on voit que nyy est un monomorphisme, et donc un isomorphisme.

(2) Supposons que Y est injectif. Alors le foncteur Homp(Homy(—, M), Y) est exact a

droite. Supposons qu’il existe une suit exacte

q

P Q—L>Xx 0
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de A-homomorphismes avec P et () projectifs de type fini. En appliquant a cette suite
les foncteurs exacts a droite — ® 4 Homp(M,Y') et Hompg(Homa(—, M),Y’), on obtient un

diagramme commutatif exact a lignes:

P®@Homp(M,Y) —2L+ Q ® Homp(M,Y) —2— X @ Homp(M,Y)

0

nry Ula)'g Xy
Hom s (Homu (P, M),Y) -~ Homp(HomA(Q, M),Y) X+ Homp(Homu(X, M),Y) —— 0

de K-homomorphismes. Ainsi 77xy est un isomorphisme car npy et ngy le sont. Ceci acheve

la démonstration.
De méme, on a le résultat suivant.

5.18. Théoréme. Soient M un B-A-bimodule et P un A-module a droite projectif de
type fini. Pour tout B-module a droite X, on a

X ®p Homy (P, M) = Homa (P, X @ M).

Démonstration. L’isomorphisme ¢ est tel que ¢(z® f)(y) = z® f(y), pour tous z € X,
y € Pet feHoma(P,M).

5.19. Définition. Un A-module a droite M est dit plat si le foncteur suivant est exact:

M ®4—: A-Mod — K-Mod.

Exemples. (1) Le Z-module Zs, n’est pas plat.

(2) On accepte sans preuve le fait que Q est un Z-module plat.

5.20. Théoreme. Soit {M) | A € A} une famille de A-modules a droite. Alors ITycp M)
est plat si, et seulement si, M, est plat pour tout \ € A.
Démonstration. Soit ¢ : N — L un homomorphisme de A-modules a gauche. On a un

diagramme commutatif:

1s¢

(LxeaMy) @4 N (ITxeaM)) ®4 L

gN gL

1
Myen (M) ®a N) (80 Myea(My ®4 L)

ou gy et gr sont des isomorphismes. Or IIM) est plat si, et seulement si Iy, ® ¢ est un
monomorphisme pour tout monomorphisme ¢ dans A-Mod si, et seulement si (1, ® ¢)rea

est un monomorphisme pour tout monomorphisme ¢ dans A-Mod si, et seulement si 1y, ® ¢
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est un monomorphisme pour tout A € A et pour tout monomorphisme ¢ dans A-Mod si, et

seulement si M) est plat pour tout A € A. Ceci acheve la démonstration.

5.21. Théoreéme. (1) Un A-module projectif est plat.
(2) Un A-module plat de présentation finie est projectif.
Démonstration. (1) D’abord, A4 est plat. En effet, si f: M — N est un monomor-

phisme de A-modules a gauche, alors on a un diagramme commutatif

Ao ML A0 N

| e

M—1 N

avec ¢yr et ¢y des isomorphismes. Ainsi 1® f = ¢y foar est un monomorphisme. D’apres
le théoreme 5.20, tout module projectif est plat.
(2) Supposons maintenant que P est plat de présentation finie. Soit ¢ : M — N un

A-épimorphisme. On veut montrer que

0 — Homa(P, M) X Homu(P,N) (%)
est une suite de K-homomorphismes. Il suffit de montrer qu’il s’agit d’une suite exacte
de Z-homomorphismes. Soit I un co-générateur injectif de Mod- Z. Comme P est de

présentation finie, on a un diagramme commutatif

0 Pa(f,1)

P ®4 Hom4(N, I) P ®4 Hom 4(M, 1)

~ ~

0 — Hom ,(Homu(P, N), I) 22N Hom ,(Homu(P, M), I)

Comme P est plat et Hom ,(—, I') est exact a gauche, la ligne en haut est exacte. Donc il en
de méme pour la ligne en bas. Comme [ est co-génératuer injectif de mod- Z, la suite est

exacte dans Mod- Z. Ceci acheéve la démonstation.
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Chapitre VI: Conditions de finitude

6.1. Modules artiniens et noethériens
Soit A une K-algebre.

6.1.1. Définition. Soit M un A-module.
(1) On dit que M est artinien s'il satisfait a la condition des chaines décroissantes disant

que toute chaine décroissante infinie
My My 2---2 M, 2---

de sous-modules de M est stationnaire, c’est-a-dire, il existe ny > 1 tel que M,, = M,,, pour
tout n > nyg.
(2) On dit que M est noethérien s'il satisfait a la condition des chaines croissantes disant

que toute chaine croissante infinie
MyC M C---CM,C---

de sous-modules de M est stationnaire, c’est-a-dire, il existe ny > 1 tel que M,, = M,,, pour

tout n > ny.

Exemple. Le Z-module Z est noethérien, mais pas artinien. En fait, on a une chaine

décroissante non-stationnaire
ZO2ZLO>PZL>---DMZLD---

de sous-modules de Z. D’autre part, toute chaine croissante de sous-modules de Z est de
la forme:
aﬂ%gal%g"'ganZg'“7

ou a, € IN. On peut supposer que ag # 0. Alors a,|a,_1, pour tout n > 0. Ainsi
aoy>ap > >a, > .
Donc il existe ng > 0 tel que a,, = a,,, pour tout n > ny. Par consequent, Z est noethérien.

6.1.2. Proposition. Soit M un A-module.

(1) M est artinien si, et seulement si, tout ensemble non vide de sous-modules de M
admet un élément minimal.

(2) M est noethérien si, et seulement si, tout ensemble non vide de sous-modules de M

admet un élément maximal.
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Démonstration. On ne montrera que la partie (1). Supposons que M satisfait a la
condition énoncée. Si
My2 M, 2---2OM,2---

est une chaine décroissante de sous-modules de M, alors {M,, | n > 0} admet un élément

minimal M,,. Pour tout n > ng, on a M,,, C M,,. D’ou M,, = M,. Donc M est artinien.
Supposons réciproquement qu’il existe un ensemble non vide ¥ de sous-modules de M

qui n’a pas d’élément minimal. Prenons M, € Y. Comme M, n’est pas minimal, il existe

M, € ¥ tel que My C M;. Supposons n > 1 et on a une chaine
MyD>M, D>---DM,, M e}.

Comme M, n’est pas minimal, il existe M, .1 € X tel que M,, D M, ;. Par récurrence, on

a une chaine décroissante infinie
MyDM, D---DM,D---
qui est non stationnaire. Donc M n’est pas artinien. Ceci achéve la démonstration.

6.1.3. Proposition. Soit N un sous-module d’'un A-module M. Alors M est noethérien
(respectivement, artinien) si, et seulement si, N et M /N le sont.

Démonstration. Supposons que M est noethérien. D’apres la définition, NV est noethérien.
Si

MO/Nng/Ng gMn/Ng
est une chaine croissante de sous-modules de M /N avec M; un sous-module de A contenant
N. Alors
MyCM, C---CM,C---

est une chaine croissante de sous-modules de M. Donc il existe ng > 0 tel que M, =
M,,, pour tout n > ng. Par conséquent, M, /N = M, /N, pour tout n > ng. Donc M/N
est noethérien.

Supposons réciproquement que N et M /N sont noethériens. Soit
Mg M, C---CM,C---
une chaine croissante de sous-modules de M. Alors
MgN"NCMNNC---CM,NNC---
est une chaine croissante de sous-modules de N et
(Mo + N)/N C (M; +N)/N C---C (M, +N)/NC---
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est une chaine croissante de sous-modules de M/N. Il existe ng > 0 tel que pour tout n > ny,
M,N"N = M,, NN et (M, + N)/N = (M, + N)/N et donc M,, + N = M,, + N. Par

conséquent, pour tout n > nyg,
M,=M,N(M,+N)=M,Nn(My,+N)=M,,+M,"N=M,, + M,, NN = M,,.
Donc M est noethérien. Ceci acheve la démonstration.

6.1.4. Corollaire. Soient M, My, ..., M, des A-modules.

(1) Si Ny,..., N, sont des sous-modules artiniens (respectivement, noethériens) de M,
alors Ny + --- + N, est artinien (respectivement, noethériens).

(2) Le co-produit 117", M; est artinien (respectivement, noethérien) si, et seulement si,

M, est. artinien (respectivement, noethérien) pour tout 1 <i < n.

6.1.5. Théoreme. Un A-module M est noethérien si, et seulement si, tout sous-module
N de M est de type fini. En particulier, un module noethérien est de type fini.

Démonstration. Supposons que M admet un sous-module N qui n’est pas de type fini.
Prenons x; € N. Alors < x; >C N. Supposons, pour n > 1, qu’il existe z1,...,z, € N

tels que < x; >C --- C< x1,...,2, >C N. Prenons x,,;1 € N et x,11 €< x1,...,T, >.
Donc < zy,...,2, >C< x1,...,%,,%,11 >. Par récurrence, on a une chaine strictement
croissante

<T1 >C-- - C<T1,..., L, >C < Xy,...,Tp,Tpy1 >C -

de sous-modules de M. Donc M n’est pas noethérien.

Supposons maintenant que tout sous-module de M est de type fini. Soit
MycMyC---CM,C---

une chaine croissante de sous-modules de M. Alors N = Uy, M, est un sous-module.
D’apres I'hypothese, N =< zq,...,z, >. Or il existe ny > 0 tel que z4,...,2, € M,,. Pour
tout n > ng, on a M,, C N C M,, € M,, et donc M, = M,,. Ceci montre que M est

noethérien. La preuve se termine.
Exemple. Si A est un domaine d’intégrité principal, alors A4 est noéthérien.
On énonce sans preuve le résultat suivant.

6.1.6. Théoreme de Bass. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) Tout A-module a gauche plat est projectif.
(2) Tout A-module & gauche admet une couverture projective.

(3) Les idéaux a droite principaux de A satisfont a la conditions de chaines décroissantes.
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Dans ce cas, on dit que A est parfaite a gauche.

6.2. Algebres artiniennes et noethériennes
Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.

6.2.1. Définition. (1) On dit que A est artinienne a droite (respectivement, a gauche)
si As (respectivement, 4A) est un A-module artinien.
(2) On dit A est noethérienne a droite (respectivement, a gauche) si A4 (respectivement,

4A) est un module noethérien.
Remarque. On verra plus tard qu'une algebre artinienne est noethérienne.

Exemples. (1) La Z-algebre Z est noethérienne, mais non artinienne.
(2) Tout domaine d’intégrité principal est noethérien.

(

3)
(4) Toute K-algebre finie est noethérienne et artinienne (a droite et a gauche).
5)

(

enne.
(6) Considérons la Q-algebre

Tout sur-corps de K est noethérien et artinien (a droite et a gauche).

Si K est un corps, alors une K-algebre de dimension finie est noethérienne et artini-

A:(ﬂ;g).

On peut vérifer que A n’a que les idéaux a gauche suivantes:

(D)

Par conséquent, A est artinienne et noethérienne a gauche. Par contre, il existe une stricte-

ment croissante

(o Qw>c<0 Qw+Q7r2)CWC<O Qw+~~+w>cm
0 0 0 0 0 0

et une chalne strictement décroissante

(19} (2 @) s (3 9o
0 0 0 0 0 0 7

ou Q[n"] désigne I'ensemble des polynomes rationnels de 7", d’idéaux a droite de A. Ainsi
A n’est ni artinienne ni noethérienne a droite.
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6.2.2. Proposition. Si A est noethérien (respectivement, artinien) a droite, alors tout
A-module M a droite de type fini est noethérien (respectivement, artinien).

Démonstration. Supposons que A est artinien et M = x1A+---+z,A avec z1,...,x, €
M. Pour 1 <i < n, on a x;A est isomorphe a A/I; avec I; = {a € A | x;a = 0}, et donc

artinien. Ainsi M est artinien. Ceci achéve la démonstration.

Exemple. Si K est un corps et A est de dimension finie sur K, alors tout A-module de

dimension finie est noethérien et artinien.

6.2.3. Théoreme. Supposons que A est noethérienne a droite. Soit M un A-module a
droite de type fini.

(1) Tout sous-module de M est de type fini.

(2) M est plat si, et seulement si, M est projectif.

(3) M admet une résolution projective dont tous les modules sont de type fini. En
particulier, M est de présentation finie.

(4) Pour toute famille {I, | A € A} de A-modules & droite, le co-produit I e Iy est
injectif si, et seulement si, I est injectif pour tout A € A.

Démonstration. (1) Comme A est noethérienne et M est de type fini, M est noethérien.
Par conséquent, tout sous-module de M est de type fini.

(2) 11 suit du théoreme 5.21 et la partie (3).

(3) Comme M est de type fini, il existe un épimorphisme dy : Py — M avec P, projectif de
type fini. D’apres la partie (1), K7 = ker(dp) est de type fini. Donc il existe un épimorphisme
d) : P, — K avec P, projectif de type fini. Posant d; le composé de d] et I'inclusion K1 — P,
on obtient une suite exacte Py 4, Py D, M — 0 avec Py, P, de type fini. Par récurrence,
on construire une résolution projective de M désirée.

(4) La nécessité suit du théoreme 4.4.2(2). Supposons que I, est injectif pour tout A € A.
Soit f : J — Il eal)y un A-homomorphisme avec J un idéal a droite de A. Comme A est
noethérienne, J = a1 A+---+a, A avec a; € J. Evidemment il existe {1, A} € A tel que
fla;) € O5_ 1y, pour tout 1 <i <r. Donc f(J) C I, I),. CommeIT}_, I, = TI\_, Iy, est
injectif, il existe un A-homomorphisme ¢ : Ay — II}_, Iy, tel que ¢(a) = f(a), pour tout a €

J. Donc Iyep Iy est injectif par le critere de Baer. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. On sait que Z est noethérienne. Le Z-module plat @ n’est pas projective.
6.3. Modules de longueur finie

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.
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6.3.1. Définition. Un A-module non nul S est dit simple si 0 et S sont les seuls

sous-modules de S.

Exemples. (1) Un Z-module M est simple si, et seulement si, M est d’ordre premier.

(2) Un sous-module I de A4 est simple si, et seulement si, I est un idéal a droite minimal
de A.

(3) Supposons K est un corps. Alors un K-espace E est un K-module simple si, et

seulement si, F est de dimension 1.

Remarques. (1) Soit N un sous-module de M. Alors M/N est simple si, et seulement
si, N est un sous-module maximal de M.

(2) Toute algebre admet un module simple.

6.3.2. Proposition. Soit S un A-module a droite non nul. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) S est simple.

(2) S =zA, pour tout z € S non nul.

(3) 11 existe un idéal & droite maximal I de A tel que S = A/I.

Démonstration. Il suffit de montrer que (2) implique (3). Prenons 0 # x € S. Alors
S=xA=A/I,onl ={a € A | za=0}. Soit J un idéal a droite de A tel que I C J.
Prenons a € J\I. Alors za # 0, et donc xA = S = (za)A = xJ. En particulier, z = xb avec
beJ Doul—bel. DoncleJ, doudJ = A. Ceciacheve la démonatration.

Exemples. Soient D un sur-corps de K.

(1) Soit V un D-module & gauche non nul. Considérons la K-algebre A = Endp (V).
Muni de la multiplication externe f -z = f(z), V est un A-module a gauche simple. En
effet, si € V est non nul, alors la famille D-libre {x} se prolonge en une D-base B de V.
Pour tout y € V, il existe un D-homomorphisme tel que f(z) = y, c’est-a-dire, il existe
feAtel quey= f-x. Ainsi V est un A-module simple.

(2) Considérons la K-algebre M, (D) des matrices de type n x n sur D. Pour la mul-
tiplication matricielle, 'ensemble D™ des matrices-colonne de type n x 1 sur D est un
M,,(D)-module a gauche simple, et ’ensemble D™ des matrices-ligne de type 1 x n sur D est

un M, (D)-module a droite simple,

6.3.3. Lemme de Schur. Si S est un A-module simple, alors End 4(S) est un sur-corps
de K.

Démonstration. Soit f : S — S un A-homomorphisme non nul. Alors ker(f) et im(f)
sont des sous-modules de S avec ker(f) # S et im(f) # 0. Ainsi ker(f) = 0 et im(f) = S.

Donc f est bijectif, et donc un isomorphisme. Ceci acheve la démonstration.
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6.3.4. Définition. Soit M €Mod-A non nul. Une suite
0O=M,CcM,C---CM CMy=M
avec My/My, ..., M,_1/M, simples s’appelle une suite de composition de longueur n de M.
Exemple. (1) Considérer le Z-module Zg. Alors
0C2%sC Zs et 0C3ZsC Zs

sont deux suites de composition de Zg.

(2) Supposons que K est un corps. Soit F un K-espace avec base {vy, va, ..., v,}. Alors
0C<v1 >C<v,03>C -+ C<VpyevnyUp1>C <UL, Uy 1,0y >=F

est une suite de composition de F.

3) Soient p un premier et n > 1. Alors Z,. a une seule suite de composition:
P
OCpn_l an C--- Cprn C an.
(4) Si S est simple, alors 0 C S est la seule suite de composition de S.

6.3.5. Théoréeme. Soit M un A-module non nul. Alors M a une suite de composition
si, et seulement si, M est artinien et noethérien en méme temps.

Démonstration. Supposons que M est noethérien et artinien. Alors il existe un sous-
module maximal M; de M. On a M; C My = M avec M/M,; simple. Remarquons que
M est noethérien. Si M; # 0, alors M; admet un sous-module maximal M;. D’ou on a
My, C My C My = M avec My/M; et M;/M, simples. Ce procédé se termine parce qu'il

n’existe pas de suite décroissante infinie de sous-modules de M. Donc on a une suite
OZMnCMn_1C"‘CM1CM0:M

avec My/My, My/Ms, ..., M, 1 /M, simples. Ceci est une suite de composition de M.

Supposons réciproquement que M admet une suit de composition
0=NoCcN,C---CN,,_1 CN,,, =M.

Alors N est simple, et donc artinien et noethérien. Supposons que N; avec 1 < i < m
est artinien et noethérien. Comme N;,1/N; est artinien et noethérien, on voit que N;;; est
artinien et noethérien. Par récurrence, M = N,, est artinien et noethérien. Ceci acheve la

démonstration.

I1 suit du résultat précédant que si M a une suite de composition, alors tout sous-module
non nul de M a une suite de composition.
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6.3.6. Théoreme de Jordan-Holder. Soit M un A-module non nul ayant deux suites

de composition
0O=M,CcM,C---CMyCMy=M e 0=N,, CN,_1C---CN CNy=M.

Posons S; = M;_1/M;, i = 1,...,n; et Tj = N;_1/N;, j = 1,...,m. Alors m = n et
il existe une n-permutation o telle que T; = S,;), ¢ = 1,...,n. Dans ce cas, on dit que
My /My, -+, M,_1/M, sont les facteurs de composition de M.

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Si n = 1, alors M est simple. Ainsi
m = 1 et My/M; = Ny/N;. Supposons que n > 1 et I’énoncé est vraie pour n — 1. Si
M, = Ny, alors I’énoncé suit de ’hypothese de récurrence. Supposons M; # N;. Alors

M; + N1y = M car M; est un sous-module maximal de M. En outre,
(*) M/MlgNl/(MlﬂJ\G) et M/ngMl/(MlﬂNl)

Donc M; N N; est un sous-module maximal de M; et de N;. Or M; N Ny a une suite de
composition 0 =L; C --- C Ly C Ly =M N Ny,etainsi0 =L, C---C Ly C Ly C M est

une suite de composition de M;. D’apres I’hypothese de récurrence, n — 1 =1t + 1 et
{MI/M27 e 7Mn—1/Mn} = {MI/LOa LO/Lla Tt 7Lt—1/Lt}-

En outre, 0 = L; C --- C Ly C Ly C N; est une suite de composition de N;. Il suit encore

de 'hypothese de récurrence que m — 1 =n — 1, et donc n = m, et en outre,
{N1/Na,-++,Ny_1/Np} =2 {Ny/Lo, Lo/ L1, -+, Ly_1/L;}.
Par conséquent,
{Mo/My, My /My, -, M, _1/M,} = {My/My, My/Lq, Lo/ L1, -+, Ly_1/ L}

et
{No/N1,N1/Na, -+, Ny_1/Ny} = {No/N1,N1/Lo, Lo/ Ly, -, L1/ L+ }.

D’aprés (*), on a Mo/M1 = Nl/LO et N()/N1 = Ml/Lo. Donc
{MO/Mh MI/M27 Ty Mnfl/Mn} = {NO/Nh Nl/N27 T 7Nn71/Nn}-
Ceci acheve la démonstration.

6.3.7. Définition. Soit M un A-module. On définit la longueur de composition de M,
notée ¢(M), par

0, siM=0;
(M) = n, si M admet une suite de composition de longueur n;
0, sinon.
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Remarques. (1) M est simple si et seulement, si £(M) = 1.
(2) M est de longueur finie si, et seulement si, M est artinien et noethérien.

(3) Si K est un corps, alors la longueur d'un K-espace vectoriel est égale a sa dimension.

6.3.8. Corollaire. Tout A-module de longueur finie est de type fini. La réciproque est

vraie si A est artinienne et noethérienne.

6.3.9. Proposition. Soit 0 — L. — M — N — 0 une suite exacte courte de A-modules.
Alors M est de longueur finie si, et seulement si, L et N sont de longueur finie. Dans ce cas,
O(M)=L(L)+((N).

Démonstration. On peut supposer que L est un sous-module de M et N = M/L. La
premiere partie suit de la proposition 6.1.3 et le théoréme 6.3.5. Supposons que L et M/L
sont de longueur finie. Si L = 0 ou N = 0, on voit aisément que ¢(M) = ¢(L)+ ¢(N). Sinon,
L a une suite de composition 0 = Ly C Ly 1 C--- C L1 C Ly = L, et M/L en a une

0=M,/LCM_/LC---CM/LCMy/L=M/L
avec L C M;. Alors M admet une suite de composition comme suit:
0O=L,CLiyC---CLyCM, CM_yC---CDMCM,=M,
puisque M;_1/M; = (M;_1/L)/(M;/L). Ceci acheve la démonstration.

6.3.10. Corollaire. Soit M un A-module de longueur finie. Soient f, g deux endomor-
phismes de F.

(1) Pour tout sous-module N de M, ¢(M) = {(N) si, et seulement si, M = N.

(2) f est un automorphisme si, et seulement si, il est un épimorphisme si, et seulement
si, il est un monomorphisme.

(3) fg est un automorphisme si, et seulement si, f et g le sont.

Démonstration. (1) Ona ¢(M) = {(N)+L(M/N).Si£(M) = {(N), alors £(M/N) = 0.
Donc M/N =0, c’est-a-dire, M = N.

(2) Comme im(f) = M/ker(f), on a (M) = £(imf) + {(kerf). Or f est surjectif si, et
seulement si, £(M) = £(imf) si, et seulement si, {(kerf) = 0 si, et seulement si, f est un
monomorphisme. Ceci acheve la démonstration.

(3) Si fg est bijectif, alors f est surjectif. Ainsi f est bijectif, et donc g est bijectif. Ceci

acheve la démonstration.

6.4. Modules semi-simples

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.
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6.4.1. Définition. Un A-module M est dit semi-simple si M = 0 ou M = @yrcp M)y,
avec M) simple.

Exemples. (1) Le Z-module Z,, est semi-simple lorsque n = p; - p, avec les p; des
premiers deux a deux distincts. En effet, posons n; = py---pi_1piv1 - pr, €t M; = n; Zy,.
Alors les M; sont simples tels que Z, = My & --- & M,.

(2) Le Z-module Z n’est pas semi-simple, et Z,» avec p un premier et n > 2 ne l'est
non plus.

Remarques. (1) Tout A-module simple est semi-simple.

(2) Le co-produit de modules semi-simples est semi-simple.

6.4.2. Proposition. Soit A — B un épimorphisme de K-algebres. Soit M un B-
module.

(1) M est un A-module.

(2) N est un sous-module du B-module M si et seulement si N est un sous-module du
A-module M.

(3) M est simple en tant que B-module si, et seulement si, M est simple en tant que
A-module.

(4) M est semi-simple en tant que B-module si, et seulement si, M est semi-simple en

tant que A-module.

6.4.3. Proposition. Les conditions suivantes sont équivalentes pour un A-module
semi-simple M:

(1) M est de type fini.

(2) M est artinien.

(3) M est noethérien.

Démonstration. On a M = @, Sy, ou Sy est simple pour tout A € A. Il est évident
que si A est infini, alors aucun des trois conditions n’est satisfaite. Supposons que A est fini,
disons M = S1 6 So @ --- B S,. Alors il est évident que M est de type fini. En outre,

OCSlCSl@SQC---CSl@---@Sn,ch

est une suite de composition de M. Ainsi M est nothérien et artinien. Ceci acheve la

démonstration.

6.4.4. Proposition. Soit M un A-module tel que M = >, , S\ avec Sy des sous-
modules simples de M. Alors pour tout sous-module N de M, il existe Q2 C A tel que
M = N @ (BareaS)). En particulier, M est semi-simple.
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Démonstration. Si N = M, on prend Q = (). Supposons que N # M. Alors il existe
un g € A tel que Sy, € N, et donc NNS), = 0. D’apres le lemme de Zorn, il existe un sous-
ensemble 2 de A maximal pour la condition que z/\eQ Sy = BrcaSy et N N ByreaSy, = 0.
Supposons que M # N + (DxeaSy). Alors il existe A; tel que Sy, € N + (©reaS)), et
donc Sy, N (N + (®reaSy)) = 0. En particulier, A\; ¢ Q. Posons ; = QU {\;}. Alors
> e, Or = @aca, S\ et N N @y, Sy, = 0, une contradiction. Donc

M = N + (@rcaSy) = N ® (BacaSh)-
Ceci acheve la démonstration.

6.4.5. Théoreme. Soit M un A-module. Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) M est semi-simple.

(2) M est une somme de sous-modules simples.

(3) Tout sous-module de M est un facteur direct.

Démonstration. Il suffit de montrer que (3) implique (1). Supposons que M est non
nul satisfaisant a (3). Alors tout sous-module de M satisfait & (3). Prenons x € M non nul.
Etant de type fini, xA contient un sous-module maximal N. Or il existe un sous-module
T de xA tel que xtA = N@®T. Donc T = (zA)/N est un sous-module simple de M. De
méme, tout sous-module non nul de M contient un sous-module simple. Soit {S) | A € A}
I’ensemble des sous-modules simples de M. Posons M, = EAE AN Alors M = My @ M.
Si M; # 0, alors M; contient un sous-simple S. Or S C My N My, une contradiction. Donc

M = M est semi-simple. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Soit n > 1. Alors le Z-module Z, est semi-simple si, et seulement si,

n =pj---p, avec py,...,p, premiers 2 a 2 distincts.

6.4.6. Corollaire. Soit 0 — L — M — N — 0 une suite exacte courte de A-modules.
Si M est semi-simple, alors L et N sont semi-simples.

Démonstration. On peut supposer que L est un sous-module de M et N = M/L.
Comme M est sémi-simple, L est semi-simple. En outre, M = L & Ly. Ainsi N = M/L est

semi-simple. Ceci acheve la démonstration.
Remarque. La réciproque du corollaire 6.4.6 n’est pas vraie.
Le résultat suivant est évident.

6.4.7. Lemme. Soient S et T" des A-modules simples. Alors Homa(S,T) # 0 si, et
seulement si, S = T. Dans ce cas, Homa(S,T) = End4(5).
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6.4.8. Proposition. Soit M un A-module semi-simple de type fini. Alors
Enda(M) = T, M, (D,)

ou D; est un sur-corps de K et M, (D;) la K-algebre des matrices de type n; x n; sur D;.
Démonstration. Par hypothese M = S; @ --- ® S, avec S; simple. Supposons que
S1,...,S; sont deux a deux non isomorphes tels que pour tout ¢ > ¢, il existe 1 < j < ¢ tel
que S; = S;. Alors M = IIt_ M;, ou M; = S™, le co-produit de n; copies de S;. Comme
Hom4(S;,S;) = 0, on a Homy(M;, M;) = 0, pour tous 4, j distincts avec 1 < 4,5 < ¢. En
outre, End4(M;) = M,(D;), ou D; = Enda(S;) est un sur-corps de K d’apres le lemme de

Schur. Par conséquent, on a Enda(M) = ITt_, M,,,(D;). Ceci achéve la démonstration.

6.5. Algebres semi-simples

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.

6.5.1. Définition. On dit que A est une K-algebre semi-simple a gauche (respective-

ment, ¢ droite) si le module 4A (respectivement, A,4) est semi-simple.

Remarque. Si A est semi-simple a gauche, alors A est artinienne et noethérienne a

gauche.

Exemples. (1) Un sur-corps de K est une K-algebre semi-simple a gauche et a droite.

(2) Supposons que K est un corps et V' est un K-espace vectoriel de dimension infinie
dénombrable. Soit B la K-algebre des endomorphismes de V. Alors

(a) M ={f € B|dimf(V) < oo} est un idéal bilatere maximal de B.

(b) A = B/M est une algebre simple mais non semi-simple a gauche.

Démonstration. (a) Il est claire que M est un idéal bilatere de B. Soit I un idéal bilatere
de B tel que M C I. Prenons f € I dont 'image a une base infinie {vy,...,v,, ..., }. Soit
U le noyau de f et W le complémentaire de U dans V. Alors V =U & W et W = f(V).
Soit w; € W tel que f(w;) = v;. Alors {ws,...,wy,,...,} est une base de W. Supposons
que U est de dimension finie. Or il existe f' € B tel que f’(v;) = w; pour tout ¢ > 1. Donc
f' f(w;) = w; pour tout i > 1. Ainsi (1 — f'f)(V) = (1 — f'f)(U) est de dimension finie,
c’est-a~dire, 1 — f'f € M. D’ou 1 € I. Supposons que U est de dimension infinie. Prenons
une base {u1,...,up,...,} de U. Alors les u; et les w; forment une base de V. Il existe
g € B tel que g(u;) = vg; et g(w;) = vg;_1 pour tout i > 1, et h € B tel que h(vy;) = u; et
h(vg;—1) = w; pour tout ¢ > 1. Donc hfg = 1 € I. Ceci montre que M est un idéal bilatere

maximal de B.
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(b) Comme M est un idéal bilatere maximal, A = B/M est une algebre simple. Prenons
une base {1,...,%,,...,} de V. Posons I,, = {f € B| f(z;) =0, i =1,...,n}, qui est un
idéal a gauche de B. Donc J,, = (I, + M)/M est un idéal a gauche de A, pour tout n > 1.
Or il existe f, € B tel que f,(z;) = 0 pour tout 1 <i < n et f(z;) = x; pour tout j > n.
Alors f, € I, mais f, &€ I,,1 + M. Ainsi f, € J, mais f, € J,.1. Donc A admet une suite

décroissante non stationnaire
JI DIy D DJnDJn_H DRI
Par conséquent, A n’est pas artinien a gauche, et donc non semi-simple.

6.5.2. Lemme. Soit D un sur-corps de K. Pour tout n > 1, la K-algebre M, (D) est
semi-simple a gauche et a droite.

Démonstration. En tant que M,(D)-module a gauche, M, (D) = J, & Jo® --- & J,
avec J; I'idéal a gauche de M,,(D) des matrices dont les colonnes sont toutes nulles sauf que
la -ieme colonne. Pour tout 1 <@ < n, J; =y, p) V, le M, (D)-module a gauche simple
des matrices de type n x 1. Ainsi M, (D) est semi-simple a gauche. De méme, M, (D) est

semi-simple a droite. Ceci acheve la démonstration.

6.5.3. Lemme. Si B et C sont des K-algebres semi-simples a gauche (respectivement, a
droite), alors A = BIIC est une K-algebre semi-simple & gauche (respectivement, a droite).
Démonstration. Supposons que gB = S1®---® S, avec S; simpleset «cC' =T1®---BT}
avec Tj simples. A Taide des projections canoniques, B et C' sont des A-modules a gauche
semi-simples. Comme 4A =4 B I, C est semi-simple, A est une K-algebre semi-simple a

gauche. Ceci acheve la démonstration.

6.5.4. Théoreme de Wedderburn-Artin. Les conditions suivantes sont équivalentes
pour une K-algebre A:

(1) A est semi-simple a gauche.

(2) A=TIt_ | M,,(D;) avec D; un sur-corps de K pour tout 1 < i < t.

(3) A est semi-simple a droite.

Démonstration. Il suit des lemmes 6.5.3 et 6.5.4 que (2) implique (1). Supposons que
le A-module 4A est semi-simple. D’apres la proposition 6.4.8, il existe un isomorphisme de
K-algebres 0 : 11!, M,,,(D;) — Enda(aA), ot D; est un sur-corps de K pour tout 1 <i <¢.
Remarquons que ¢ : Enda(4A) — A: f— f(1) et

O i M, (D;) — T M, (Dy) : (My, ..., M) — (M], ... M

sont des anti-isomorphismes de K-algebres. Par conséquent, ¢0v : IIi_ M, (D;) — A est
un isomorphisme de K-algebres. Ceci montre ’équivalence de (1) et (2). De méme, on a

I'équivalence de (2) et (3). Ceci acheve la démonstration.

86



On dit alors que A est semi-simple si A est semi-simple a gauche ou a droite.

6.5.5. Théoreme. Les conditions suivantes sont équivalentes pour une K-algebre A:

(1) A est semi-simple.

(2) Tout A-module est semi-simple.

(3) Tout A-module est projectif.

(4) Toute suite exacte courte de A-modules est scindée.

(5) Tout A-module est injectif.

Démonstration. Il est évident que les trois dernieres conditions sont équivalentes.

Supposons que 4A est un A-module semi-simple. Alors tous A-modules libres sont semi-
simples. Comme tout A-module est un quotient d’'un A-module libre, on voit que tout
A-module est semi-simple.

Supposons que tout A-module est semi-simple. Si M est un A-module, alors M est un
sous-module d’'un A-module injectif /. Comme [ est semi-simple, M est un facteur direct
de I. Donc M est injectif.

Supposons que tout A-module est injectif. Alors tout sous-module de 4A est un facteur
direct de 4A. Ainsi 4A est semi-simple, c’est-a-dire, A est semi-simple. Ceci acheve la

démonstration.

6.5.6. Théoreme. Supposons que A est semi-simple. Si Ay = S1®--- P S, avec les S
simples, alors Sy, ..., S, sont les A-modules simples a isomorphismes pres.

Démonstration. Si S est un A-module simple, alors il existe un épimorphisme f: A —
S. Or il existe un i tel que f|g, est non nul, et donc un isomorphisme. Ceci acheve la

démonstration.

6.5.7. Théoreme. Soit A artinienne a gauche ou a droite. Alors A est simple si, et
seulement si, A = M, (D) avec D un sur-corps de K.

Démonstration. Il suffit de montrer la necessité. Supposons que A est simple et
artinienne a droite. Alors A admet un idéal a droite minimal /. Comme Al est un idéal
bilatere non nul de A, ona A=Al =3 _,al. Sial #0, alors | — al :  — ax est un
épimorphisme, et donc un isomorphisme. Donc le A-module A4 est semi-simple. D’apres
le théoreme de Wedderburn-Artin, A = IIt_, M,,,(D;) avec D; un sur-corps de K pour tout

1 <i<t. Comme A est simple, on at = 1. Ceci acheve la démonstration.
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Chapitre VII: Radical
7.1. Radical et socle de modules

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.

7.1.1. Définition. Soit M un A-module.
(1) Le radical de M, noté radM, est un sous-module de M défini par

A M, si M n’a pas de sous-module maximal;
ra =
NMy, M, parcourt les sous-modules maximaux de M.

(2) On appelle coiffe de M le quotient M /radM.
Exemple. Si S est simple, alors radS = 0 et S = topS.
Remarque. Si M est non nul de type fini, alors radM # M.

7.1.2. Proposition. Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules.
(1) f(radM) C radN. En particulier, si f est un isomorphisme, alors f(radM) = radN.

(2) f induit un unique A-homomorphisme
f:topM — topN : x +radM — f(x)+ radN.

Démonstration. Il suffit de montrer la premiere partie de (1). Supposons que radN #
N. Soit Ny un sous-module maximal de N. Considérons la projection p : N — N/Nj.
Comme N/Nj est simple, on voit que Ker(pf) = M si pf = 0; et sinon, Ker(pf) est un
sous-module maximal de M. Donc radM C Ker(pf), c’est-a-dire, f(radM) C N,. Donc
f(radM) C radN. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Si N est un sous-module d'un A-module M, alors radN C radM.

7.1.3. Proposition. Soit M un A-module. Si M = @y ca M), alors radM = ®ycarad M.
Démonstration. D’abord, radM, C radM, pour tout A € A. Ainsi ), , radM, C
radM. D’autre part, si py : M — M, est la projection, alors py(radM) C radM, pour
tout A € A. Donc radM = Y, ., pa(radM) C >, ., radM). Ainsi radM = ), , radM, =

Prearad M. Ceci acheve la démonstration.
Remarque. Si M est semi-simple, alors radM = 0.

7.1.4. Proposition. Pour tout A-module M, radM est le plus petit sous-module de M
tel que rad(M/rad M) = 0.
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Démonstration. Supposons que radM # M. Si {M,|A € A} est la famille des sous-
modules maximaux de M, alors {M,/radM|\ € A} sont les sous-modules maximaux de
M /radM. Donc rad(M/radM) = Nyea(M,/radM) = (NyeaM))/radM = radM/radM =
0. Enfin, soit N un sous-module de M tel que rad(M/N) = 0. D’apres le lemme 7.1.2,
(radM 4+ N)/N C rad(M/N) = 0. Donc radM + N = N, c’est-a-dire, radM C N. Ceci

acheve la démpnstration.

7.1.5. Théoreme. Soit M un A-module artinien. Alors M est semi-simple si, et
seulement si, radM = 0.

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Supposons que M # 0 et radM = 0.
Soient ¥ = {M, | A € A} la famille des sous-modules maximaux de M. Comme M est
artinien, il existe My,..., M, € X tels que N1 M; = NxeaM), qui est nul par hypothese.
Donc

foM—1 (M/M;) :x— (x4 My, -,z + M,)

est un monomorphisme. Comme 7, (M /M;) est semi-simple, M 'est aussi. Ceci acheve la

démonstration.
7.1.6. Corollaire. Si M est un A-module artinien, alors M /radM est semi-simple.

7.1.7. Définition. Soit M un A-module. Le socle de M, noté socM , est un sous-module
de M défini par

{ 0, si M n’a pas de sous-module simple
socM =

> S\, S\ parcourt les sous-modules simples de M

Remarque. socM est le plus grand sous-module semi-simple de M.
Exemple. soc Zy; =9 Zor = Xs.

7.1.8. Proposition. Soit f : M — N un homomorphisme de A-modules. Alors
f(socM) C socN. Par conséquent, si f est un isomorphisme, alors f(socM) = socN.
Démonstration. Comme socM est semi-simple, on voit que f(socM) est semi-simple.

Ainsi f(socM) C socN. Ceci acheve la démonstration.

7.1.9. Proposition. Soit M un A-module. Si M = @ycp M), alors socM = @yepsocMy,.
Démonstration. Comme ), , socM, est semi-simple, on a ), ,socMy C soclM.

Pour tout A € A, soit py : M — M, la projection. Alors

socM = Zp,\(socM) - ZSOCM)\.
AEA AeA

89



Donc socM = ZAeA socMy = @yeasocM,. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. soc Zss = soc(4 Zss) @ soc(9 Zsg) = soc( Zo) U soc( Zy) = Zs 11 Zs.
7.2. Radical d’algebres

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre non nulle.

7.2.1. Lemme. Le radical radA4 de A est un idéal bilatere propre de A.

Démonstration. Etant non nulle de type fini, A4 admet un idéal & droite maximal.
Ainsi radAy # A. Pour a € A, f,: Ay — Ay : x — ax est A-linéaire. Donc a(radA,) =
fa(radA,) C radA,. Ceci acheve la démonstration.

7.2.2. Définition. On dit que radA 4 est le radical de Jacobson (ou simplement, radical)
de A, noté J(A).

Exemples. (1) Si A est semi-simple, alors J(A) = 0.
(2) J( Z) = 0. En effet, un sous-module a Z de Z est maximal dans si, et seulement si,

a est premier. Donc J( Z) =N =q Z avec q € . Etant divisible par tous

p premier (p Z)
les premiers, ¢ = 0. Ceci acheve la démonstration.

7.2.3. Théoréme. J(A) ={a € A|1— az inversible a droite, pour tout = € A}.

Démonstration. Soit a € A. Si 1 —ax n’est pas inversible a droite pour un z € A, alors
(1 —ax)A # A. Donc il existe un sous-module maximal M de Ay tel que (1 —azx)A C M.
Ainsi a ¢ M, et donc a ¢ J(A). D’autre part, si a ¢ J(A), alors il existe un sous-module
maximal M de Ay tel que a € M. Alors M +aA=A, doul=b+ax, b€ M,z € A. Par

conséquent, 1 — ax = b n’est pas inversible a droite. Ceci acheve la démonstration.

7.2.4. Théoréme. J(A) est le plus grand idéal bilatere tel que 1 — a soit inversible pour
tout a € J(A).

Démonstration. Soit a € J(A). Alors il existe b € A tel que (1 —a)b = 1. Donc b est
inversible a gauche. En outre, b = 1 4 ab est inversible a droite. Donc b est inversible avec
b=! =1 — a. Ceci montre que 1 — a est inversible. D’autre part, si I est un idéal bilatere
de A tel que 1 — a inversible, pour tout a € I. En particulier, 1 — ax est inversible a droite
pour tout @ € I et x € A. Ainsi I C J(A). Ceci acheve la démonstration.

En vue de la caractérisation précédente de J(A), on a le résultat suivant.

7.2.5. Théoréme. Pour toute K-algebre A, J(A) = rad(4A) = {a € A | 1 —

xa inversible a gauche, pour tout x € A}.
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Un idéal a droite ou a gauche de A est dit nil si tous ses éléments sont nilpotents.

7.2.6. Corollaire. J(A) contient tous les idéaux nils a droite ou a gauche de A.
Démonstration. Soit / un idéal nil & droite de A. Pour tout a € I,z € A, on a (ax)"” =
0. Donc (1 —az)(l14+azx+-- -+ (az)" ') = (14+azx+-- + (az)" (1 —azx) =1 — (az)" = 1.

Donc I C J(A). Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Un élément nilpotent n’appartient pas a J(A) en général, par exemple, dans

'algebre M, (K) avec K un corps.

7.2.7. Lemme de Nakayama. Soit M un A-module a droite de type fini. Si M J(A) =
M, alors M = 0.

Démonstration. Supposons que M J(A) = M. Soit {x1,...,2,} un ensemble minimal
de générateurs de M. Comme z; € MJ(A), on a 1 = x1r; + Tory + + -+ + x,7, avec
les r; € J(A). Sin > 1, 1(1 —ry) = x9rg + -+ - + x,7,. Comme 1 — r; est inversible,
Ty E< X9, -, x, >. Ainsi M =< x,,...,x, >, une contradiction a la minimalité. Donc
n = 1. Ceci donne z1(1 —r;) =0, et donc x; = 0 car 1 — 7y est inversible. Par conséquent,

M = 0. Ceci acheve la démonstration.
7.2.8. Définition. On dit que A est locale si A/J(A) est un sur-corps de K.

7.2.9. Théoréme. Les conditions suivantes sont équivalentes pour une K-algebre A:

(1) A est locale.

(2) Les éléments non inversibles forment un idéal bilatere.

(3) J(A) est un idéal a droite maximal, et donc le plus grand idéal a droite propre.

(4) J(A) est un idéal a gauche maximal, et donc le plus grand idéal a gauche propre.

Dans ce cas, J(A) est I'idéal bilatere formé des éléments non inversibles.

Démonstration. Supposons que A est locale. Comme J(A) # A, tout a € J(A) est non
inversible. Si a & J(A), alors a + J(A) est inversible dans A/J(A). Donc il existe b € A tel
que (a+J(A))(b+J(A)) =1+ J(A) = (b+J(A))(a+J(A)), c’est-a-dire, 1 = ab+r; = ba+1y
avec 11,79 € J(A). D’apres le théoreme 7.2.3, ab et ba sont inversibles. Soient z,y € A tels
que abr = 1 = yba. Alors bz = yb est I'inverse de a. Cela veut dire que J(A) est formé des
éléments non inversibles de A.

Supposons que (2) est valide. Soit I un idéal a droite de A avec I # A. Pour tout
a € l,v € A ar € I n’est pas inversible. Comme (1 — ax) + ax est inversible, 1 — ax est
inversible. Donc I C J(A). Donc (3) est valide.

Enfin il est trivial que (3) ou (4) implique (1). Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Si K est un corps, alors K[z]|/(x™) est locale.
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7.3. Idempotents et décomposition d’algebres

Une famille {eq,..., e, } d'idempotents de A est dite orthogonale si e;e; = 0 pour tous

1 # j; la famille orthogonale est dite completesi 1 =e; 4+ --- + e,.

Exemple. Si e est un idempotent, alors {e, 1 — e} est une famille orthogonale complete
d’idempotents.

7.3.1. Définition. Soit e un idempotent de A.
(1) Une décomposition de e est une somme e = ey + --- + e, avec r > 1 et {e1,...,¢e,}
une famille orthogonale d’idempotents non nuls.

(1) On dit que e est primitif si e n’admet aucune décomposition.

Exemple. Soient K un corps et ) un carquois fini. Alors les sommets de () forment

une famille orthogonale d’idempotents primitifs de K Q.

7.3.2. Proposition. (1) L’identité 1 est un idempotent primitif si, et seulement si, les
seuls idempotents de A sont 0 et 1.

(2) Si A est locale, alors 1 est primitif.

Démonstration. (1) La suffisance est évidente. Si e est un idempotent autre que 0 et
1, alors 1 = e+ (1 — ¢) est une décomposition de 1.

(2) D’abord, 14 est le seul idempotent qui est inversible. Supposons que A est locale et
e est un idempotent. Comme 1 = e+ (1 —e), e ou 1 — e est inversible. Donc e =1 ou e = 0.

Ceci acheve la démonstration.

Soit e un idempotent de A. On voit que eAe est une K-algebre ayant e pour identité.
En outre, si M est un A-module a droite ou a gauche, alors Me ou eM est un eAe-module

a droite ou a gauche, respectivement.

7.3.3. Proposition. Soit e un idempotent non nul de A.

(1) Pour un A-module My, Homa(eA, M) = Me en tant que eAe-modules a droite.

(2) Si f est un idempotent de A, alors Homa(eA, fA) = fAe en tant que eAe-modules.
(3) En tant que K-algebres, eAe = End(eA).

(4) Si e = ey + ey est une décomposition de e, alors e, e5 € eAe.

Démonstration. (1) Pour tout g € Homa(eA, M), g(e) = g(e)e € Me. Posons

¢ : Homu(eA, M) — Me : g — g(e).

Pour tout a € A, on a ¢(g-ecae) = g(eae) = g(e)eae. Ainsi ¢ est eAe-linéaire. Réciproquement,

pour tout y € Me, g, : eA — M : a — ya est A-linéaire tel que g,(e) = ye = y. Donc

Y : Me — Homu(eA, M) :yw— g,
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est l'inverse de ¢.
(3) D’apres (1), ¢ : Enda(eA) — ede : g — g(e) est un isomorphisme de K-modules.
Pour tout g1, go € Enda(eA), on a

¢(9192) = (9192)(6) =0 (92(6)) = 91(6 : 92(6)) = 91(6)92(6) = ¢(91)¢(g2)'

Donc ¢ est un isomorphisme de K-algebres.
(4) Soit e = e1+e une décomposition de A. Alors e;e = €? = ee;, et donc e; = eeje € eAe,

1 =1,2. Ceci acheve la démonstration.

7.3.4. Lemme. Soit {ey,...,e,} une famille orthogonale complete d’idempotents de A.

Pour tous A-modules M4 et 4N, en tant K-modules,
M=Me,@d ---dPMe,et N=e ND---De,N.

Démonstrtion. Pour tout z € M, on az = Y. xe;. Siy.._ xe; = 0, alors 0 =
2;1 zie;e; = xje; = 0 pour tout 1 < j < r. Ainsi M = Me; @ --- @ Me,. De méme,

N=egtN®---De,N. Ceci acheve la démonstration.

7.3.5. Proposition. Soit {Ii,..., .} une famille d’idéaux a droite de A. Alors A =
I & --- & I, si, et seulement si, il existe uniquement une famille orthogonale complete
{e1,...,e.} d'idempotents de A telle que I; = e; A pour tout 1 <i <r.

Démonstration. D’apres le lemme 7.3.4, il suffit de montrer la necessité. Supposons
que A=0L®---®I.. Alorsl =e;+---+e.avece; € I;. Onse fix uni avec 1 <7 <.
Pour tout z; € I;, x; = eyx; + - - - + e;x;. Ainsi e;x; = x; et ejx; = 0 si j # . En particulier,
e? = ¢; et eje; = 0sij # 1. En outre, I; C ¢;A C I;. Par conséquent, I; = e; A. L'unicité est

évidente. Ceci acheve la démonstration.

Un idempotent de A est dit central s’il appartient au centre de A. Par exemple, 14 et 04

sont des idempotents centraux. Dans ce cas, eA = eAe est un idéal bilatere de A.

7.3.6. Définition. Soit e un idempotent central.
(1) Une décomposition centrale de e est une somme e = ey + ey + -+ + €, avec r > 1 et
{e1, €9, ..., €.} une famille orthogonale d’idempotents centraux non nuls.

(2) On dit que e est centralement primitif s'il n’admet aucune décomposition centrale.

7.3.7. Proposition. Soit 14 = e; + - - - + e, une décomposition centrale de 14.

(1) Si M est un A-module M a droite, alors Me; est un sous-module de M tel que
M=Me, & ---& Me,.

(2) Si M; est un Ae;-module, 1 = 1,...,r, alors M = M; X -+ x M, est un A-module

pour la multiplication (z1,...,2,)(a; + -+ a,) = (v101, -+, Trap).
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(3) Pour tous A-modules M et N,
Homu (M, N) =k II;_ Homy(Me;, Ne;) = II;_Hom 4., (Me;, Ne;).

Démonstration. Les parties (1) et (2) sont évidentes. Soient M et N des A-modules.
Soient ¢; : Me; — M les injections et p; : N — Ne; les projections. Alors pour tout
f € Homa(M,N), pjfg; = 0sii # j. En effet, f(ze;)e; = f(x)e;e; = 0, pour tout z € M.
Or le résultat suit du théoreme 3.2.10.

7.3.8. Définition. (1) Une décomposition de A est un produit A = A II---1IA, de
K-algebres avec r > 1 et A; non nulle, pour tout 1 <i <r.

(2) On dit que A est conneze si elle n’admet aucune décomposition.

7.3.9. Théoréeme. Les décompositions de A sont en bijection avec les décompositions
centrale de 14.

Démonstration. Supposons que A = A II---1IA,. Alors ¢; = (0,...,0,14,,0,...,0),
1 = 1,...,r, sont des idempotents centraux orthogonaux non nuls de A tels que 14 =
e+ Fc.

Supposons réciproquement que 14 = ¢; + - - - + ¢, est une décomposition centrale de 14.
Alors A; = ¢; A est une K-algebre non nulle ayant ¢; pour identité, i = 1,...,r. D’apres le

lemme 7.3.4, A = ®]_,c;A en tant que K-modules. Ainsi
¢:A— ATl 1A, cz— (a2, ..., 1)

est un K-isomorphisme. Il est facile de vérifier que ¢ est un homomorphisme de K-algebres,

et donc cela done une décomposition de A. Ceci acheve la démonsstration.

7.3.10. Corollaire. Une K-agebre A est connexe si, et seulement si, 14 est centralement

primitif.

Exemple. Soit A = KQ/I, ou K est un corps, @) est un carquois fini et I est un idéal

bilatere de K(). Alors A est connexe si, et seulement si, () est un carquois connexe.
7.3.11. Théoréme. Soit A = A1l --IIA, une décomposition de A. Alors
Mod-A ~ Mod-A; x --- x Mod-A,.

Démonstration. Soit 14 = e;+---+e, la décomposition centrale de 1,4 corréspondante.
Pour tout objet M de Mod-A, posons n(M) = (Mey,---,Me,), et pour tout morphisme
f: M — N de Mod-A, posons n(f) = (;mfaq,---,p-far), ou ¢; : Me; — M sont les

injections et p; : N — Ne; sont les projections. D’apres la proposition 7.3.7, n est une
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équivalence de Mod-A sur Mod-Ae; X - - - x Mod-Ae,.. Comme A; = Ae; pour tout 1 <i <r,

7 induit une équivalence de Mod-A sur Mod-A; x --- x Mod-A,. La preuve se termine.

7.4. Décomposition de modules

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre.

7.4.1. Définition. Soit M un A-module non nul.
(1) Une décomposition de M est une somme directe M = M; & --- @ M, avec r > 1 et
M; # 0 pour tout 1 <i <.

(2) M est dit indécomposable s’il n’admet aucune décomposition.

Exemple. (1) Tout module simple est indécomposable.
(2) Le Z-module Z est indécomposable.

(3) Le Z-module Z, est indécomposable si, et seulement si, n = p* avec p un premier.

7.4.2. Théoreme. Soit M un A-module non nul. Les décompositions de M sont en
bijection avec les décompositions de l'identité 1, de Enda(M).

Démonstration. Soit M = M{®- - -® M, une décomposition de M. Pour tout 1 < i < n,
posons p; : M — M; la projection et ¢; : M; — M Tinjection. Alors 1y = ¢1p1 + -+ + qupn
est une décomposition de 1,,.

Supposons réciproquement que 1, a une décomposition 1, = e; + --- + ¢e,. Posons
M; = e;(M), qui est non nul, pour tout 1 < i < n. Alors M = M; + --- + M, car
Iy =e1 4+ - +e,. Cette derniere somme est directe car e;e; = 0 pour tous ¢ # j. Donc M

admet une décomposition. Ceci acheve la démonstration.

7.4.3. Corollaire. Soit M un A-module. Alors M est indécomposable si, et seulement
si, 1 est un idempotent primitif de End4(M). En particulier, si End4 (M) est locale, alors

M est indécomposable.

On dit qu'un A-module M est fortement indécomposable si I’algebre End 4 (M) est locale.

D’apres le lemme de Shur, un module simple est fortement indécomposable.
Exemple. Le Z-module Z est indécomposable, mais non fortement indécomposable.

7.4.4. Lemme de Fitting. Soit M un A-module de longueur finie. Soit f € End4(M).
Il existe un n > 0 tel que

M =im(f") @ ker(f").
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Démonstration. On a des chailnes
im(f) 2 im(f?) 2 -+ Dim(f) D ---

et
ker(f) C ker(f?) C--- Cker(f") C---.

Comme M est artinien et noethérien, il existe un n > 0 tel que im(f") = im(f?") et
ker(f™) = ker(f*"). Pour tout x € M, il existe y € M tel que f"(z) = f*(y). Donc
z=x— f"(y) € ker(f"). Ainsi x = f"(y) + z € im(f") + ker(f™). Si z € im(f") Nker(f™),
alors z = f"(y;) avec y; € M, et donc 0 = f™(z) = f?"(y;). Cela implique y; € ker(f*") =

ker(f™). Donc = = f"(y1) = 0. Ceci acheve la démonstration.

7.4.5. Proposition. Soit M un A-module de longueur finie. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) M est indécomposable.

(2) Les endomorphismes non inversibles de M sont tous nilpotents.

(3) M est fortement indécomposable.

Démonstration. D’apres le corollaire 7.3.3, (3) implique (1). Supposons que M est
indécomposable. Soit f € Ends(M) qui est non inversible. D’apres le lemme de Fitting, il
existe un n > 0 tel que M = im(f™) @ ker(f™). Etant non inversible, " n’est pas injectif
en vue du corollaire 6.3.10(2), c’est-a-dire, ker(f™) # 0. L’indécomposabilité de M donne
im(f") = 0, c’est-a-dire, f est nilpotent.

Supposons que (2) est valide. Supposons que End4(M) n’est pas locale. D’apres le
théoreme 7.2.9(2), les éléments non inversibles de End 4 (M) ne forment pas un idéal bilatere.
Or si f,g € End4(M) tels que fg est inversible, alors f et g sont tous inversibles en vue du
corollaire 6.3.10(3). Ceci implique qu'il existe f,g €Ends(M) tous non inversibles tels que
f + g est inversible. Soit h € End (M) tel que fh+ gh = 1),. D’apres (2), gh est nilpotent.
Donc fh =1 — gh est inversible. Par conséquent, f est inversible, une contradiction. Ceci

acheve la démonstration.

7.4.6. Théoreme d’Azumaya. Soit M un A-module tel que M = M; & --- & M,
avec M; fortement indécomposable pour tout 1 < i < n. Si M = N, & --- @ N, avec
N; indécomposable pour tout 1 < j < m, alors m = n et il existe une permutation o sur
{1,...,n} telle que M; = N,;), pour tout 1 <i < n.

Démonstration. Sin = 1, c¢’est trivial. Supposons n > 1 et le résultat est vrai pour
n — 1. Soient u; : M — M;, p; : M — Nj les projections et v; : M; — M, g; : N; — N les
inclusions. On a

Iy, = wvy = Ul(z q;pj)v1 = Zul%Ple-
J=1 J=1
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Comme End (M) est locale, on peut supposer h = wuyq1pjv; est inversible. Remarquons
que p1vi(h~luyqr) est un idempotent de Enda(Ny). Si pyvih~luiqy = 0, alors pjv; =
prvith tuigipivy = 0. Donc h = u1q1p1vy = 0, une contradiction. Ainsi pivy(h™tuiqy) = 1y,
Par conséquent, pyv; est un isomorphisme et (pyvy) ™' = h~luyq.

On prétend maintenant que M = Ny & (My & -+ ® M,). Siz € NyN (M ® --- & M,),
alors 0 = uy(x) = uyqi(x). Dot htuq(x) = 0, et ainsi x = 0. D’autre part, pour tout
y € Nj,onau(y) =y—u(y)— - —up(y) € Ny + My + -+ M,. Et pour tout x € M,
on a p(x) € Ny, et donc

h(z) = wigipivi(2) = wiqip1(z) = uipr(v) € Ny + My + -+ + M.
Ceci implique My = h(M;) € Ny + My + - -+ M,,. Donc
M=M1+M2+---+Mn=N1+M2+---+Mn=N1@(M269---63Mn).

Par conséquent, My @ ---® M, = M/N; = Ny @---@ N,,. La démonstration se termine par

I’hypothese de récurrence.

7.4.7. Théoreme de Krull-Schmidt. Soit M un A-module non nul de longueur finie.
Alors M = M; & --- & M, avec M; indécomposable pour tout 1 < ¢ < n. En outre, si
M = N, ®---® Ny, avec N; indécomposable, alors m = n et il existe une permutation o sur
{1,...,n} telle que M; = N,;), pour tout 1 <i < n.

Démonstration. [’existence suit d’une récurrence sur ¢(M). L’unicité suit de la propo-

sition 7.4.5 et le théoréeme 7.4.6. La preuve se termine.
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Chapitre VIII: Catégories de modules sur une algebre artinienne

8.1. Radical et modules de type fini

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre non nulle artinienne a droite. On
désigne par J(A) le radical de A.

8.1.1. Théoréme. Le radical J(A) est le plus grand idéal bilatere nilpotent de A.

Démonstration. Posons J = J(A). D’apres le corollaire 7.2.6, J contient tous les
idéaux bilateres nilpotents de A. Comme A est artinienne, il existe n > 0 tel que J" = J™,
pour tout m > n. Supposons que J" # 0. Alors J"J = J". Soit I, un idéal a droite non
nul de A, qui est minimal pour la propriété que IyJ = I. Or Iy = IyJ = IyJ? = --- = [, J"
entraine qu'il existe a € Iy tel que aJ" # 0. Comme aJ™ C Iy et (aJ")J = aJ"™! = aJ", on
a Iy = aJ™. Donc I est de type fini tel que IyJ = [y. D’apres lemme de Nakayama, on a

Iy = 0, une contradiction. Donc J™ = 0. Ceci acheve la démonstration.

8.1.2. Corollaire. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) A est semi-simple.

(2) J(A) =0.

(3) A ne contient aucun idéal nilpotent non nul.

Démonstration. Comme A est artinienne a droite, I’équivalence de (1) et (2) suit du
théoreme 7.1.5. Enfin, I"équivalence de (2) et (3) suit du théoréme 8.1.1. Ceci acheve la

démonstration.

8.1.3. Lemme. Un A-module M est simple ou semi-simple si, et seulement si, M est
un A/J(A)-module simple ou semi-simple, respectivement.

Démonstration. Soit S simple. Alors SJ(A) = 0 ou SJ(A) = S. Comme S # 0,
on a SJ(A) =0 d’apres lemme de Nakayama. Donc S est un A/J(A)-module qui est aussi

simple. Ceci acheve la démonstration.

8.1.4. Théoréme. Soit [ un idéal bilatere de A. Alors I = J(A) si, et seulement si, [
est nilpotent et A/l est semi-simple.

Démonstration. D’apres le théoreme 8.1.1, J(A) est nilpotent. Comme A4 est artinien,
A/J(A) est semi-simple en tant que A-module a droite. D’apres le lemme 8.1.2, A/J(A) est
semi-simple en tant que A/J(A)-module a droite, ¢’est-a-dire, A/J(A) est une K-algebre
semi-simple.

Supposons maintenant que I est nilpotent de A. D’apres le corollaire 7.2.6, I C J(A).
En outre, J(A)/I C J(A/I) =0, c’est-a-dire, J(A) = I. Ceci acheve la démonstration.
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Exemples. (1) Le radical de la R-algebre

(& n)
(03]

(2) Soient K un corps et ) un carquois fini. Soit J I'idéal bilatere de K@ engendré par

les fleches de ). Un idéal bilatere I de K@ est dit admissible s’il existe un entier n > 0 tel
que J" C I C J% Dans ce cas, A = KQ est de dimension finie dont le radical est .J/I.

est

8.1.5. Proposition. Pour tout A-module M, radM = M J(A).

Démonstration. Pour tout x € M, f, : Ax — M : a — za est A-linéaire. Donc
zJ(A) = f.(radAs) CradM. D’ou, MJ(A) C radM. Or (radM)/MJ(A) C rad(M/MJ(A)).
D’autre part, M/MJ(A) est un A/J(A)-module. Comme A/J(A) est une algebre semi-
simple, d’apres le théoreme 6.5.5, M /M J(A) est semi-simple en tant que A/J(A)-module.
D’apres le lemme 8.1.3, M /M J(A) est un A-module semi-simple. Ainsi rad(M /M J(A)) = 0.
Ceci donne radM C MJ(A). Donc radM = M J(A). Ceci acheve la démonstration.

8.1.6. Proposition. Soit M un A-module.

(1) M est semi-simple si, et seulement si, radM = 0 si, et seulement si, M J(A) = 0.

(2) radM est le plus petit sous-module de M tel que M /radM est semi-simple.

(3) socM est le plus grand sous-module de M annulé par J(A).

Démonstration. (1) D’apres la proposition 8.1.5, radM = 0 si, et seulement si,
MJ(A) = 0. Supposons que c’est le cas. Alors M est un A/J(A)-module, qui est semi-
simple. Donc M est un semi-simple A-module.

(2) D’apres la partie (1), M/radM est semi-simple. Soit N un sous-module de M tel que
M/N est semi-simple. Comme radM + N/N C rad(M/N) =0, on a radM C N.

Comme socM est le plus grand sous-module semi-simple de M, la partie (3) suit de la
partie (1). Ceci acheve la démonstration.

8.1.7. Lemme. Tout A-module artinien est noethérien.
Démonstration. Posons J = J(A) et A = A/J. Soit M un A-module artinien. Comme

J est nilpotent, il existe n > 0 tel que MJ" = 0. Considérons la chaine
O=MJ"CMJ"'C-..CMJCMJ =M.

Il est évident que M.J™ est noethérien. Supposons que 0 < i < n et MJ* est noethérien.
Remarquons que M J"1 /M J* est annulé par J, et donc semi-simple. Etant artinien et semi-
simple, M J"=1 /M J" est noethérien. Par conséquent, M J"~! est noethérien. Par récurrence,

M = MJ° est nothérien. Ceci acheéve la démonstration.
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8.1.8. Théoréme de Hopkins. Une algebre artinienne & droite (respectivement, a

gauche) est noethérien a droite (respectivement, a gauche).

8.2. Décomposition de blocs et modules projectifs de type fini

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre non nulle artinienne a droite. On
désigne par J(A) le radical de A. Comme A/J(A) est semi-simple, on a la conséquence

immédiate du théoréme de Wedderburn-Artin comme suit.

8.2.1. Théoreme. Soit A une K-algebre artinienne. Alors
AJJ(A) = M,, (D) IT -+ 1T M, (D),

ou Dy,..., D, sont des sur-corps de K. Par conséquent,

(1) si A est commutative, alors A/J(A) = KyII---I1K; avec K; un corps commutatif
pour tout 1 <17 <¢t.

(2) si K est un corps algébriquement clos et A est de dimension finie sur K, alors
AJJ(A) = M, (K)IT---TIM,,(K).

Démonstration. Il suffit de montrer (2). Soit A/J(A) = M, (Dy) 11 --- 1T M,,(D;)

avec Dy, ..., D; des sur-corps de K. Comme A est de dimension finie, D; est de dimension

1

finie sur K, pour tout 1 < i < t. Comme K est algébriquement clos, D; = K pour tout

1 <3 <t. Ceci acheve la démonstration.

8.2.2. Lemme. (1) Si {ey,...,e,} est une famille orthogonale d’idempotents non nuls
de A. Alors r < ((Ay).
(2) Tout idempotent non nul e de A s’écrit e = e;+- - -+eg avec ey, . . ., €5 des idempotents

primitifs orthogonaux de A.

(3) Si ¢ est un idempotent central non nul de A, alors il existe des uniques idempotents
centraux primitifs orthogonaux c;,...,¢; de cA tel que c=c¢1 + -+ + ¢;.

Démonstration. (1) D’apres le lemme 7.3.4, A =A@ @ e, A Donc Y ;_, l(e;A) =
((A4). Comme ;A est non nul pour tout 1 <i <7, onar </((Ay).

(2) D’apres la partie (1), il existe un entier maximal s tel que e s’écrit comme une
somme de s idempotents non nuls orthogonaux eq,...,e; de A. Supposons que e; admet
une décomposition e; = f; + fo. D’apres la proposition 7.3.3(4), fi = eifier, i = 1,2.
Par conséquent, fie; = e;fi = 0 pour tous 1 < i < 2et 1 < j < r. Cela implique que
e=fi+ fo+e+ -+ e, est une décomposition de e, ce qui contredit la maximalité de r.
Donc e; est primitif pour tout 1 <i < r.

(3) On peut montrer l'existence de ¢y, ..., ¢ par le méme raisonnement utilisé en (2).

Soit f € cA un idempotent centralement primitif. Alors f = ¢, f + -+ ¢.f. Remarquons
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que ¢ f,...,c.f sont des idempotents centraux orthogonaux de cA. Ainsi il existe unique
1 <i<ttel que f =c¢;f € c;A. Comme ¢; est centralement primitif, ¢; A ne contient aucun
idempotent central autre que ¢; et 0. Ainsi f = ¢;. Ceci montre I'unicité. La preuve se

termine.

8.2.3. Lemme. Si e est un idempotent non nul de A, alors eAe est une K-algebre
artinienne a droite.

Démonstration. Si [y D I, D --- D I; D --- est une chalne d’idéaux a droite de eAe,
alors 1A D IbAD --- D I,A DO --- est une chalne d’idéaux a droite de A. Donc il existe
n > 0 tel que I,A = 1,,A, pour tout m > n. Or

I, = I,eAe = I,Ae = I,,Ae = I ,eAe = I,,,
pour tout m > n. Par conséquent, eAe est artinienne a droite. Ceci acheéve la démonstration.

8.2.4. Décomposition de blocs. Toute K-algebre artinienne A se décompose
A=Al 1IA,,

ou Ay, ..., A, sont des K-algebres artiniennes connexes, qui sont unique a isomorphisme pres
et appelés blocs de A.

Démonstration. D’apres le lemme 8.2.2(3), il existe des uniques idempotents centrale-
ment primitifs orthogonaux ey, ..., e, telsque 1 =e;+---+e,. Posons A; = e¢;A, i =1,...,7r.
On voit facilement que e; est centralement primitif dans A;, et donc A; est connexe pour
tout 1 < ¢ < r. D’apres le lemme 8.2.3, Enfin, A & AIl---1IA, d’apres le théoreme 7.3.9.

La preuve se termine.

D’apres le lemme 8.2.2(2),ona 14 = e;+ey+---+e, avec ey, €3, .. ., e, des idempotents
primitifs orthogonaux. On dit que {ey,es,...,€e,} est un ensemble complet d’idempotents

primitifs orthogonauz de A.

8.2.5. Théoréme. Soit {ej,es,...,e,} un ensemble complet d’idempotents primitifs

orthogonaux de A. En tant que K-modules,
A= @1§i,j§n€i14€j,

appelée décomposition de Pierce de A.
Démonstration. D’abord, A = ®}_,e;A. Pour tout 1 <1 <n, ;A = @®}_,e;4e;. D'ou

A = Di<; j<ne;iAe;. La preuve se termine.

Exemple. Soit A = KQ/I, ou K est un corps, @ est un carquois fini et I est un idéal
bilatere de K Q. Posons Q = {ai,...,a,} et e, = a; + I. Alors {ey,...,e,} est un ensemble
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complet d’idempotents primitifs orthogonaux, et e;Ae; a pour K-base I’ensemble des classes

des chemins de a; vers a;.

8.2.6. Théoreme. Soit ¢ un idempotent non nul de A. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) e est primitif.

(2) eA est indécomposable.

(3) eAe est une K-algebre locale.

Démonstration. D’apres la proposition 7.3.3(3), End4(eA) = eAe. Comme A, est de
longueur finie d’apres le théoreme de Hopkins, eA est de longueur finie car il est de type fini.
D’apres la proposition 7.4.5, eA est indécomposable si, et seulement si, eA est fortement
indécomposable, c’est-a-dire, End4(eA) est locale. Ce dernier est équivalent a dire que eAe
est locale.

En outre, d’apres le corollaire 7.4.3, eA est indécomposable si, et seulement si, I'identité
de End 4(eA) est primitif, si et seulement si, e est primitif dans eAe. Ce dernier est équivalet

a dire que e est primitif dans A d’apres la proposition 7.3.3(4). Ceci acheve la démonstration.

8.2.7. Lemme. Si A est semi-simple, alors eAe est semi-simple pour tout idempotent
non nul e de A.

Démonstration. On peut écrire e = e; + --- + ¢; avec eq,...,e; des idempotents
primitifs orthogonaux. Etant indécomposable, e; A est simple puisque A est semi-simple.
Remarquons que e;Ae est un eAe-module. On prétend qu’il est simple. En effet, pour tout
0 # e;xe € e;Ae, e;ze(ele) = (e;xeA)e = (e;A)e puisque e; A est simple. En tant que eAe-
module a droite, on a eAde = e;Ae @ - - - @ e;Ae. Donc eAe est une K-algebre semi-simple.

Ceci acheve la démonstration.

8.2.8. Proposition. Soit e un idempotent non nul de A. Alors

(1) J(eAe) = eJ(A)e.

(2) e est primitif dans A si, et seulement si, € = e + J(A) est primitif dans A/J(A).

Démonstration. Posons A = A/J(A). Alors eAe/eJ(A)e = eAe.

(1) On voit que eJ(A)e est un idéal bilatere nilpotent de eAe tel que eAe/eJ(A)e = eAe.
Comme A est semi-simple, eAé est semi-simple d’apres le lemme 8.2.7. Comme eAe est
artinienne, il suit du théoreme 8.1.4 que eJ(A)e = J(eAe).

(2) e est primitif si, et seulement si, eAe est locale si, et seulement si, eAe/eJ(A)e = eAe
est un sur-corps de K si, et seulement si, €4é est locale car son radical est nul si, et seulement

si, € est primitif. Ceci acheve la démonstration.

8.2.9. Lemme. Soient e, f des idempotents primitifs de A. Alors

(1) rad(eA) = eJ(A) est le seul sous-module maximal de eA.
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(2) eA = fAsi, et seulement si, eA/eJ(A) = fA/fJ(A).

Démonstration. (1) Posons A = A/J(A). OnaeA/eJ(A) = eA. Comme e est primitif,
€ est primitif d’apres la proposition 8.2.8(2). Ainsi €4 est un A-module indécomposable et
donc simple. Ainsi A est un A-module simple. D’otl, eJ(A) est un sous-module maximal, et
donc le seul de eA.

(2) La nécesité est évidente car eA/eJ(A) est le coiffe de eA. Pour la suffisance, supposons
qu'il existe un isomorphisme ¢ : eA/eJ(A) — fA/fJ(A). Soient p : eA — eA/eJ(A) et
q: fA — fA/fJ(A) les projections. Comme eA est projectif, il existe ¢ : eA — fA tel
que qp = ¥p. If ¢ n'est pas surjectif, alors im(¢) C fJ(A) par (1). Dou ¢vop = gp = 0,
et donc p = 0, une contradiction. Ainsi ¢ est surjectif, et donc une rétraction. Or eA est

indécomposable, on a que ¢ est un isomorphisme. Ceci acheve la démonstration.

8.2.10. Théoréme. Soit {ej,...,e,} un ensemble complet d’idempotents primitifs
orthogonaux de A.

(1) Un A-module de type fini P est projectif indécomposable si, et seulement si, P = ¢; A
pour un 1 < i < n. Dan ce cas, P est dit un A-module a droite projectif indécomposable
assSocié a e;.

(2) Un A-module S est simple si, et seulement si, il existe un 1 < i < n tel que S =
e;A/e;J(A). Dan ce cas, S est dit un A-module a droite simple associé a e;.

Démonstration. On a A = e;A® --- & e, A avec ;A indécomposable et e¢;A/e; J(A)
simple pour tout 1 <17 < n.

(1) Supposons que le A-module de type fini P est projectif et indécomposable. Alors il
existe un entier £ > 0 et un A-module @ tels que PIIQ = IT;_; A4 = 1I7_, (e;A)". Comme P
est de longueur finie, d’apres le théoreme de Krull-Schmidt, P = ¢;A pour un 1 < j < n.

(2) Soit S un A-module simple. Il existe un épimorphisme f : A — S. Or il existe
un i tel que g = fle,4 est non nul. Comme S est simple, g est surjectif and ker(g) un
sous-module maximal de e;A. D’apres le lemme 8.2.8(1), on a ker(g) = e;J(A), c’est-a-dire,
S =e;Ale;J(A). Ceci acheve la démonstration.

8.2.11. Corollaire. (1) L’application P — P/radP est bijective de I'ensemble des
classes d’isomorphismes de A-modules projectifs indécomposables de type fini sur I’ensemble
des classes d’isomorphismes de A-modules simples.

(2) Soit e un idempotent primitif de A. Alors un A-module & droite simple S est associé
a e si, et seulement si, Se # 0.

Démonstration. La partie (1) suit immédiatement du théoreme 8.2.9.

(2) Si S 2 eAjeJ(A), alors Se =2 Homy(eA, S) # 0. Réciproquement, si Se # 0, alors il

existe un A-homomorphisme non nul f : eA — S qui est un épimorphisme car S est simple.
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Donc ker(f) est un sous-module maximal de eA. Donc ker(f) = eJ(A). Par conséquent,
S=eAleJ(A). Ceci acheve la démonstration.

8.2.12. Définition. Soit {e;,...,e,} un ensemble complet d’idempotents primitifs
orthogonaux de A. On dit que A est sobre si ;A 2% e;A si i # j. Dans ce cas, A ad-
met exactement n modules projectifs indécomposables de type fini et n modules simples, a

isomorphisme pres.

8.2.13. Lemme. (1) Soit A = A,I1A; une décomposition de A. Alors A est sobre si, et
seulement si, A; et Ay sont sobres.

(2) Soient D un sur-corps de K et n > 1 un entier. Alors M, (D) est sobre si, et seulement
si, n = 1.

Démonstration. (1) Soit 1 = ¢; + ¢3 la décomposition corréspondante de 14. Alors
Ac; =2 A;, i = 1,2. Soient {ej,...,e.} un ensemble complet d’idempotents primitifs or-
thogonaux de Ay et {f1,..., fs} celui de As. Alors {ey,... e, f1,..., fs} est un ensemble
complet d’idempotents primitifs orthogonaux de A tel que e;A = e;(c1A4), fjA = fi(c2A), et
e A= fiApourtous 1l <i<retl<j<s. Parconséquent, A est sobre si, et seulement si,
ei(cA) = e A% ey A =ey(ciA) pour i #1i' et fi(caA) = fjAZ A= fi(c2A) pour j # 7.
Ceci est équivalent a dire que A; et Ay sont toutes sobres.

(2) Ayant un seul idempotent no nul, D est sobre. Soit n > 1. Alors les matrices e;; avec
1 < i < n forment un ensemble complet d’idempotents primitifs orthogonaux de M, (D).
Pour tout ¢ > 1, on voit que e; M, (D) = D", le seul M, (D)-module simple. Ainsi M, (D)

n’est pas sobre.

8.2.14. Théoréme. L’agebre A est sobre si, et seulement si, A/J(A) = Dy I1---11 D,,
ou Dq,...,D, sont des sur-corps de K.

Démonstration. Soit {ey,...,e,} un ensemble complet d’idempotents primitifs orthog-
onaux de A. Posons A = A/J(A) = M,,, (D)1 ---1IM,,, (D,) avec Dy, ..., D, des sur-corps
de K. D’apres la proposition 8.2.7(2), {é1,...,€,} est un ensemble complet d’idempotents
primitifs orthogonaux de A. Comme &4 = ¢;A/e;J(A), il suit du lemme 8.2.8(2) que
e;A =2 &;A si, et seulement si, ;A = ¢;A pour tous i,j. Par conséquent, A est sobre si, et
seulement si, A est sobre si, et seulement si, M,, (D;) est sobre pour tout 1 < i < n si, et

seulement si, m; = 1 pour tout 1 <17 < n. Ceci acheve la démonstration.

Exemples. (1) Si A est commutatif, alors A est sobre.

(2) Soient K un corps et ) un carquois de n sommets. Si [ un idéal bilatere admissible,
alors A = KQ/I est sobre. En effet, A/J(A) est un produit de n copies de K.

Remarque. Soit {ey, ..., e,} un ensemble complet d’idempotents primitifs orthogonaux

de A. Alors A est sobre si, et seulement si, Ae; = Ae; pour tous i # j.
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8.2.15. Corollaire. Soit K un corps algébriquement clos. Alors une K-algebre artini-
enne A est sobre si, et seulement si, tout A-module simple est de K-dimension 1.

Démonstration. On a A/J(A) = M,,, (K)II---1IM,,, (K). Or tout A-module simple
est de K-dimension un si, et seulement si, tout A/J(A)-module simple est de K-dimension
un si, et seulement si, pour tout 4, le M,,, (K )-module simple K™ est de K-dimension un si,

et seulement si m; = 1 pour tout 1 < i < n si, et seulement si, A est sobre. Ceci acheve la

démonstration.
8.2.16. Proposition. Soit {ej,...,e,} un ensemble complet d’idempotents primitifs
orthogonaux de A telle que {ejA,... e, A} avec 1 < r < n est un ensemble complet des

représentants des classes d’isomorphismes des A-modules projectifs indécomposable de type
fini. Posons e =e; 4 ---+¢,. Alors B = eAe est une K-algebre sobre, appelée forme sobre
de A.

Démonstration. On voit que {ey, ..., e, } est un ensemble complet d’idempotents prim-
itifs orthogonaux de B. Supposons que ¢ : ¢,B — ¢;B et ¢ : ;B — ¢,B sont B-linéaires
tels que ¢ = 1,5 et Yo = 1., p. D’apres la proposition 7.3.3(3), z = ¢(e;) € e¢;Be; C ejAe;
et y = Y(e;) € e;Be; C e;Ae; tels que zy = e; et yr = e;. Ainsi ¢;A = ¢;A, et donc i = j.
Donc B est sobre. Ceci acheve la démonstration.

On accepte sans preuve le résultat suivant.

8.2.17. Théoreme. Soit B la forme sobre de A. Alors il existe une équivalence
Mod-A ~ Mod-B, appelée ' équivalence de Morita.

D’apres les théoremes 7.3.11, 8.2.4 et 8.2.17, dans I'étude de la catégorie Mod-A, on peut

supposer sans perte de généralité que A est connexe et sobre.

8.3. Couverture projective de modules de type fini

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre non nulle artinienne a droite. On

commence par une conséquence immédiate des théoremes de Hopkins et de Krull-Schmidt.

8.3.1. Théoreme. Soit M un A-module non nul de type fini.

(1) M est de longueur finie.

(2) M est indécomposable si, et seulement si, M est fortement indécomposable.

(3) Si topM ou socM est simple, alors M est indécomposable.

(4) M = M; & --- & M, avec M; indécomposable pour tout 1 < i < r. Et cette

décomposition est unique a isomorphisme et permutation pres.
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Démonstration. (1) Comme le module A, est artinien et noethérien, il en de méme
pour M car il est de type fini. Donc M est de longueur finie. La partie (2) suit de la partie
(1) et la proposition 7.4.5.

(3) Soient N, L des sous-modules non nuls de M avec N # M et L # M. Comme M
est de type fini, N ainsi que L est contenu dans un sous-maximal de M. Comme M est
artinien, N ainsi que L contient un sous-simple de M. Si topM est simple, alors rad M
est un sous-module maximal, et donc le seul sous-module maximal de M. Par conséquent,
N+ L CradM # M. SisocM est simple, alors il est le seul sous-module simple de M. Ainsi
socM C NN L. Ceci montre que M # N & L dans chacun des cas.

Enfin, la partie (4) est le théoréme de Krull-Schmidt. Ceci acheve la démonstration.

8.3.2. Corollaire. La catégorie mod-A des A-modules a droite de type fini est abélienne.
Démonstration. Soit f : M — N un morphisme de mod-A. D’apres le théoreme
8.3.1(1), ker(f) et N/im(f) sont de type fini. Ainsi le noyau et le co-noyau de f appartiennent

a mod-A. Par conséquent, mod-A est abélienne. Ceci acheve la démonstration.

8.3.3. Proposition. Soit M un A-module de type fini. Soient x1,...,x, € M tels que
{zy +radM,... xs+radM} est un ensemble de générateurs de M/radM, alors {z1,..., x5}
est un ensemble de générateurs de M.

Démonstration. Soit J le radical de A. Alors il existe n > 0 tel que J" = 0. Posons
rad’M = M et rad’M = rad(rad’"'M) pour tout i > 0. D’apres la proposition 8.1.5,
rad’M = MJ? pour tout i > 0, ot J* = A. En particulier, rad®M = 0, contenu dans
le sous-module N engendré par xzi,...,zs. Supposons que k avec 0 < k < n est tel que
rad***M C N. Soit z € rad*M. Alors z = yia1 + - + yea, avec y; € M et a; € JF.
D’apres ’hypothese, pour tout 1 < ¢ < s, y; = 2; + u; avec z; € N et u; € radM = MJ.
Ainsi ¢ = Y0 zia; + >, wia;. Comme wa; € MJ* on a z € N. Ceci acheve la

démonstration.

8.3.4. Proposition. Soit f: P — M un épimorphisme de A-modules de type fini avec
P projectif. Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) f est une couverture projective de M.

(2) ker(f) C radP.

(3) Le morphisme suivant est un isomorphisme:
f: P/radP — M/radM : z +radP — f(x) + rad M.

Démonstration. L’équivalence de (1) et (2) suit du lemme 4.3.8. Comme f est surjectif,
f Dest aussi. En outre, ker(f) = f~!(radM)/radP. Ainsi f est un isomorphisme si, et
seulement si, f~!(radM) = radP si, et seulement si, f~!(radM) C radP.
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Si f~'(radM) C radP, il est évident que ker(f) C radP. Supposons réciproquement que
ker(f) C radP. Si f~'(radM) € radP, alors il existe un sous-module maximal N de P tel
que f~!(radM)+ N = P. Comme ker(f) C N, d’aprés la proposition 2.1.11(2), f(N) est un
sous-module maximal de M. Donc radM C f(N). Ceci nous donne f(P) =radM + f(N) C
f(N) # M, une contradiction. Donc radP = f~!(radM). Ceci achéve la démonstration.

8.3.5. Lemme. Soit My,..., M; des A-modules de type fini. Si f; : P, — M; est une

couverture projective de M; pour tout 1 < i < t, alors
flﬂ"'HftZPlH"'H-IDtHMlﬂ"'HMt:('Tlu"'wrt)H(fl(xl)ﬂ'”7ft(xt))

est une couverture projective de My 11 --- 11 M,.

Démonstration. D’apres la proposition 8.3.4, ker(f;) C radP; pour tout 1 < i < t.
Or ker(fy IL---II f;) = ker(fy) LI --- M ker(f;) C radP, I --- HradP, = rad(P, 11 --- 11 P).
D’apres la proposition 8.3.4, f est une couverture projective de M; IT--- II M;. Ceci acheve

la démonstration.

8.3.6. Théoréme. Soit M un A-module de type fini.
(1) M/radM = S; & --- & S, avec les S; simples.
(2) Soient e; I'idempotent primitif a lequel S; est associé, et P; le A-module projectif

indécomposable associé a e;. Alors M admet une couverture projective
e:e0AllesAIL---1Te, A — M.

Démonstration. D’apres la proposition 8.3.4, la projection canonique o; : P, — S; est
la couverture projective de S;. D’apres le lemme 8.3.5, 0 = o1 I1 - -- 11 g, est la couverture
de M/radM. Donc ¢ induit un isomorphisme ¢ de P/radP sur top(M /radM) = M /radM.
Comme il existe un épimorphisme ¢ : P — M tel que ge¢ = eq, ou p, q sont des projections
canoniques. Comme ¢ est un épimorphisme minimal, on a f est un épimorphisme et donc

une couverture de M. Ceci acheve la démonstration.
8.3.7. Théoreéme. Tout A-module de type fini admet une résolution projective minimale
dont tous les modules sont de type fini, qui est unique a isomorphisme pres.

8.4. Enveloppes de modules de type fini

Soient K un anneau commutatif et A une K-algebre non nulle artinienne a droite.

8.4.1. Lemme. Soit M un A-module de type fini. Alors un sous-module N de M est

essentiel dans M si, et seulement si, socM C N. En particulier, socM est essentiel dans M.
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Démonstration. Soit N un sous-module essentiel de M. Si S est un sous-module simple
de M, alors NN .S # 0. Donc S C N. Par conséquent, socM C N.

D’autre part, supposons que socM C N. Soit ) un sous-module non nul de M. Etant
artinien, () contient un sous-module simple S. Donc, S C socM C N. Par conséquent,

QNN #£0, c’est-a~dire, N est essentiel dans M. Ceci acheve la démonstration.

8.4.2. Proposition. Soit f : M — I un monomorphisme de A-modules de type fini
avec I injectif. Les condition suivantes son téquivalentes:

(1) f est une enveloppe injective de M.

(2) socl Cim(f).

(3) f(socM) = socl.

Démonstration. L’équivalence de (1) et (2) suit du lemme 8.4.1. Et il est évident que
(3) implique (2).

Supposons maintenant que socI C im(f). Posons L = f~*(socl). Comme f(socM) C
socl, on a socM C L. En outre, comme f est injectif, L = f(L) = socl est semi-simple.

Ainsi L C socM. Par conséquent, f(socM) = socl. Ceci acheve la démonstration.

8.4.3. Corollaire. Soient M et I des A-modules de type fini avec I injectif. Alors I est
I’enveloppe injective de M si, et seulement si, socM = socl. En particulier, I est I’enveloppe
injective de soc/.

Démonstration. La necessité suit de la proposition 8.4.2(3). Soit ¢ : socM — socl un
A-isomorphisme. Comme [ injectif, il existe f : M — I tel que j'g = fj avec j et j' des
inclusions. Comme j est minimal, f est un monomorphisme tel que socl = f(socM). Par

conséquent, f est une enveloppe injective de M. Ceci acheve la démonstration.

8.4.4. Proposition. Soient My,... M; et Iy,...,I; des A-modules de type fini. Si I; est
I’enveloppe injective de M; pour tout 1 < i < ¢ alors I; I --- I I; est 'enveloppe injective
de My IT--- 11 M,.

Démonstration. D’abord, I IT- - - II I; est injectif de type fini. Comme soc M; = socl;,

pour tout 1 <7 < ¢, on a
soc(My IT -+ - 1T M) = socM; 1T - - - T socM; = socly 11 - - - Il socl; = soc(fy IT--- 11 ;).
Ceci acheve la démonstration.

8.4.5. Corollaire. Soient I, J des A-modules injectifs de type fini.

(1) I = J si, et seulement si, soc/ = soc .

(2) I est indécomposable si, et seulement si, soc/ est simple.

Démonstration. La partie (1) suit de I'unicté de I’enveloppe injective. Pour montrer

la partie (2), posons socl = S; @ ---S; avec les S; simples. Supposons que ¢t = 1. Comme [
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est de type fini, tout sous-module non nul contient un sous-module simple, qui est S; dans
ce cas. Donc I n’a pas de facteur direct propre, c¢’est-a-dire, I est indécomposable. Sit > 1,
alors ’enveloppe de socl est décomposable d’apres la proposition 8.4.4, c¢’est-a-dire, I est

décomposable. Ceci acheve la démonstration.
8.5. Modules injectifs de type fini

Partout dans cette section, on se fixe K un anneau commutatif artinien. Soient Uy, ..., U,
les K-modules simples a isomorphisme pres. On se fixe J; I'enveloppe injective de U; de
sorte que U; = socJ; pour tout 1 < i <r. Posons J = J; 11 ---1I J,., 'enveloppe injective de
UyII---IIU,. Remarquons que si K est un corps, alors J = K.

8.5.1. Lemme. Soit M un K-module dont z est un élément non nul. Alors il existe
f € Homg (M, J) tel que f(x) # 0. En particulier, J est un co-générateur injectif de Mod-K.
Démonstration. Posons N le sous-module de M engendré par x. Etant un K-module
de type fini, N admet un sous-module simple U, qui est isomorphe a un facteur direct de
soc/. Ainsi il existe un K-homomorphisme non nul ¢ : U — J. Comme J est injectif, il
existe f € Homg (M, J) tel que f|y = ¢. Par conséquent, f|y est non nul. Donc f(z) # 0.

Ceci acheve la démonstration.

8.5.2. Lemme. Si U est un K-module simple, alors Homg (U, J) = U.

Démonstration. On suppose que U = U; = socJ; pour un 1 <t <r. Sii # t, alors
Homg (Uy, J;) = 0 car Uy 22 U; = socJ;. Ainsi Homg (U, J) = Homg (U, J;). Comme U est
simple, il existe un u € U tel que U = Ku. Posons I = ann(u). Alors U = K/I. Pour tout
a€ K, fo:U— Jy:x— ax est K-linéaire. Et f, = 0 si, et seulement si, « € I. Or on a
un K-homomorphisme

¢ K — Homg (U, Jy) : a— fq

de noyau I. Pour tout f € Homg (U, J;), f(U) C soc; = U. Ainsi f(u) = au avec a € K.
D’ou, f = fo. Donc Homg (U, J;) = K/I = U. Ceci acheve la démonstration.

8.5.3. Proposition. Soit M un K-module de longueur finie.

(1) Homg (M, J) est un K-module de longueur ¢(M).

(2) Il existe un K-isomorphisme fonctoriel ¢y : M — Homg (Homg (M, J), J).

Démonstration. (1) On procede par récurrence sur £(M). Si {(M) = 1, c’est-a-dire,
M est simple. D’apres le lemme 8.5.2, Homg (M, J) =2 M est de longueur 1. Supposons
que £(M) > 1 et I’énoncé est vrai pour les modules de longueur < ¢(M). Comme M n’est

simple, il existe une suite exacte courte 0 — L — M — N — 0 de K-homomorphismes avec
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L et N non nuls. En appliquant le foncteur exact Homg(—, J) a cette suite, on obtient une

suite exacte courte
0 — Homg (N, J) — Homg (M, J) — Homg (L, J) — 0.

Comme ¢(M) = ¢(L) + ¢(N), on voit que ¢(L) < €(M) et {(N) < £(M). Par I'hypothese de
récurrence, Homg (N, J) et Homg (L, J) sont de longueur ¢(N) et ¢(L) respectivement. Par
conséquent, Homg (M, J) est de longueur ¢(M).
(2) Pour tout x € M, on voit que ¢(z) : Homg (M, J) — J : f — f(x) est K-linéaire.
En outre
¢y 2 M — Homg (Homg (M, J), J) : x — ¢(x)

est K-linéaire. Il suit du lemme 8.5.1 que ¢y est injectif, et d’apres la partie (1), M et
Hompg (Homg (M, J),J) ont méme longueur. Par conséquent, ¢,; est un K-isomorphisme.

I1 est facile de vérifier que ¢); est fonctoriel en M. Ceci acheve la démonstration.

Dés maintenant, on se fixe A une K-algebre, qui est de type fini en tant que K-module.
On dit alors que A est une K-algebre d’Artin. Remarquons que A est une K-algebre artini-
enne a gauche et a droite. On désigne par mod-A la catégorie de A-modules a droite de type
fini et par A-mod celle-ci de A-modules a gauche de type fini. Remarquons que si M est un
A-module a gauche ou a droite, alors Homg (M, J) est un A-module a droite ou & gauche
respectivement. En outre, d’apres la proposition 8.5.3, M est de type fini si, et seulement

si, Homg (M, J) est de type fini. Par conséquent, on a deux foncteur contravariants exacts
D = Homg(—,J) : A-mod — mod-A : M — Homg (M ,J); f+— Homg(f,J)

et
D = Homg(—,J) : mod-A — A-mod : N — Homg (N, J); g — Homg(g, J).

8.5.4. Théoreme. Le foncteur D : A-mod — mod-A est une anti-équivalence ayant
pour quasi-inverse le foncteur D : mod-A — A-mod.

Démonstration. D’apres la proposition 8.5.4(2), pour tout module M € mod-A, il
existe un K-isomorphisme fonctoriel ¢y : M — D?M. 1l est facile de vérifier que ¢y,
est A-linéaire, et donc un A-isomorphisme. Par conséquent, ¢ = {¢p | M € mod-A} est

vers D?. De méme, 1 >~ D2, Ceci acheve la

un isomorphisme du foncteur 1 Amod =

mod-4
démonstration.

(&)

Remarque. A cause du fait que D est contravariant tel que D? = 1, on dit que D est

une dualité.

8.5.5. Théoreme. Soit M un module de A-mod.

110



(1) M est indécomposable si, et seulement si, DM est indécomposable.

(2) M est injectif ou projectif si, et seulement si, DM est projectif ou injectif, respec-
tivement.

(3) Soit e un idempotent primitif de A. Alors M est simple associé a e si, et seulement
si, DM est un A-module a gauche simple associé a e.

Démonstration. (1) Comme D est fidele et plein, on a End (M) = Enda(DM). Ainsi
M est indécomposable si, et seulement si, End 4 (M) est locale si, et seulement si, End 4(DM)
est locale si, et seulement si, DM est indécomposable.

(2) On a deja vu que si M est projectif, alors DM = Homp (A, J) est injectif car J est
K-injectif. Supposons que M est injectif. Soit f : N — DM un épimorphisme dans mod-
A. Comme D est exact, Df : D?M — DN est un monomorphisme dans A-mod. Comme
D?M = M est injectif, il existe un morphisme g : DN — D?M tel que g o df = lp2p,.
Comme D est plein, il existe un morphisme h : DM — N dans mod-A tel que g = Dh.
Ainsi Ip2p = D(fg) = D(1py). Comme D est fidele, fg = Ipp. Ceci montre que DM est
projectif. Réciproquement, si DM est projectif ou injectif, alors M = D?M est injectif ou
projectif respectivement.

(3) Si M est non simple, alors il existe une suite exacte courte 0 - L — M — N — 0
dans A-mod avec L et N non nuls. Comme D est exact, on a une suite exacte courte
0 — DL —- DM — DN — 0 dans mod-A avec DL et DN non nuls. Par conséquent,
DM est non simple. De méme, si DM est non simple, alors D(DM) = M est non simple.
Supposons maintenant que M est simple associé a e. Alors il existe x € M tel que ze # 0.
D’apres le lemme 8.5.1, il existe f € Homg(M,J) = DM tel que (ef)(z) = f(ze) # 0.
Ainsi e(DM) # 0. Ceci montre que DM est le A-module & gauche simple associé a e. La

réciproque suit de la dualité. Ceci acheve la démonstration.

8.5.6. Corollaire. (1) Pour tout module M € A-mod, les module M et DM ont méme
longueur de composition.

(2) D(4A) est un co-générateur injectif de mod-A.

Démonstration. A I'aide du théoréme 8.5.5(3), on peut montrer (1) par récurrence.

(2) Soit X un module de mod-A. On peut supposer que X = DY avec Y un module de
A-mod. Il est évident qu’il existe un A-homomorphisme non nul f: 4A — Y. Comme D
est fidele, Df : DY — D(4A) est non nul. Ceci acheve la démonstration.

8.5.7. Théoréme. Soit {ej,...,e,} un ensemble complet d’idempotents primitifs or-
thogonaux de A.

(1) Un A-module a droite I est indécomposable injectif de type fini si, et seulement si,
I = D(Ae;) pour un 1 < i < n. Dans ce cas, I est dit un A-module injectif indécomposable

associé a e.
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(2) Pour tout 1 < i < n, le A-module a droite simple S; associé a e; a pour couverture
projective et enveloppe injective e; A et D(Ae;), respectivement.

Démonstration. (1) D’apres le théoreme 8.5.5(2), D(Ae;) est injectif indécomposable
de type fini pour tout 1 < i < n. Supposons maintenant que I € mod-A est indécomposable
et injectif. D’apres le théoreme 8.5.5(2), DI € A-mod est indécomposable et projectif.
D’apres le théoreme 8.2.9(1), DI = Ae; pour un certain 1 <i <n. D’ou I = D(Ae;).

(2) On suppose que S; = e¢;A/e;J(A), i =1,...,n. Posons T; = Ae;/J(A)e;, le A-module
a gauche simple associé a e;, et alors S; = DT;, d’apres le théoreme 8.5.5(3) pour tout
1 <i < n. Oron a une suite exacte courte 0 — J(A)e; — Ae; — T; — 0 dans A-mod.
Ceci donne une suite exacte courte 0 — S; — D(Ae;) — D(J(A)e;) — 0 dans mod-A. Donc
S; C socD(Ae;). Comme D(Ae;) est injectif indécomposable de type fini, socD(Ae;) est
simple, d’apres le corollaire 8.4.5(2). D’ou, S; = socD(Ae;). Donc D(Ae;) est I'enveloppe

injective de S;. Ceci acheve la démonstration.

Le résultat suivant nous dit comment trouver l’enveloppe injective d’'un A-module de

type fini.

8.5.8. Corollaire. Soit M € mod-A tel que socM = Sy & --- & S, avec Sq,..., S,
des modules simples associés aux idempotents primitifs eq, ..., e,., respectivement. Alors
D(Aey) @ -+ @ D(Ae,) est 'enveloppe injective de M.

Démonstration. Comme S; = socD(Ae;), socM = soc(D(Aey)®---@&D(Ae,)). D’apres
le corollaire 8.4.3, D(Ae;) & --- & D(Ae,) est I'enveloppe injective de M. Ceci acheve la

démonstration.

8.5.9. Corollaire. La co-résolution minimale injective d'un A-module de type fini

contient seulement des A-modules de type fini.
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