MATG641: Théorie des corps
Introduction

Le but principal de ce cours est pour répondre les questions suivantes.
1. Résolution des équations par radicauz. Etant donné une équation quadratique sur C:
az? 4+ bxr +c =0,

on sait que '’equation admet exactement deux racines

—b+ Vb? — 4dac —b—Vb? — 4dac
= . T )

2a - 2a

X1 2 =

Maintenant, étant une équation de degré n sur C :
agr” + -+ ap_1xr +a, =0,

est-ce que toutes les racinces s’obtiennent a partir des coefficients ag, ..., a, par un nombre

fini d’opérations d’addition, sous-traction, multiplication, division et extraction de la racine?

2. La quadrature du cercle. Etant donné un cercle, est-ce qu’on peut construire a la regle

et au compas un carré ayant le méme aire que le cercle donné?

3. La duplication du cube. Etant donné un cube, est-ce qu’on peut construire a la regle

et au compas un cube qui double le volume du cube donné?

4. La trisection de [’angle. Etant donné un angle, est-ce qu’on peut construire a la regle

et au compas deux demi-droites qui partagent I'angle donné en trois angles égaux?

5. La construction des polygones régquliers. Pour quel entier n > 2, on peut construire a

la regle et au compas un polygone de n cotés égaux?



Chapitre I: Eléments

1.1. Anneaux commutatifs

1.1.1. Définition. Un anneau commutatif est un ensemble non vide A muni d’une
addition
+:AxA—A:(a,b)—a+b

et d’une multiplication

o AXA— A:(ab)—ab

satisfaisant les axiomes suivants:
(1) A est un groupe abélien pour 'addition.
(2) (ab)c = a(bc) et ab = ba, pour tous a,b, c € A.
(3) il existe un identité, noté 14, tel que 14a = a, pour tout a € A.
(4) a(b+ ¢) = ab + ac, pour tous a,b,c € A.
En outre, a € A est dit inversible s’il existe b € A tel que ab = 14.

Exemple. (1) L’ensemble Z des entiers est un anneau commutatif pour I'addition et la
multiplication usuelles. Ici, 1 et —1 sont les seuls éléments inversibles.

(2) L’ensemble Z[\/=5] = {a + b\/=5 | a,b € Z} des entiers de Gauss est un anneau
commutatif pour 'addition et la multiplication usuelles. Ici, 1 et —1 sont les seuls éléments
inversibles.

(3) Les ensembles Q, R, C des nombres rationnels, réels, complexes, respectivement, sont
des anneaux commutatifs pour 'addition et la multiplication usuelles. Dans chacun de ces

exemples, tous les nombres non nuls sont inversibles.
Remarque. On voit que A = {04} si, et seulement si, 14 = 04.

1.1.2. Définition. Soit A un anneau commutatif. Une partie non vide I de A s’appelle

idéal si pour tousr,s € leta€ A,onar—seletracl.

Exemple. (1) Soit n € Z. On voit que nZ = {na | a € Z} est un idéal de Z.
(2) Z n’est pas un idéal de Q.

Soit I un idéal de A. Pour tout a € A, 'ensemble a + I = {a + r|r € I} s’appelle la
classe de a modulo I. Remarquons que a + I = b+ I si et seulement si a — b € I, pour tous
a,b € A. On pose A/I ={a+1|a € A}, I'ensemble des classes modulo I.

1.1.3. Proposition. Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Alors, pour
tous a+ I,b+ I € A/I, les opérations

(a+ D)+ b+1)=(a+b)+1 et (a+1)(b+1)=(ab)+1
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sont correctement définies pour lesquelles A/I est un anneau commutatif, appelé quotient
de A modulo I.

Remarque. Dans un contexte claire, on écrit simplement @ =a + I et A = A/I.

Exemple. Soit n > 1. On écrit Z, = Z/nZ. Alors Z, = {0,1,--- ,n — 1}. On voit que
a est inversible si, et seulement si, a est co-premier & n. En effet, sil existe b € Z, tel que
ab=ab=1. Alors ab— 1 € nZ, c’est-a-dire, il existe m € Z tel que ab— mn = 1. D’oll, a
et n sont co-premiers. Réciproquement, si a et n sont co-premiers. D’apres le théoreme de
Bézout, il existe b, ¢ € Z tels que ab + cn = 1. Ceci nous donne 1 = ab + én = ab. Ainsi a

est inversible.

1.1.4. Définition. Soient A et B des anneaux commutatifs. Une application ¢ : A — B
est un homomorphisme si pour tous a,b € A,

(1) ¢(a+b) = é(a) + ¢(b),

(2) ¢(ab) = ¢(a)o(b),

(3) ¢(1A) = 1p.

En outre, ¢ est un isomorphisme si ¢ est, de surcroit, bijectif. Dans ce cas, on écrit A = B.

Exemple. Si [ est un idéal de A, alorsp: A — A/I : a — a+ I est un homomorphisme

surjectif, appelé la projection canonique.

1.1.5. Théoréme. Soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneaux commutatifs. Alors
(1) Ker(¢) = {a € A|p(a) = 0p} est un idéal de A.
(2) Si ¢ est surjectif, alors I"application

¢ : A/Ker(¢) — B:a+I+— ¢(a)
est un isomorphisme. Donc B = A/Ker(¢).

1.1.6. Définition. Soit A un anneau commutatif. Une partie B de A s’appelle sous-
anneau de Asily € Beta—b,ab € B pour tous a,b € B.

Remarque. (1) Si B est un sous-anneau de A, alors B lui-méme est un anneau commu-
tatif pour les opérations induites de celles de A ayant le méme identité que A.

(2) L’intersection de sous-anneaux est un sous-anneau.

Exemple. (1) Z est un sous-anneau de Q.
(2) L’ensemble N des entiers non négatifs n’est pas un sous-anneau de Z.



1.1.7. Définition. Soit A un anneau commutatif. Soient B un sous-anneau de A et S
une partie quelconque de A. Le plus petit sous-anneau de A contenant B et S est appelé le

sous-anneau engendré par S sur B et noté B[S].

Remarque. (1) B[S] est I'intersection des sous-anneaux de A contenants B et S.

(2) Si S C B, alors B[S| = B.

1.1.8. Proposition. Soit A un anneau commutatif avec B un sous-anneau. Pour tout
a € A, ona
Bla) ={bp+bia+---+b.,a"|n>0, b € B}.

Démonstration. Posons C' = {by+bia+---+b,a™ |n >0, b; € B}. On vérifie aisément
que C' est un sous-anneau de A contenant B et a. Donc Bla] C C. D’autre part, comme
a € Bla] et B C Bla], on a by + bja+ - -- + b,a™ € Bla|, pour tous n > 0 et b; € B. Donc

C' C Bla]. Par conséquent, Bla] = C. Ceci achéve la démonstration.

Exemple. (1) Z[3] ={ag+ %+ -+ 2 [n>0, a; € Z}.

(2) Qv2] = {a + bv2|a,b € Q}.

1.1.9. Corollaire. Soit A un anneau commutatif avec B un sous-anneau. Pour tous

. ,CLT] = {Z bil...iraif < . ,7:7« € N, bil“‘ir S B}

Exemple. Z[v/3,vV—=5] = {a + /3 + cv/=5 + dv/—15 | a,b, ¢, d € Z}.

ai,...,a, € A, on a Blay,.. alr iy, ..

Pour n € Z et a € A, on définit

n fois
a+---+a, si n>0;
na =< 04, st n=0;
—nAfois
(—a)+ -+ (—a), s n<O0.

Remarque. (1) Pour tous m,n € Zet a € A, on a (n+m)a = na+ma, (nm)a = n(ma).
(2) K ={n-14 | n € Z} est le plus petit sous-anneau de A.

1.1.10. Définition. Soit A un anneau commutatif. On définit la caractéristique de A,
noté car(A), comme étant le plus petit entier n > 0 tel que nly = 04 si un tel entier existe;

et sinon, car(A) = 0.

Remarque. On a toujours car(A)l, = 04. Si car(A) > 0, alors elle est 'ordre de 1,4 en

tant qu’élément du groupe abélien (A, +,04).



Exemple. (1) car(Z) = 0 puisque nl # 0, pour tout n > 0.
(2) car(Z,) =n,carn-1=n=0et s-1 =350 pour tout s avec 0 < s < n.

1.1.11. Proposition. Soit A un anneau commutatif avec B un sous-anneau. Alors
car(B) =car(A).

Démonstration. Comme 1z = 14, on a nlg = nly, pour tout n > 0. D’ou, le résultat.

Exemple. Si A est un sous-anneau de C, alors car(A) = 0. En effet, car(C) =car(Z) = 0.
Donc car(A) =car(C) = 0.

1.2. Corps

1.2.1. Définition. Un corps F est un anneau commutatif tel que 1p # Op et tout

¢élément non nul est inversible.
Exemple. On voit que Q, R et C sont des corps mais ni Z ni Z[y/—5] n’est un corps.

1.2.2. Proposition. Soit F' un corps. Pour a,b € F', on a ab = O si, et seulement
si, a = Op ou b = Op. Par conséquent, F* = F\{0r} est un groupe abélien pour la
multiplication, appelé groupe multiplicatif de F.

Démonstration. Soit ab = 0. Si b # Op, alors b~! existe. Donc

a=alp=a(bb )= (ab)b™' =0pb~" = 0p.
Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Soit n > 1 un entier. Alors Z, est un corps si, et seulement si, n est premier.
En effet, si n n’est pas premier, alors n = ab avec 0 < a,b < n. Or @,b sont tous non nuls
tels que ab = ab = 7 = 0. D’apres la proposition 1.2.2, Z, n’est pas un corps. Supposons
réciproquement que n est premier. Comme 0 < 1 < n, on a 1 # 0. En outre, si a # 0, alors

n fa. Ainsi a est co-premier & n, et donc a est inversible. Ceci montre que Z,, est un corps.

1.2.3. Proposition. Si F' est un corps, alors car(F') = 0, ou bien, car(F’) = p un nombre
premier.

Démonstration. Supposons car(F) =p > 0. Comme 1-1r # 0p, ona p > 1. Si p n'est
pas premier, alors p = rs avec 0 < r, s < p. D’apres la minimalité de la caratéristique, r1p
et slp sont tous non nuls. Mais, (rlg)(slg) = (rs)lp = plp = Op, une contradiction a la

proposition 1.2.2. Ceci acheve la démonstration.

1.2.4. Corollaire. Soit F' un corps avec car(F) = p > 0. Pour tout n € Z, on a

nlp = Op si, et seulement si, p | n.



Démonstration. Si n = pr avec r € Z, alors nlp = (plp)(rlp) = Op(rlp) = Op. Si
p [n, alors p,n sont co-premiers car p est premier. Donc il existe r, s € Z tels que 1 = pr+ns.

Donc

D’ott nlg # 0p. Ceci acheve la démonstration.

1.2.5. Définition. Soit F’ un corps.
n sous-anneau e I' s’appelle sous-corps st a = € pour tout a € non nul.
1)U K de F's’ 11 iate K tout K 1

(2) Le corps F est dit premier si F' est le seul sous-corps de F.

Exemple. (1) Q[r] = {ap + a1m+ -+ a,7" |n >0, a; € Q} est un sous-anneau de R,
mais pas un sous-corps.

(2) Q[v—1] = {a+ by/—1]a,b € Q} est un sous-corps de C. En effet, si a + by/—1 # 0,
alors a? + b2 # 0, et donc

@ty Tt =—2 ' /TeqvTl

a? +0 a2+ b2

(3) Si p est un nombre premier, alors Z, = {0,1,...,p — 1} est un corps premier. En
effet, si K est un sous-corps de Z,, alors 0,1 € K. En outre, pour tout 0 < d < n, on a
d=dl € K. Donc K = Z,,.

(4) Q est un corps premier. En effet, si K est un sous-corps de @Q, alors 0,1 € Q. Donc
pour tout n € Z, n € K. Ceci implique n~! € K pour tout n € Z non nul. Or tout o € Q

s'écrit a = 7 = mn~! € K. Par consquent, K = Q.

1.2.6. Proposition. Soit F' un corps.

(1) F admet un sous-corps P qui est le plus petit parmi les sous-corps de F.

(2) Si K est un sous-anneau de F', alors L = {ab™! | a,b € K,b # 0} est le plus petit
sous-corps de F' contenant K.

Démonstration. (1) Soient {F) | A € A} les sous-corps de F'. Posons P = NycpaFy. On
montrera que P est un sous corps de F. D’abord, 1 € F\, pour tout A € A. D’ou, 1y € P.
Soient a,b € P. Alors a,b € Fy, pour tout A € A. Donc a — b,ab € F\, et a~! € F, lorsque
a # 0, pour tout A € A. Par conséquent, a — b,ab € P et a=! € P lorsque a # 0. Ceci
montre que P est un sous-corps de F'. Evidemment P est le plus petit sous-corps.

(2) Siab™'+cd™t € L, alors ab™ ' +cd™' = (ad+bc)(bd)™!, (ab™ 1) (ecd )™t = (ad)(bc) ™" €
L. Ainsi L est un corps de F' contenant K. Comme tout sous-corps est fermé pour les

inverses, L est le plus petit sous-corps contenant K. La preuve s’acheve.

Remarque. Il est évident que P est un corps premier, appelé le corps premier de F.



Exemple. Le corps premier de C est Q. En effet, si K un sous-corps de C, alors 1 € K.
D’ou Q C K. Donc, Q est le plus petit sous-corps de C.

1.2.7. Théoréme. Soient F' un corps et P son corps premier. Alors P = Z, si
car(F)=p >0, et P = Q si car(F) = 0.

Démonstration. Posons K = {n-1p | n € Z}. On voit aisément que K est un sous-
anneau de I’ contenu dans P. En outre, ¢ : Z — K : n +— n - 1p est un homomorphisme
surjectif d’anneaux. On considere les deux cas suivants.

(1) car(F) = p > 0. Alors p est premier. D’apres le corollaire 1.2.4, nlp = Of si, et
seulement si, n € pZ. Cela veut dire Ker(¢) = pZ. D’apres le théoreme 1.1.5, K = Z,,. Par
conséquent, K est un corps, et donc un sous-corps de F. Comme P est le plus petit sous
corps de F', ona P C K. Donc P = K = Z,.

(2) car(F) = 0. Alors nlg # Op, pour tout n € Z non nul. On vérifie aisément que
L={(m-1p)(n-1x)"' | m,n € Z, n # 0} est un sous-corps de F contenu dans P. Donc
P = L. Enfin,

V:Q—=P:mnt— (m-1p)(n-1p)""

est un isomorphisme de corps. Ceci acheve la démonstration.

1.2.8. Corollaire. Un corps P est premier si, et seulement si, P = Q ou P = Z, avec

p un nombre premier.
Remarquons que tout homomorphisme de corps est injectif.

1.2.9. Proposition (Dedekind). Soient E et F' des corpset ¢; : E — F,i=1,...,n,
des homomorphismes non nuls deux a deux distincts. Si aq,...,a, € F sont non tous nuls,

alors il existe b € E tel que

a1¢1(b) + azda(b) + - -+ + andn(b) # 0.

Démonstration. Comme F' est un corps, le résultat est vrai pour n = 1. Supposons

que n > 1 et que le résultat est vrai pour n — 1. Supposons au contraire que
(1) @r(@) + -+ ano1u-i(2) + andu(z) = 0, pour tout z € .

Il suit de I’hypothese de récurrence que a; # 0. Comme ¢, # ¢, il existe ¢ € F tel que
¢1(c) # dn(c). Dapres (1),

a1 p1(cx) + -+ + ap_1¢n_1(cx) + apd,(cx) = 0, pour tout x € F,
¢’est-a-dire,
(2) a1¢1(c)P1(x) + - -+ + ap-10n-1(€)Pn-1(2) + andn(c)dn(x) = 0, pour tout x € F.
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En soustrayant le produit de (1) par ¢,(c) de (2), on trouve

ai(¢1(c) — on(e)d1(x) + - + an-1(Pn-1(c) — ¢n(c))pn_1(x) = 0, pour tout = € E,

qui est une contradiction a I’hypothese de récurrence car a;(¢1(c) — ¢n(c)) # 0. Ceci acheve

la démonstration.

1.3. Polynomes irréductibles

Partout dans cette section, on se fixe A un anneau commutatif.
1.3.1. Définition. Soit
f(z) =ao+a1x + -+ aza”

un polynome sur A, ou a, # 04 si f est non nul.
(1) Le constant aq s’appelle terme constant de f, et a, le coefficient directeur lorsque f

est non nul.
(2) Le degré 0(f) de f est défini par 9(f) = n si f est non nul, et I(f) = —oo sinon.
(3) f(x) est dit monique si a, = 14.

Remarque. On voit que f(x) € A si, et seulement si, 9(f) < 0. Dans ce cas, on dit que

f est un polynome constant.

1.3.2. Proposition. L’ensemble A[z] des polynomes sur A est un anneau commutatif

pour l'addition et la multiplication de polynémes. En outre, A est un sous-anneau de A|x].

1.3.3. Lemme. Soient f, g € A[x] non nuls. Alors

(1) 9(f +g) < max{a(f), d(g)}-
(2) 9(fg) < O(f) + 9(g). L'égalité a lieu si, et seulement si, le produit des coefficients

directeurs est non nul. C’est le cas lorsque f ou g a coefficient directeur inversible.

Exemple. Sur Z,, on a (2x + 1)(2x + 2) = 2x + 2. Donc 9((2z + 1)(2z + 2)) <
02z + 1)+ 02z + 2).

Soit f(z) =Y " a;x" € Alz]. Pour a € A, on pose f(a) = > ja;a’ € A,
1.3.4. Proposition. Soit a € A. Alors 'application

pa: Alz] = A f(z) — f(a)



est un homomorphisme d’anneaux, appelée [’évaluation en a.
Démonstration. Evidemment p,(14) = 14. Pour tous f,g € Alz], on peut écrire
n i n i n i 2n
f=>raxtetg=>" bz’ Alors f+g=>"" (a;+b;)z" et fg = kzo(zi—i—j:k a;b;)x".
Donc

pa(f +9) = Z(az- +b;)a’ = Z a;a’ + Z bia' = pa(f) + pa(g)
et o . .
palfg) =D (3 aibj)a® = (3 aa) (3 bia) = palf)pal9):

Ceci montre que p, est un homomorphisme. La preuve se termine.
Le résultat suivant est évident.

1.3.5. Proposition. Un homomorphisme ¢ : A — B d’anneaux commutatifs induit un

homomorphisme
n

Y Alz] — Blzx] : Zaﬂ:i — qu(az)xl

=0

d’anneaux commutatifs.

1.3.6. Théoréme. Soit g(z) un polynome sur A dont le coefficient directeur est in-

versible. Pour tout f(z) € Alz], il existe des polynomes uniques g(z),r(z) sur A tels que

f(@) = g(x)q(x) +r(z), (r) < d(g).

Démonstration. Posons g = by + - -+ + by, 12™ ! + b,,2™ avec m > 0 et b, inversible.
Sim =0, alors f(z) = g(x)(b,! f(x)) + 0 pour tout f(z) € Alz]. Supposons que m > 0. Soit
f=a+ax+---+a,a™ avec a, # 0. Sin=0,on a f(x) =0g(z)+ f(x) avec I(f) < 9(g).
Supposons maintenant que n > 0 et ’énoncé est vrai pour tout polynome de degré < n. Si
n < m, alors f(x) = 0g(z) + f(z) avec (f) < d(g). Sin > m, alors f et a,b,'z" ™g ont
méme coefficient directeur. Ainsi h = f —a,b, '2"™g est de degré < n. D’apres 'hypothese
de récurrence, h = gq; +r avec d(r) < d(g). Or f(z) = (a,b,;'z" ' +q(x))g(x) +r(z). Ceci
montre 'existence de q et r.

Soient qo(x), ro(z) € Alz] tels que f = qog+ro avec O(rg) < d(g). Alors (¢—qo)g = r—10.
Supposons au contraire que ¢ — qo # 04, ¢’est-a-dire, d(q — qp) > 0. Comme le coefficient
directeur de g est inversible, (¢ — qo) + 9(g9) = 9((q — qv)g) = I(r — o) < 9(g). D’ou,

d(g) < 9(g), une contradiction. Ainsi g = g, et donc r = 1. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Si A est un corps, alors le théoreme 1.3.6 est vrai pour tout polynéme non

nul g(x) sur A.



Exemple. (1) Considérons les polynomes rationnels f(z) = 1+27 et g(z) = 2+ 3z — 2.
Alors f =qg+r,onq=—a®—3,r =223+ 92 + 7.

(2) Considérons les polynomes z° + 1 et 2x + 2 sur Z4. Alors 1l n’existe pas de polynomes
q(x),r(z) tels que 23 + 1 = (22 + 2)q(z) + r(z) avec d(r) < d(2x + 2). En effet, si oui, on a
alors que 2z° + 2 = 2r(z) est degré < 1, une contradiction.

1.3.7. Définition. Soit f € A[z] non constant. On dit que a € A est une racine de f
si f(a) = OA.

Remarque. (1) Si A est fini, alors on peut trouver les racines de f en calculant f(a)
pour tout a € A.

(2) Si F est un corps, alors tout polynome de degré 1 admet une racine dans F. Mais
c’est pas nécessairement le cas sur un anneau. Par exemple, le polynome 2x 4+ 1 sur Z4 n’a

pas de racine dans Zy.

1.3.8. Proposition. Soit f(z) € A[z] non constant. Alors a € A est racine de
f(z) si, et seulement si, f(x) = (x — a)q(z) avec q(z) € Alz].

Démonstration. D’apres le théoreme 1.3.6, f(z) = (x — a)q(z) + r avec q(z) € Alz] et
r € A. Il suit de la proposition 1.3.4 que f(a) = (a — a)g(a) +r =r. Donc f(a) = 04 si, et

seulement si, 7 = 04 si, et seulement si, f(z) = (r — a)g(x). Ceci acheve la démonstration.

1.3.9. Définition. Soit f(z) € A[z] non constant. On dit que f est réductible sur A s’il
existe g, h € Alz] avec d(g),0(h) > 0 tels que f = gh; et irréductible sur A sinon.

Exemple. (1) Le polynéome z? — 2 est irréductible sur Q, mais réductible sur R.
(2) Le polynome x sur Zj est réductible. En effet, z = (22% + z)(2x + 1).

Remarque. Soient F' un corps et f € F[z]. Alors f est réductible sur F' si, et seulement
si, f = gh avec 0 < J(g),0(h) < 9(f). Par conséquent, si F' est un corps fini, on peut
déterminer si f est irréductible sur F' ou non en calculant les produits des polynomes sur F
de degré < I(f).

1.3.10. Proposition. Soit f € Afz] avec 9(f) > 2. Si f admet une racine dans A, alors
f est réductible sur A.

Démonstration. Soit a € A tel que f(a) = 0. D’apres la proposition 1.3.8, il existe
q(x) € Alz] tel que f(z) = (x — a)q(x). Donc 9(f) = d(q) + 1 car x — a est monique. D’onr

d(q) > 0. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. (1) La réciproque de la proposition 1.3.10 n’est pas vraie. Par exemple, sur

Zg, on a 4x?> — 1 = (2x + 1)(2x — 1), mais 42> — 1 n’a pas de racine dans Zg.
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(2) Si un polynoéme irréductible f sur A admet une racine dans A, alors 9(f) = 1.

1.3.11. Proposition. Soit F' un corps et soit f(z) € F[z] avec 2 < 9(f) < 3. Alors f
est irréductible sur F si, et seulement si, f n’a pas de racine dans F.

Démonstration. Si f a racine dans F, alors f est réductible puisque 9(f) > 2.
Réciproquement, si f est réductible, alors f = gh avec g,h € F[z] non constants. Comme
d(g) + 9(h) = 9(f) <3,onad(g) =1oudh)=1. Comme F est un corps, g ou h admet
une racine dans F', et donc f en a une. Ceci acheve la démonstration.

1.3.12. Théoréme. Soient F' un corps et I un idéal de F[x].

(1) Tl existe p(x) € Fla] tel que T = (p(x)) = {p(e) /() | f(x) € Flal}.

(2) Le quotient F'|x]/I est un corps si, et seulement si, p(z) est irréductible sur F'.

Démonstration. (1) Si I = 0, prenons p(z) = 0. Sinon, prenons p(z) € I non nul de
degré minimal. Alors pour tout f(x) € I, il existe q(z),r(x) € Flz] avec d(r) < d(p) tels
que f(x) = p(z)q(z) + r(x). Comme r(z) € I, on a r(z) = 0 par la minimalité de degré de
p().

(2) Si p(x) est réductible sur F, alors p = gh, ou g, h € Flz| avec 0 < d(g),d(h) < I(p)-
Donc g, h € Flx]/I sont tous non nuls tels que gh = gh = p = 0. D’apres la proposition
1.2.2, F[z]/I n’est pas un corps. Supposons réciproquement que p(x) est premier. Si f # 0,
alors p(x) ne divise pas f(x). Ainsi f est co-premier a p. D’apres le théoreme de Bézout, il
existe g, h € F[z] tels que fg +ph = 1. Do, fg = 1, c’est-a-dire, f est inversible. Ainsi

Flx]/I est un corps. Ceci acheve la démonstration.
1.4. Polynomes irréductibles rationnels
Dans cette section on considere le probleme de déterminer si un polynome sur Q est

irréductible ou non.

1.4.1. Définition. Un polynome non nul sur Z est dit primatif si le plus grand commun
facteur de ses coefficients est 1.

Exemple. Le polynome 23 4 2z + 3 est primitif et 222 4+ 42 + 10 ne l'est pas.

Remarque. Si f(z) € Q[z], alors il existe & € Q et un polynéme primitif g(z) € Z|x]
tels que f(z) = ag(x). Par exemple,

2 6 2
gq:B + =7 +4= E(5:c3 + 9z + 30).

1.4.2. Lemme. Si f, g € Z[z] sont primitifs, alors fg lest.
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Démonstration. Posons f(z) = Y " a;z’ et g(x) = 37" bz’ Alors fg = S ek
avec ¢ = ), ik a;bj. Si fg n’est pas primitif, alors il existe un entier premier p tel que
p|ck, pour tout 0 < k < n+m. Comme f, g sont primitifs, il existe un indice minimal r > 0
tel que p fa, et un indice minimal s > 0 tel que p [fbs. En particulier, p fa,bs. Sir+s =0,

alors r = s = 0. Donc p fagby = o, une contradiction. Si r + s > 0, alors

Cris = Z aibj = Clrbs -+ Z aibj.
i+j=r+s i+j=rts, (1)#(r.s)

Remarquons que si (z,7) # (r,s), alors i < r ou j < s, et donc p|a;b;. On en déduit que

p fc¢ris, une contradiction. Donc fg est primitif. Ceci acheve la démonstration.

1.4.3. Théoréme de Gauss. Soit f(z) € Z[z] non constant. Alors f est irréductible
sur Q si, et seulement si, f est irréductible sur Z.

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Supposons que f est réductible sur
Q. Alors il existe g,h € Q[z] avec 0(g),d(h) > 0 tels que f = gh. Or on peut écrire
g = agi,h = Bhy avec a, B € Q et g1, hy € Z[x] primitifs. Donc f = vyg1hy, ou v = af € Q
et g1hy € Z[zx] est primitif d’apres le lemme 1.4.2. Posons g1hy = a1 + ayz + - - - + a,z™ avec
a; € Z. Alors ya; € Z, pour tout 0 < i < n, car f € Z[z]. En outre, comme le plus grand
commun facteur de ag,ay, ..., a, est 1, il existe s; € Z tels ", a;s; = 1. Ceci nous donne
v =700 aisi) = > o(vai)s; € Z. Par conséquent, f = (ygi(z))hi(x) est réductible sur
Z. Ceci acheve la démonstration.

Le résultat ci-dessus nous dit que le probleme de déterminer un polynoéme rationnel est
irréductible ou non sur Q se ramene a déterminer un polynome entier est irréductible ou non

sur Z. On donne deux méthodes pour ce faire.

D’abord, pour un entier ¢ > 1, la projection canonique Z + Z, induit un homomorphisme

Zl2] > Z[v Zaw»f Zaz

Remarquons 0(f) < O(f) et I'égalité a lieu si, et seulement si ¢ fa,.

1.4.4. Proposition. Soient f(z) = > " ja;x" € Z[z] et ¢ > 0 un entier avec ¢ fa,. Si
f est irréductible sur Zq, alors f est irréductible sur Z.

Démonstration. Si f est réductible sur Z, alors il existe g, h € Z[z] avec 0(g),0(h) > 0
tels que f = gh. Alors 9(g),d(h) < 9(f). Or f = gh = gh. Si 3(g) = 0 ou d(h) = 0, alors

0(f) < max{9(g),0(h)} < max{d(g),d(h)} < A(f).

D’ol, g|a,, une contradiction. Donc f est réductible sur Z,. Ceci acheve la démonstration.
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Remarque. (1) La réciproque n’est pas vraie. Par exemple, 2? — 2 est irréductible sur
7, mais sur Zsy, on voit que 2 — 2 = 22 est réductible.

(2) La condition ¢ fa, est importante. Par exemple, sur Zs, le polynome 22> +z — 1 =
x — 1 est irréductible, mais 222 + z — 1 = (22 — 1)(z + 1) est réductible sur Z.

Exemple. Considérons le polynome rationnel

flz) = gx3+2x2 + ;x—i— L.

Alors f est irréductible sur Q si, et seulement si, g = 2f = 523 +42% 4 3z + 2 est irréductible
sur Q. Or sur le corps Zsy, on a g(x) = 23+ est réductible. On en déduit aucune conclusion.
Sur Zs, on a § = —a® + 2 — 1 qui n’a pas de racine dans Zs, et donc irréductible sur Zs
d’apres la proposition 1.3.11. Par conséquent, g est irréductible sur Z, et donc irréductible

sur Q d’apres le théoreme de Gauss. Ceci montre que f est irréductible sur Q.

1.4.5. Le critére d’Eisenstein. Soit f(z) = ap + a1z + - - - + a,2" € Z[x] avec n > 0.
Alors f(z) est irréductible sur Q s’il existe un nombre premier p tel que

(1) pla;, i =0,1,...,n— 1, mais p fa,; et

2) 7 fao.

Démonstration. Supposons au contraire que f soit réductible sur Q. D’apres le

théoreme de Gauss,
f=0o+bix+---+ba")(co+ crx+ - +cx®), b, ¢; € Zyb, #0,¢5 #0, r,5 > 0.

Comme b.cs # 0, on a 0 < r,s < n. Comme p|ay = bycy, on a p|by ou p|cy. On peut
supposer p|by. Comme p fa, = b.cs, on a p [b.. Ainsi il existe un 0 < ¢t < r tel que p|b;,
pour tout 0 <i <t et p fb;. Remarquons

a; = Z bl'Cj = tho + Z bl'Cj.

i+j=t i+j=t, i<t

Comme t < r < n, on a p|a, par 'hypothese et p|b;c; pour tout 0 < i < ¢t. Ceci implique
p|bico. Comme p J by, on a p|cy. Ainsi p?|bocy = ag, une contradiction. Donc f est

irréductible sur Q. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. (1) Soit p premier. Pour tout n > 1, d’apres le critere d’Eisenstein, le
polynome z™ — p est irréductible sur Q. Donc 2™ — p n’a pas de racine dans Q. Par
conséquent, {/p est irrationnel.

(2) Considérons le polynome rationnel

1

2
f(z) = §:c5 + g:ﬁ + 2% + 3
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Posons g(z) = 9f(z) = 22° + 152* + 923 + 3. Appliquant le critere d’Eisenstein pour p = 3,

on voit que g est irréductible sur Q. Donc f I'est également.

1.4.6. Lemme. Soit f(z) € Q[z] non constant et soient a,b € Q avec a non nul. Alors
f(z) est irréductible sur Q si, et seulement si, g(x) = f(ax + b) est irréductible sur Q.

Démonstration. Si f(x) = fi(z) f2(z), fi, fo € Q[z] avec O(f1), O(f2) > 0, alors
9(x) = flaz +b) = fo(ax +b) fo(ax + b) = g1(x)g2(x)

avec g;(x) = fi(ax +b). Comme a # 0, on a d(g;) = (f;) > 0. Ainsi g(z) est réductible sur
Q. D’autre part, si g(z) est réductible sur Q, alors f(z) = g(1x — 2) est réductible sur Q.

Ceci acheve la démonstration.
1.4.7. Corollaire. Soit p un nombre premier. Alors
Oy(x) =P 2P P4 b+ 1,

appelé polynome cyclotomique, est irréductible sur Q.

Démonstration. Posons g(z) = ®,(z + 1). Comme (z — 1)®,(z) =2P — 1, on a

xg(:t):($+1)p—1:mp+<z;)xp 1y ( p2 a:2+( )a;

|
D’ou,
- () () ()

Comme p est premier, on a p| (?), pour tout 1 <i < p—1etp* f (p—l) = p. D’apres le critere
d’Eisenstein, g(z) est irréductible sur Q. II suit du lemme 1.4.6 que ®,(z) est irréductible

sur Q. Ceci acheve la démonstration.
1.5. Exercices

1. Décrire le sous-anneau de C engendré par V2 et /=7 sur Z

2. Considérer le polynome f(x) = 22* + 2 + 522 — 1 sur Zg. Trouver les racines de f(z)
dans Zsg.

3. Considérer les polynomes sur Zg suivants:
flx)=32"—2*+222 +1, gla)=2+2"4+2—2.
Trouver le quotient et les reste de f(x) par g(x).
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10.

11.

12.

Considérer I'idéal I de Z,[z] engendré par p(z) = 23 + x + 1. Soit f(z) = az? + bz +c
un polynéme sur Zy n’appartenant pas a I. Trouver un polynoéme g(z) sur Z, tel que
(f+Dg+I1)=1+1

Soient A un anneau commutatif et 7 un idéal de A. Montrer que A/I est un corps si

et seulement si I est un idéal maximal de A, c’est-a-dire, I # A et il n’y a aucun idéal

Jde Atel que I C J C A.
Montrer que tout homomorphisme de corps ¢ : E — F' est injectif.

Un domaine integre est un anneau commutatif non nul dont I’ensemble des éléments
non nuls est fermé pour la multiplication. Montrer que tout domaine integre fini est

un corps.

Soit f(x) un polynéme sur un corps F. Si f est de degré n > 0, montrer que f a
au plus n racines dans F. Indication: A Taide de la proposition 3.8, procéder par

récurence sur n.

Soit F' un corps infini. Si f(x),g(x) € Flz| sont tels que f(a) = g(a) pour tout a € F,

montrer que f(x) = g(x). Indication: Appliquer le numéro précédent au polynéme
f—g9
Montrer qu’une racine rationnelle d’un polynome entier monique est un entier.

Déterminer les polynomes suivants sont réductibles ou irréductibles:

1) z*+1sur Q.

2) 23 — 5 sur Zq;.
3

4

23 — 72?4+ 3z + 3 sur Q.
z* — 10z + 1 sur Q.

(1)
(2)
(3)
(4)

Soit F' un corps. Si ag + a1z + -+ - 4+ ap_12" 1 + a,x™ avec n > 1 est irréductible sur

F, montrer que a, + ap_12 + -+ + a12" " + apz™ Pest également.

Soit a > 1 un entier. Montrer que y/a est un entier ou un nombre irrationnel.
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Chapitre II: Extensions de corps

2.1. Degré d’une extension

2.1.1. Définition. Soient F' et E des corps. Si F' est un sous-corps de E, on dit alors

que E : F est une extension de corps, ou bien, que E est une extension de F.

Exemple. (1) Le corps C est une extension du corps R.
(2) R : Q est une extension de corps.

(3) Si F' est un corps, alors

Flo) = {% | fg € Flal.g # 0}

est un corps, appelé le corps des fractions rationnelles sur F. Aisément F(zx) est une exten-

sion de F'.

Si E : F' est une extension de corps, on voit aisément que E est un espace vectoriel sur

F pour I'addition de E et la multiplication externe
o 'XE—FE:(a,a)— ax
induite de la multiplication de F.

2.1.2. Définition. Le degré d'une extension de corps E : F, notée [E : F], est défini

comme étant la dimension de 1’espace vectoriel E sur F.

Exemple. (1) [C: R] = 2, car dim; C = 2.
(2) Pour tout corps F, on a [F(x) : F| = co. En effet, {1,z,...,2™, ...} est une famille

libre infinie de vecteurs de F'(z). Par conséquent, F'(z) est de dimension infinie sur F'.

2.1.3. Lemme. Soit F : F' une extension de corps. Alors [E : F| = 1 si, et seulement
si, K =F.

Démonstration. Si E = F, alors {1g} est une base de E sur F. Donc [E : F] = 1.
Supposons réciproquement [E : F| = 1. Prenons {a} une base de £ sur F. Alors il existe
a € F tel que 1 = aa. Donc a est non nul et « = a~! € F car F est un sous-corps de E. Or
pour tout § € E, il existe b € F tel que § = ba. Ainsi § € F. Ceci donne E C F, et donc

E = F. La preuve se termine.

2.1.4. Définition. Une extension de corps E : F' est dite finie ou infinie si [E : F| est

fini ou infini, respectivement. On dit aussi que E est fini ou infini sur F, respectivement.
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Exemple. (1) Le corps C est fini sur R, mais il est infini sur Q.

(2) Pour tout corps F) le corps F'(x) des fractions rationnelles sur F' est infini sur F.

2.1.5. Théoreéme. Soient F' C L C E des corps. Alors 'extension E : F' est finie si, et

seulement si, les extensions E : L et L : F' sont toutes finies. Dans ce cas, on a
[E:F|=[E:L|[L:F].

Démonstration. Supposons premierement que [E : F| = n, c’est-a-dire, dimpE = n.

Comme L est un sous-espace de E, on a [L : F| = dimpL < n. En outre, prenons une F-base

{aig,...,a,} de E. Alors tout a € F s’écrit o = ajaq +- - - +anap, ar, -+ ,a, € F C L. Donc
le L-espace vectoriel E est engendré par ay,. .., q,. Par conséquent, [E : L] = dim, E < n.
Supposons maintenant que [E : L] = r et [L : F| = s, cest-a-dire, dim F = r et

dimpL = s. Prenons une L-base {fi,...,0,} de E et une F-base {v1,...,7s} de L. Si
a € B, alors a = Y70 biff avec b; € L. Et pour tout 1 < i < r,onab; =7 cijv
avec ¢;; € F. Ainsi a = Zl i ¢ijB3i7;, ci; € F. Ceci montre que le F-espace E est engendré
par {Giv;|1 <@ <r1<j <s} Enfin, sia; € F sont tels que Z” a;;jBy; = 0, alors
> e (D251 aiy)Bi = 0 avee 75, ai;y; € L. Comme les 3; sont linéairement indépendants
sur L, on a Z;Zl a;;v; = 0, pour tout 1 < ¢ < r. Mais les v, sont linéairement indépendants
sur ', on a a;; = 0, pour tous 1 < 5 <s,1 <i <r. Donc {Bv;|1 <i<r1<j<s}
est une base de E sur F. Par conséquent, [E : F|] =rs = [E : L|][L : F]. Ceci acheve la

démonstration.

2.1.6. Définition. Soit F : F' une extension de corps.

(1) Un élément o € E est dit algébrique sur F' §'il est une racine d’un polynéme non nul
sur I'; et transcendant sur F sinon.

(2) L’extension E : F est dite algébrique (ou bien, E est dit algébrique sur F) si tout

¢élément de E est algébrique sur F'.

Exemple. (1) F est toujours algébrique sur lui-méme. En effet, tout a € F' est racine
de x — a € Flx].

(2) L’extension C : R est algébrique. En effet, tout nombre complexe o = a + by/—1
avec a,b € R est une racine du polynoéme réel 2% — 2ax + a® + b?.

(3) Le nombre réel a = V2 4 3V/5 est algébrique sur Q. En effet, o® = 2+ 3v/5, et donc
(a® —2)? =45. D'on, af — 4a® — 41 = 0, c’est-a-dire, « est une racine de 2% — 42 — 41.

(4) Un résultat célebre de Lindemann dit que le nombre réel 7 est transcendant sur Q.

Donc I'extension R : Q n’est pas algébrique. Remarquons que 7 est algébrique sur R.

2.1.7. Lemme. Soit F : F une extension de corps. Alors a € E est algébrique sur F

si, et seulement si, il existe n > 0 tel que la famille {1,a,...,a"} est liée sur F.
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Démonstration. Supposons premierement que « est algébrique sur F. Alors il existe
f(z) =ag+aix+---+a,x™ € Flz] non nul tel que f(a) = ag+aja+---+a,a™ = 0. Donc
{1,a,...,a™} est liée sur F.

Supposons réciproquement que {1,a,...,a"} avec n > 0 est liée sur F. Alors il existe
ag,ai,...,q, € F non tous nuls tels que ag-1+a;-a+---+a, -a™ = 0. Cela veut dire
que ag+ a1x + - - - + a,x™ est un polynéome non nul sur F' dont « est une racine. Donc « est

algébrique sur F'. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Soit F(z) le corps des fractions rationnelles sur F. Alors x € F(x) est
transcendant sur F'. En effet, pour tout n > 0, la famille {1, z, ..., 2"} est libre sur F'. Donc

x est transcendant sur F'.

2.1.8. Proposition. Toute extension finie de corps E : F est algébrique.
Démonstration. Soit [E : F] =n > 1. Pour tout a € E, la famille {1, «,...,a"} est

liée sur F'. Donc « est algébrique sur F. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. La réciproque de la proposition 2.1.8 n’est pas vraie.

2.2 Extensions de corps simples

Partout dans cette section, on se fixe E : I’ une extension de corps.

2.2.1. Définition. Soit S une partie de E. Le plus petit sous-corps de E contenant F
et S, noté F(9), s’appelle le sous-corps de E engendré par S sur F.

Remarque. (1) F[S] C F(S).
(2) F(S) est I'intersection des sous-corps de E contenant F et S.
(3) Si S C F, alors F(S) = F.

Exemple. (1) R(v/-1) =R[y/~1] =C.

(2) Le corps F(x) est engendré par le polynome x sur F'.

2.2.2. Lemme. Soient S, S5 des parties de F.

(1) Si Sy C Sy, alors F(S1) C F(S2).

(2) F(S1USy) = F(S51)(S2) = F(S2)(51).

(3) Si g, e, ..., € E, alors Fag, ag,...,a,) = F(ag)(az) -+ (an).

Démonstration. (1) Si S; C Sy, alors F'(S;) est un sous-corps de E contenant F' et S;.
Par définition, F'(S1) C F(S,).
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(2) D’apres la partie (1), on a F(S;) C F(S; U S;). Comme Sy C F(S; USy), on a
F(S1)(S2) € F(S;USy). D’autre part, F'(S7)(S;) contient F' et S; U Sy. Cela implique
F(S1USy) C F(S51)(S2). Par conséquent, F/(S;USy) = F(S1)(S2). Comme la partie (3) suit

immédiatement de la partie (2), la preuve se termine.

2.2.3. Définition. On dit que E : F est une extension simple (ou bien, que E est simple

sur F') sl existe a € E, appelé un élément primitif, tel que E = F(«).

Exemple. (1) C : R est une extension simple dont /=1 est un élément primitif.

(2) L’extension F'(x) : F' est simple dont le polydme x est un élément primitif.

(3) L'extension Q(v/2,v/3) : Q est simple. En effet, on a o = v2 4+ /3 € Q(v/2,V3), et
donc Q(a) € Q(v/2,/3). D’autre part, comme (o — v/2)?2 =3 et (o —v/3)> =2, on a

v2="2 € Q(a).

Donc Q(v/2,v3) € Q(a). Par conséquent, Q(v/2,v/3) = Q(«) est simple sur Q.

2.2.4. Théoréeme. Soit F = F(«) une extension simple de F' avec a transcendant sur
F. Alors E = {f(a)g(a)™" | f,g € Flz],g # 0} = F(z), le corps des fractions rationnelles.
Démonstration. Supposons que « est transcendant sur F'. Comme g(a)) # 0 pour tout
g(z) € Flz] non nul, L = {f(a)g(a)™ | f,g € F|z],g # 0} est un sous-corps de E contenant
F et a. Ceci implique E = F(a) C L, et donc E = {f(a)g(a)™ | f,g € Flx],g # 0}. Or
f(z)

¢: F(z) — F(a) : o) fla)g(a)™

est un isomorphisme de corps. Ceci acheve la démonstration.

2.2.5. Définition. Soit o € E algébrique sur F. Un un polynéme monique m(x) sur
F dont « est racine s’appelle polynome minimal de o sur F si le degré de m(x) est minimal

parmi les degrés des polynomes non nuls sur F' dont « est racine.

Exemple. (1) Pour tout a € F, x — a est un polynome minimal de a sur F'.
(2) V2 est racine de 22 — 2 € Q[x] et il n’est pas racine d'un polynéme de degré 1 sur Q
puisque v2 € Q. Donc 22 — 2 est un polynéme minimal de v/2 sur Q.

2.2.6. Lemme. Soit o € E algébrique sur F' et m(z) un polynéme minimal de a.

(1) m(z) est irréductible sur F'.

(2) S f(z) € Flz], alors f(«) = 0 si, et seulement si, m(x)|f(z).

Démonstratio. (1) Supposons au contraire que m(z) = my(z)ms(x) avec m;(z) € F[z]
et 0 < I(my(z)) < I(m(x)). Comme 0 = m(a) = my(a)ma(a), on a my(a) = 0 ou
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ma(a) = 0. Ceci contredit la minimalité du degré de m(x). Donc m(zx) est irréductible sur
F.

(2) Pour tout f(x) € F[z], on a f(z) = m(x)q(x) + r(x), ou q(z),r(x) € Flz] avec
d(r(z)) < d(m(x)). Si m(z)|f(x), alors r(z) = 0 et f(z) = m(x)g(x). Ainsi f(a) =
m(a)g(a) = 0. Supposons réciproquement que f(a) = 0. Comme m(«a) = 0, on a r(a) =
0. Il suit de la minimalité de d(m(x)) que r(z) = 0, et donc m(z)|f(z). Ceci acheve la

démonstration.

2.2.7. Corollaire. Soit a € F algébrique sur F.

(1) a admet un seul polynéme minimal sur F, noté¢ m%(x).

(2) Si p(x) € F[z] est irréductible monique tel que p(a) = 0, alors m(z) = p(x).

Démonstration. (1) Soient m;(z), ma(x) des polynémes minimaux de « sur F'. D’apres
le lemme 2.2.6(2), my(z)|ma(z) et ma(x)|my(z). D’ou, mi(x) = amsy(z) avec a € F. Comme
my(x), ma(x) sont tous moniques, on a a = 1, c’est-a-dire, my(z) = mo(z).

(2) D’aprés le lemme 2.2.6(2), m®(x)|p(x). Comme p(zx) est irréductible sur F', on a
p(z) = bmS(x) avec b € F. Comme p(z), m%(r) sont moniques, on a b = 1, et donc

il

m®(z) = p(z). Ceci acheve la démonstration.
On définit degré de o sur F' comme étant le degré de son polynome minimal sur F'.

Exemple. Soit p un nombre premier. Considérons le nombre complexe

2r . 27
¢( = cos— +isin —.
p p
Comme (P = 1, ¢ est racine de 27 — 1 = (z — 1)(2zP' + - + 2+ 1). Comme ¢ # 1, on voit
que ¢ est racine de @,(z) qui est monique. D’apres du corollaire 1.4.7, ®,(x) est irréductible
sur Q. D’apres le corollaire 2.2.7, ®,(z) est le polynome minimal de ¢ sur Q. Ceci montre

que ( est de degré p — 1 sur Q.

2.2.8. Proposition. Soit L un corps intermédiaire entre F' et E. Si a € E est algébrique
sur I, alors ar est algébrique sur L avec m$(z) divisant m¢ (z) sur L.

Démonstration. Remarquons que m®(r) est un polynome non nul sur L. Comme
m®(a) = 0, on voit que a algébrique sur L. Et d’apres le corollaire 2.2.6(2), m¢(z)|m¢ ().
Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Considérons les corps Q CR C C et a = /1 —+/2 € C. On voit aisément

que a est racine de 724-v/2—1 € R[z]. N’ayant aucune racine réelle, z24+/2—1 est irréductible
sur R. D’apres le corollaire 2.2.7(2), m&(z) = 224+/2—1. En outre, comme (a®>—1)? = 2, on

voit que av est racine de #* —222—1 € Q[z]. Comme (z+1)*—2(z+1)*—1 = 2 +423 +42> -2

est irréductible sur Q, d’apreés le lemme 1.4.6, il en de méme pour z* — 22%> — 1. Par
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conséquent, m2(z) = z* — 22® — 1. On vérifie m¢(z)|m2(x) sur R par la factorisation

2t =227 1= (2> + V2 - 1)(2> — V2 -1).

2.2.9. Théoréme. Soit F = F(«) une extension simple de F' avec « algébrique sur F
de degré n.

(1) £ = Flal/(mi(z)).

(2) {1,a,...,a™ '} est une F-base de E. En particulier, [E : F] =n et
E={a+aa+- - +a, 10" " |a € F}=Fla].

Démonstration. (1) D’abord, Flo] = {f(«a) | f(z) € Flz]}. Considérons 'application
d’évaluation p : F[z] — Fla] : f(x) — f(«a). Si f(z) € F[z], alors f(z) € Ker(p) si, et

(
seulement si, f(a) = 0 si, et seulement si, m(z )]f( ). Par conséquent, Ker(p) = (m%(x)).

~Y

Comme p est surjectif, on a Fla] = Flz]/(m%(x)). Comme m®(x) est irréductible sur
F d’apres le corollaire 2.2.7(2), F[z]/(m%(x)) est un corps. Par conséquent, F[a] est un
sous-corps de E contenant F' et o. Donc E = F(a) C Fla]. Ainsi E = Fla].

(2) D’apres I'hypothese, d(m(x)) = n. Si ag,a1,...,a,—1 € F sont non tous nuls, alors
o n’est pas racine de ag+a1 x4+ - -+a,_12""" d’apres la minimalité de d(m?(x)), c’est-a-dire,
ap-1+ay-a+--+a,_1-a" 1 #£0. Donc {1, q,...,a" '} est une famille libre sur F'. Enfin, tout
B € E sécit § = f(a) avec f(x) € Flz]. Or f(z) = m%(x)q(x) +r(z) ou q(z),r(v) € Flx]
avec 0(r(x)) < d(m%(x)) = n. Ecrivons () = by + by + - - - + b, 12", b; € F. Alors

B = fla) =m®(a)g(a) +r(a) =by-1+by-a+- - +b,q-a" "
Donc {1,q,...,a" 1} est une F-base de E. Ceci achéve la démonstration.

Exemple. Considérons Q(«), ot

On sait que m%(z) = ®3(z) = 2+ + 1. Donc Q(a) = {a+ba | a,b € Q}. Pour trouver
(a+4)71, il faut trouver u(z),v(z) € Q[z] tels que (z+4)u(z) + P3(z)v(x) = 1. En utilisant
I’algorithme d’Euclid, on a

(x+4)31_—3$+%(x2+x+1)_
Donc
1:(04—1—4)31_?)Q+13(a2+a+1)—(a+4)31_3a
D’ou N
(a+4) 1:1—3—1—3.



2.2.10. Corollaire. Les conditions suivantes sont équivalentes pour a € F :

(1) « est algébrique sur F.

(2) [F(«) : F) est fini.

(3) F(a) est algébrique sur F.

(4) F(a) = Fla].

Démonstration. Il suit du théoreme 2.2.9 que (1) implique (2). En outre, I'implication
que (2) implique (3) suit de la proposition 2.1.8.

Si F(«a) est algébrique sur F, en particulier, o Uest. Il suit du théoreme 2.2.9 que
F(a) = Fla]. Ceci montre que (3) implique (4).

Supposons enfin que F(a) = Fla]. Si a = 0, alors « est évidemment algébrique sur F.
Sinon, « est inversible et a™! = f(a) avec f(z) € F|x] non nul. Donc af(a) = 1. Cela veut
dire que « est racine de g(x) = zf(z) — 1, qui est clairement non nul. Donc « est algébrique

sur F'. Ceci montre que (4) implique (1). La preuve se termine.

Exemple. L’extension R : Q n’est pas simple. En effet, supposons au contraire R = Q(«)
avec € R. Si « est algébrique, alors R = Q(«) est algébrique sur Q d’apres le corollaire
2.2.10, une contradiction au fait que 7 est transcendant sur Q. Si « est transcendant sur Q,
alors R = Q(x) d’apres le théoreme 2.2.4. Comme Q est dénombrable

apg+ a1+ - a,x”

Q(x):{ |n,m20,ai,bj€@}

Pest aussi. Ceci implique que R est dénombrable, une contradiction. Donc R n’est pas simple

sur Q.

2.2.11. Théoréme. L’extension E : F' est finie si, et seulement si, £ = F(ayq, ..., aq)
avec Qq, . .., a, algébriques sur F.

Démonstration. Supposons d’abord [E : F] = n. D’apres la proposition 2.1.8, E
est algébrique sur F. Soit {aj,...,a,} une base de E sur F. Alors tout § € E s’écrit

comme [ = ajoq + -+ + a,a, avec a; € F, et donc f € F(aq,...,a,). Ceci montre que
E =F(ay,...,a,), ou a; sont algébriques sur F' puisque E est algébrique sur F.
Supposons récipquement que E = F(aq, ..., q,) avec les «; algébriques sur F. Si s =1,

d’apreés le théoreme 2.2.9, [E : F| est égal au degré de oy sur F. Supposons que s > 1
et que F(ay,...,as 1) est fini sur F. D’apres la proposition 2.2.8, «ay est algérique sur
F(ay,...,a5-1) et donc E = F(ay,...,as-1)(ay) est fini. Or il suit du théoreme 2.1.5 que

F est fini sur F. Ceci acheve la démonstration.

2.2.12. Définition. On dit qu'un complexe a est un nombre algébrique si « est

algébrique sur Q.
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Exemple. Les complexes v/—1 et v/1 — 2/5 sont des nombres algébriques, mais 27 ne

I’est pas.

2.2.13. Théoreme. Les nombres algébriques forment un sous-corps de C qui est
algébrique sur Q.

Démonstration. Soit A I'ensemble des nombres algébriques de C. Soient «, § € A avec
B # 0. D’apres le théoreme 2.2.11, Q(«, 3) est finie et donc algébrique sur Q. Comme
a—B3,a8,aB87t € Q(a, 3), on voit que a — 3, a3, o~ sont algébriques sur Q, c¢’est-a-dire,

a—fB3,aB8,aB87 ! € A. Donc A est un sous-corps de C. Ceci achéve la démonstration.
2.3. Corps de rupture

Partout dans cette section, on se fixe F' un corps. Un polynome f(z) sur F de degré
n > 0 est dit scindé sur F si f(z) = a(r—ay)--- (x —ay,) avec a,aq, ..., a, € F, c’est-a-dire,
f(z) admet exactement n racines dans F' en comptant les multiplicités. On voit aisément si
f(z) =blx—by) - (x—by) avec b,ay,...,a, € F,alorsa =band {ay,...,a,} = {b1,...,b,}.

Exemple. (1) Tout polynome de degré 1 est scindé.
(2) Le polynome (2 + z + 1)(z + 1) sur Zy n’est pas scindé sur Z,, car 22 + z + 1 n’a

pas de racine dans Zs.

2.3.1. Lemme. Soit p(x) € F[x] monique et irréductible. Alors il existe une extension
simple F'(«) de F telle que p(x) soit polynéme minimal de « sur F'.

Démonstration. Comme p(z) irréductible, L = F[x]/(p(x)) est un corps. En identifiant
a € Faveca€ L,onaF C L. Soit p(x) =ag+ -+ ap,_12" ' + 2", et posons a =7 € L.
Alors

pla) = ag+- -+ apa"t +a”
o+ -+ ap T+ T"
ap+ -+ ap_gzn "t 4 an
p(z) =0.
D’apres le corollaire 2.2.7(2), m%(x) = p(z). Enfin pour tout 8 € L, 8 = f(z) avec f(x) =
bo + bz + - -+ 4+ bpx™ € Flz]. Donc

B = bo+bx+--+ bpa™
bo + b1T + - - + by T™
= by +ba+ -+ bra™ e F(a).

Ainsi L = F(«) est une extension simple de F'. Ceci acheve la démonstration.
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Remarque. Si |F| = g et d(p(z)) = n, alors le degré de Flz]/(p(z)) sur F est n. Par
conséquent, [F'lz]/(p(z))| = ¢".

Exemple. On sait que p(x) = 2% + = + 1 est irréductible sur Z,. Donc
L =7Zs[z]/(p(z)) ={0,1,a,a+1} ol a=1,

est un corps. Remarquons que o® + o + 1 = 0. Les opérations de L sont données par les

tableaux suivants:

+ 0 1 « a+1 X 0 1 « a+1
0 0 1 « a+1 0 0 0 0 0
1 1 0 a+1 Q 1 0 1 « a+1
« « a+1 0 1 o} 0 @ a+1 1
a+1l|a+1 «a 1 0 a+1]0 a+1 1 o

Etant considéré comme un polynome sur L, p(z) admet « pour racine. En divisant p(x)

par x — a, on trouve 2 + x + 1 = (z — a)(z — (1 + «)). Donc p(z) est scindé sur L.

2.3.2. Théoréeme de Kronecker. Si f(z) € F[z] est non constant, alors f(z) est
scindé sur une extension £ de F.

Démonstration. Procédons par récurrence sur n = 9(f(z)). Sin = 1, alors f(x)
est scindé sur F'. Supposons que n > 1 et que I’énoncé est vraie pour n — 1. Prenons
p(z) un facteur irréductible de f(z). D’aprés le lemme 2.3.1, il existe un corps £y 2O F
et a; € E tels que p(a;) = 0, et donc f(a;) = 0. Par conséquent, f(z) = (x — a;)g(x)
avec g(z) € Ej[x]. Comme 0(g(xz)) = n — 1, par I'hypothese de récurrence, il existe un
corps E D Ej tel que g(x) = a(r — ag) -+ (r — o) avec o,...,a, € E. Ceci donne
f=alx —aq)(xr — )+ (z — o), Cest-a-dire, f(x) est scindé sur E. Ceci acheve la
démonstration.

2.3.3. Définition. Soit f(z) € F|x] non constant. Un corps E contenant F' s’appelle
un corps de rupture sur F' lorsque les conditions suivantes sont vérifiées:

(1) f(x) est scindé sur E, et

(2) si M est un corps avec FF C M C E sur lequel f(x) est scindé, alors M = E.

Exemple. (1) Si f(z) € Flx] est scindé sur F, alors F' est le seul corps de rupture de
f(x) sur F.
(2) Considérons g(x) = 2* — 1 € Q[z]. Alors g(z) est scindé sur C, puisque

g(x):(x_1)(a:+1—ﬂ) (x+1+E).
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Mais g(x) est également scindé sur Q(v/—3). Donc C n’est pas un corps de rupture de g(x)
sur Q. D’autre part, si M est un corps avec Q C M C Q(v/—3) sur lequel g(z) est scindé,
alors —% + @ € M, et donc /=3 € M. Ceci montre que Q(y/—3) est un corps de rupture
de g(x) sur Q.

(3) Considérons encore x> — 1 € R[z]. Alors 2% — 1 n’est pas scindé sur R et il est scindé
sur C. Donc C est un corps de rupture de 2 — 1 sur R puisqu’il n’y a pas d’autre corps
intermédiare entre R et C.

(4) Dans l'exemple suivant le lemme 2.3.1, L = {0,1,a, 4+ 1} est un corps de rupture
de 22 + 2 + 1 sur Zs.

2.3.4. Lemme. Soit f(x) € F[x] non constant. Alors une extension £ de F' est un
corps de rupture de f(z) sur F si, et seulement si, les conditions suivantes sont vérifiées:

(1) f(x)=alz —aq) - (x —an), a € F,aq,...,a, € E, et

(2) E=F(ag, -+ ,ap).

Démonstration. Supposons d’abord que les conditions sont vérifiées. Alors f(x) est
scindé sur £ d’apres (1). Si f(z) est scindé sur un corps intemédiaire M entre F' et E,
alors f(z) = a(r — f1)---(x — Bn),a € F, B € M. Donc {fi,...,0,} est I'ensemble
des racines de f(x) dans E. Ceci implique {f,...,0,} = {a,...,a,}. Par conséquent,
E =F(ay,...,a,) € M, et donc M = E. Ceci montre que E est un corps de rupture de
f(zx) sur F.

Supposons réciproquement que E est un corps de rupture de f(z) sur F. Alors f(x)
est scindé sur E. Donc f(z) = a(x —ay)---(z —ay), a € F, aq,...,a, € E. Comme
F C F(ay, - ,a,) C E, et f(x) est scindé sur F(aq, - ,ap), on a B = Flag, -, ap)

d’aprés la définition de corps de rupture. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. (1) Considérons 2™ —1 = (x — {p)(x — (1) -+ - (x — (1) € Q[z], ou

2k 2k
Ck:cosi+isini,k:0,1,...,n—1.
n n

Comme (; = ¢, pour tout 0 < k < n, on voit que Q((o, ¢, .-+, Cu1) = Q(¢1) est un corps
de rupture de ™ — 1 sur Q.

(2) C est un corps de rupture de 2* + 1 sur R. En effet, 22 + 1 = (z — i)(z + 9)
et C = R(i,—1i). Par contre, le corps de rupture de 22 + 1 sur Q est Q(i). En effet,

22+ 1=(z—i)(z+1) et Q) = Qi —1).

2.3.5. Corollaire. Soit f(z) € F[z] non constant. Alors
(1) f(x) admet un corps de rupture sur F.
(2) Tout corps de rupture de f(z) sur F' est fini sur F.
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(3) Si E et E' sont des corps de rupture de f(x) sur F' tels que E et E’ sont contenus

dans un méme corps L, alors £ = E'.

Démonstration. (1) D’apres le théoreme de Kronecker, il existe un corps L DO F' tel
que f(z) =alr—ay) - (r—ay),a € F, a; € L. D’apres le lemme 2.3.4, E = F(aq, -+, )
est un corps de rupture de f(x) sur F.

(2) Soit E un corps de rupture de f(x) sur F. Alors f(z) = a(z — aq) -+ (z — o) et
E = F(o,...,qa,). Comme chaque «; est algébriques sur F'; E est fini sur ' d’apres le
théoreme 2.2.11.

(3) Comme E est un corps de rupture de f(z) sur F, f(z) =a(z —aq) - (x — ), E =
F(ay,...,a,). Deméme f(x) =a(z—F) - (=), B = F(f1,...,0,). Comme E C Let
E'CLyona{ay,...,ant={0,...,0u}, et donc B = F(ay,...,ap) = F(f1,...,0,) = E'.
Ceci acheve la démonstration.

2.3.6. Définition. Soient E et L des extensions de F. On dit qu'un homomorphisme
¢ F — L est un F-homomorphisme si ¢(a) = a, a € F' (c’est-a-dire, ¢ est une application

linéaire de F-espaces vectoriels). De méme, on définit F-isomorphisme et F-automorphisme.

Exemple. (1) C — C: a+ bi — a — bi est un R-automorphisme de C.

(2) Soient E et E’ des sous-corps de C. Alors tout homomorphisme ¢ : E — E’ est un
Q-homomorphisme.

Eneffet, Q C Fet Q C E’. Comme ¢(1) = 1 par définition, on a ¢(n) = n, pour tout n €
Z. Do, ¢() = -, pour tout * € Q.

(3) Le seul F-automorphisme de F' est 1.

2.3.7. Lemme. Soient E et £’ des extensions de F' avec ' = F(ay,...,q,). Soient
¢, : E — FE' des F-homomorphismes. Alors ¢ = 1 si, et seulement si, ¢(a;) = ¥(ay), i =
1,...,n.

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Supposons ¢(a;) = V() i =
1,...,n. Comme F est un F-homomorphisme, on a ¢(a) = a = 1(a) pour tout a € F. Donc
pour tout f =3 a;, . ;2 -z € Flay,..., 2, et 3= f(ay,...,,) € E, 0on a

E:F(al,...,an):{w|f,gEF[a:l,...,xn],g(al,...,an)750},

glar,. .., ap)

on a ¢(a) = () pour tout a € E. Ceci acheve la démonstration.
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Rappelons que tout homomorphisme de corps ¢ : F — F’ induit un homomorphisme

d’anneaux, noté encore ¢, come suit:

¢: Flz] — F'[z] : Zaixi — Zgb(az)xl

2.3.8. Lemme. Soit ¢ : ' — F’ un isomorphisme de corps. Soient F'(a) et F'(o/) des
extensions algébriques simples de F et de F’, respectivement. Alors, il existe un unique
isomorphisme ® : F(a) — F'(d/) tel que ®|p = ¢ et ®(a) = o si, et seulement si,
¢(m(x)) = m?, (x).

Démonstration. Supposons ¢(m®(x)) = m‘;i(x) Posons I = (m%(x)) et I' = (mii (x)).

Alors ¢~'(I') = I. Donc ¢ : F[x] — F'[z] induit un isomorphisme de corps

v Fla]/T — F'l2]/I': f— (f)

tel que p(z+1) =x+ 1 et P(a+1) = ¢(a)+ I’ pour tout a € F. D’apres le théoreme 2.2.9,
on a des isomorphismes de corps:

F(a) = Fla]/I: f(a) — J(@) et Fla)/I' = F(d) : g(2) — g(a’).

Donc @ : F(a) — F'(d) : f(a) — (6(f))(a’) est un isomorphisme tel que ®(a) = o' et
®(a) = ¢(a) pour tout a € F. L’unicité de ¢ suit du lemme 2.3.7.

Supposons réciproquement que ¢ : F'(a) — F’(’) est un isomorphisme tel que ®(a) = o/
et ®(a) = ¢(a), pour tout a € F. Posons m®(z) = Y7 a;a" et g(z) = ¢(m%(z)) = 1", ajz’
avec a; = ¢(a;). Alors g(x) est monique et irréductible sur F’ puisque m¢ (z) I'est sur F'. En
outre,

g(d) =) ajd" =) 0(a)®(e)' = (D aa’) = B(0) = 0.

D’ott, m® (z) = g(z). Ceci achéve la démonstration.
F/

2.3.9. Corollaire. Soient F'(«) et F'(3) des extensions algébriques simples de F'. Alors
il existe un unique F-isomorphisme ¢ : F'(a) — F(3) tel que ¢(a) = [ si, et seulement si, «

et 0 ont le méme polynome minimal sur F.

Exemple. (1) Le polynome z* — 222 — 1 € Q[z] est irréductible dont @ = /1 — /2
et f = V14 /2 sont racines. Donc a et § ont le méme polynéme minimal sur Q. Par
conséquent, il existe un Q-isomorphisme ¢ : Q(a) — Q(S) tel que ¢(a) = 3. Donc Q(«a) =
Q(H).

(2) Q(v2) % Q(v3). En effet, si ¢ : Q(v/2) — Q(+/3) est un isomorphisme de corps,
alors il est un Q-isomorphisme. Posons 7 = ¢(v/2). Alors v et v/2 ont méme polynome
minimal sur Q, c’est-a-dire, 22 — 2. Ecrivons v = a + bv/3 avec a,b € Q. Alors 72 =
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#*(V2) = ¢(\/§2) = ¢(2) = 2. Sia=0, alors \/g est rationnel, contradiction. Si b = 0,

alors v/2 est rationnel, contradiction. Si ab # 0, alors v/3 est rationnel, contradiction.

2.3.10. Théoréme. Soit ¢ : F' — F’ un isomorphisme de corps. Soient f(z) € F|x]
non constant et g(x) = ¢(f) € F'[z]. Soient E et E’ des corps de rupture de f(z) sur F' et
de g(x) sur F', respectivement. Alors il existe un isomorphisme ® : £ — E’ tel que ®|p = ¢

et @ envoie les racines de f(z) sur celles de g(x).

Démonstration. Posons n = df. Sin = 1, alors £ = F' et £/ = F’. Donc on peut
prendre & = ¢. Supposons que n > 1 et que "énoncé est vrai pour n — 1. Par ’hypothese,
f(z)=a(lx—aq) - (r—ay,)aveca € Fet E = F(ayq,...,ap); et g(x) =d (x—p5) - (x—05,)
avec @' = ¢(a) € F', E' = F'(p1,...,,). Prenons p(x) un facteur monique irréductible de
f(z), alors q(z) = ¢(p(x)) est un facteur monique irréductible de g(x). On peut supposer
plar) = 0 et q(B1) = 0. Alors m?(z) = p(x) et mgl/(x) = q(z) = ¢(m2*(x)). D’apres le
lemme 2.3.8, il existe ¥ : F(ay) — F'(51) tel que ¢¥|p = ¢ et ¥(ay) = f;. Posons fi(x) =
a(r —ag) -+ (x — ). Comme f(z) = (x — o) fi(x) € F(ou)[z], on a fi(x) € F(o)[x].
En outre, £ = F(ay)(aa,...,a,). Donc E est un corps de rupture de fi(z) sur F(ay). De

méme, F’ est un corps de rupture de g (z) = a'(x — ) -+ - (x — (3,) sur F'(f1). Comme

(z = B)g(x) = g=o(f) =¢(f) = ¢¥((x — a1) f1) = (x = B)Y(f1),

on voit que g1(z) = ¥(fi(z)). Par '’hypothese de récurrence, il existe un isomorphisme
de corps @ : E — E' tel que ®|pn,) = ¢ et {P(aa),..., P(an)} = {F2,..., 0.} Par
conséquent, ®|p = |p = ¢ et {P(ay), P(aa), ..., P(an)} = {B1, B2, ..., Bn}. Ceci acheve la

démonstration.
2.3.11. Corollaire. Tout polynéme non constant sur /' admet un corps de rupture sur
F', qui est unique a F-isomorphisme pres.
2.4. Corps algébriquement clos
2.4.1. Définition. On dit qu'un corps F' est algébriquement clos si tout polynome non
constant sur F' est scindé dans F[z].

Exemple. Le corps C est algébriquement clos, mais R ne I'est pas. En effet, 22 +1 n’est
pas scindé sur R.

2.4.2. Théoreme. Soit F' un corps. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) F est algébriquement clos.
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2) Tout polynome non constant sur /' admet une racine dans F'.

(2)
(3) Tout polynome irréductible sur F' est de degré 1.

(4) F est la seule extension algébrique de lui-méme.

(5) F' est la seule extension finie de lui-méme.

Démonstration. Les implications que (1) implique (2), que (2) implique (3) suivent
immédiatement de la définition.

Supposons que (3) est valide. Soit E une extension algébrique de F. Pour tout o € E,
m®(x) est irréducitible sur F. Par (3), d(m%(z)) = 1. Donc [F(a) : F| = 1, c’est-a-dire,
a € F. Ceci montre Ff = F.

Supposons que (4) est valide. Si E est une extension finie de F', alors E est une extension
algébrique de F' d’apres la proposition 2.1.8. Donc E = F par (4).

Supposons enfin que (5) est valide. Soit f(x) € F|x] non constant. Prenons E un corps
de rupture de F'(z) sur F'. D’apres le corollaire 2.3.5, 'extension F : F est finie. Donc E = F
par (5). Cela veut dire que f(z) est scindé sur F. Par conséquent, F' est algébriquement

clos. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. Bien qu'un corps F' soit algébriquement clos, F'(x) est une extension propre
de F.

Exemple. Le corps des nombres algébriques A est algébriquement clos. En effet, soit
flz) =30 axt € Alz]. Alors f(z) € Q(ao, - .. ,a,)[z]. Comme les a; sont algébriques sur
Q, d’apres le théoreme 2.2.11, Q(aq, ..., a,) est fini sur Q. Comme C est algébriquement
clos, f(x) admet une racine a dans C. En particulier, a est algébrique sur Q(ao, .. ., a,), et
donc Q(ao, - . ., a,)(a) est fini sur Q(ay, ..., a,). D’apres le théoreme 2.1.5, Q(ay, . . . , ay, @)
est fini sur Q. Par conséquent, a est algébrique sur Q, c’est-a-dire, a € A. D’apres le

théoreme 2.4.2, A est algébriquement clos.

2.4.3. Définition. Soit F' un corps. On dit qu'une extension F de F' est une cloture
algébrique de F si

(1) E est algébrique sur F.

(2) E est algébriquement clos.

Exemple. (1) C est une cloture algébrique de R, mais non de Q puisque C n’est pas
algébrique sur Q.
(2) Le corps des nombres algébriques A est une cloture algébrique de Q. En effet, A est

algébriquement clos et A est algébrique sur Q par définition.

On accepte sans preuve le résultat important suivant.
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2.4.4. Théoreme. Tout corps F' admet une cloture algébrique qui est unique a F-

isomorphisme pres.
2.5. Racines multiples

On se fixe F' un corps. Soit f(z) € Flz| dont a est racine. On sait que = — a divise f(x)
sur F'. On dit que a est une racine multiple si (x — a)? divise f(x) sur Flz]; et racine simple

sinon.

2.5.1. Proposition. Soit f(x) € F[z| non constant. S’il existe un corps de rupture de
f(z) sur F' dans lequel f(z) n’a pas de racine multiple, alors f(z) n’a pas de racine multiple
dans toute extension de F'. Dans ce cas, on dit f(z) n’a pas de racine multiple.

Démonstartion. Supposons que L est un corps de rupture de f(z) sur F et f(z) =
a(r — 1) (x — ), oy € L, a; # «j lorsque i # j. Soit E une extension de F. Prenons
E’ un corps de rupture de f(z) sur E. Ainsi f(z) = a(x — B) - (x — 3,), B; € F.
Remarquons que F(fi,...,[,) est aussi un corps de rupture de f(z) sur F. D’apres le
théoreme 2.3.10, il existe un F-isomorphisme ¢ : L = F(ay,...,a,) — F(G1,...,0,) tel que
{d(a1),...,0(an)} = {01, ..., Bn}. Comme ¢ est bijectif, les ¢(;) sont deux a deux distincts,
c’est-a-dire, les (3; sont deux a deux distincts. Donc f(x) n’a pas de racine multiple dans E’.

En particulier, f(z) n’a pas de racine multiple dans F. Ceci achéve la démonstration.

2.5.2. Définition. Soit f(x) = ap + a1z + -+ + a,z™ € F[z]. On appelle dérivée de
f(x), notée D(f), le polynome a; + 2asx + - - - + na,x" 1.

Le résultat suivant est évident.

2.5.3. Lemme. Soient f(x),g(x) € Flz]. Alors

(
(1) D(f +9) = D(f) + D(9g).
(2) D(fg) = fD(g) + gD(f).
(3) Pour tout a € F, on a D(a) =0 et D(af) = aD(f).

Remarque. Méme si D(f) = 0, f n’est pas nécessairement un constant. Par exemple,

sur le corps Zsy, on a D(z?) = 2z = 0.

2.5.4. Lemme. Soient F une extension de I et soient f(z),g(x) € Flz]. Alors f et g

sont co-premiers sur F' si, et seulement si, ils sont co-premiers sur E.

Démonstraion. La suffisance est évidente. Supposons que f(x) et g(z) sont co-premiers
sur . Alors il existe u(z),v(x) € Flx] tels que f(x)u(z) + g(x)v(x) = 1. D’ou, f(x), g(z)

sont co-premiers sur F. Ceci acheve la démonstration.
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2.5.5. Proposition. Soit f(z) € F[z| non constant. Alors f(z) n’a pas de racine

multiple si, et seulement si, f et D(f) sont co-premiers sur F.

Démonstration. Soit £ un corps de rupture de f sur F. Si f a une racine multiple
a € E, alors f(z) = (r — a)?g(x) avec g € E[z]. Comme D(f) =2(z — a)g + (z — a)?D(g),
on voit que f et D(f) ne sont pas co-premiers sur E. D’apres le lemme 2.5.4, f et D(f) ne
sont pas co-premiers sur F'.

Supposons réciproquement qu'il existe d(z) € F[z] non constant tel que d|f et d|D(f).
Comme f est scindé sur E, d(x) a une racine o € E. Alors © — a| f et  — | D(f). Posons
f(z) = (x — a)h(z) avec h € E[z]. Alors D(f) = h(x) + (z — «)D(h). Comme x — a| D(f),
on a r — alh(z), et donc (x — a)?|f(z). Cela veut dire que f a une racine multiple. Ceci

acheve la démonstration.
2.6. Corps finis

2.6.1. Lemme. Soit F' un corps avec car(F') = p > 0. Alors pour tout a,b € F, on a
(a £b)P =aP £ 0.

Démonstration. Soient a,b € F. D’abord, p-a = (p-1p)a =0p, et p-b=0p. Or

p—1
(a+b)P =adl + Z (]Z) a?~'y’ + b
i=1

Comme p est premier, p| (?), pour tout 1 < i < p — 1. Donc (a + b)’ = a? + b*. En outre,
si p est impaire, alors (—b)? = —bP et si p = 2, alors (=b)? = b = —bP. Donc (—b)? = —b°
en tous cas. Par conséquent, (a — b)? = [a + (=b)]? = a? + (=b)P? = a? — bP. Ceci acheve la

démonstration.
Remarque. Si car(F') = p > 0, alors 'application
¢o:F —F:aw—a’
est un homomorphisme de corps, appelé I"application de Frobenius.

2.6.2. Lemme. Soit F' un corps fini. Si F est une extension finie de F', alors E est fini

avec |E| = |F|IFF],
Démonstration. Prenons une base {a,...,a,} de E sur F. Alors I'application
n  fois
———
0:Fx---xF—FE:(a,...,a,) — a1 + -+ + apay,
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n  fois

——
est bijective. Par conséquent |E| =|F x --- x F'| = |F|". Ceci achéve la démonstration.

On sait que pour tout entier n > 0, il existe un groupe d’ordre n ainsi qu'un anneau

d’ordre n. On se demande si c¢’est vrai aussi pour des corps finis. La réponse est non.

2.6.3. Proposition. Soit F' un corps fini. Alors |F| = p", ou p =car(F) est un nombre

premier et n est le degré de F' sur son corps premier P.

Démonstration. D’abord, P est fini car F est fini. D’apres le théoreme 1.2.7, car(F) =
p est un nombre premier et P = Z,. Ainsi |P| = p. D’autre part, n = [F : P] est fini car F

est fini. Il suit maintenant du lemme 2.6.2 que |F| = p”. Ceci acheve la démonstration.

2.6.4. Lemme. Soient F' un corps fini et P son corps premier. Si |F| = ¢, alors I est

un corps de rupture de z?¢ — x sur P.

Démonstration. Remarquons que F* = F\{0} est un groupe d’ordre ¢ — 1. Pour
tout B € F*, on a 897t =1, et donc 39 = 3. Ainsi tout 3 € F est une racine de 29 — x.
Posons F' = {1, ..., 0,} avec les 5; deux a deux distincts. Alors x — ;| 2? — ¢, pour tout
1 <7 < q. Comme les z — [3; sont deux a deux distincts, ils sont deux a deux co-premiers.
Ainsi (x — (1) -~ (v — B,) | 29 — 2. Par conséquent, 29—z = (v — (1) --- (z — ;). En outre,
on voit aisément que F' = P(f,..., ;). Donc F' est un corps de rupture de z¢ — x sur P.

Ceci acheve la démonstration.

2.6.5. Théoreme. Soient p un premier et n un entier. Alors il existe un corps de
cardinal p™ qui est unique a isomorphisme pres.

Démonstration. Prenons F' un corps de rupture de 27" — z sur Z,. Alors car(F) = p.
D’apres le lemme 2.6.1, L = {a € F' | o?" = a}, I'ensemble des racines de 2" — x dans F,
est un sous-corps de F'. Comme D(zP" —z) = —1 est premier & 27" — x, le polynome a?" — x
n’a pas de racine multiple d’apres la proposition 2.5.5. Par conséquent, |L| = p". Comme
oP" — x est scindé sur L et F est le corps de rupture de 27" — z sur Z,, on a L = F. Donc
|F|=p".

Soit E un corps avec |E| = p™. D’apres la proposition 2.6.3, |E| = ¢* avec ¢ =car(FE).
Comme ¢° = p", on a ¢ = p, et donc s = n. Soit P le corps premier de £. Alors P = 7Z,.
D’apres le lemme 2.6.4, E est un corps de rupture de 27" — x sur P. D’apres le théoreme

2.3.10, L = F. Ceci acheve la démonstration.
Pour a € G, désignons par o(a) l'ordre de a.

2.6.6. Lemme. Soit G un groupe abélian fini ayant pour identité e.

(1) Si a € G avec o(a) = n, alors o(a”) = gy bour tout 7 > 1.
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(2) Si a,b € G tels que (o(a),o(b)) = 1, alors o(ab) = o(a)o(b).
(3) Soit n = max{o(a) | a € G}. Alors 0" = e, pour tout b € G.

Démonstration. (1) Posons d = (n,r). Alorsn = nyd,r = rid avec (ny,7) = 1. Posons

o(a”) = t. Comme (a")™ = a™ = e, on a t|n;. D’autre part, comme a™ = (a")"

=e,0n a
n|rt. D’ou, ny |rit. Ainsi ny |t car (ny,7r1) = 1. Par conséquent, t = n;.

(2) Posons o(a) = r, o(b) = s, et o(ab) = t. Comme (ab)™ = (a")*(b*)" = e, on a t < rs.
En outre, comme (ab)’! = e, on a a’ =b~*, et donc a** = (b°)™" = e. Ainsi r | st, et donc r |t
car r et s sont co-premiers. De méme, s|t. D’ou rs|t car (r,s) = 1. Ainsi rs < t, et donc
rs =1.

(3) Supposons o(a) = n. Supposons qu’il existe b € G tel que o(b) = m [n, alors il existe
un premier g tel que n = ¢"ny et m = ¢*my, ou0 <r < setq fnyetq fmy. Posons a; = a?
et by = b™. D’apres (1), o(a1) = ny et o(by) = ¢°. D’apres (2), o(ai1by) = ¢°ny > ¢"'ny = n,

une contradiction a la maximalité de n. Ceci acheéve la démonstration.

2.6.7. Théoréme. Si F est un corps fini, alors le groupe multiplicatif F* = F'\{0} de
F' est cyclique.

Démonstration. Soit |F| = ¢. Alors F™* est un groupe d’ordre ¢—1. Prenons o € F* tel
que n = o(«) soit le plus grand parmi les ordres des éléments de F*. Alors n < |F*| =q¢—1,
et d’apres 2.6.6(3), ™ = 1, pour tout 5 € F*. Donc 2™ — 1 admet ¢ — 1 racines distinctes
dans F. Par conséquent, ¢ — 1 < n, et donc n = ¢ — 1. Clest-a-dire, o(a) = |F*| et donc

< o >= F™*. Ceci acheve la démonstration.

2.6.8. Corollaire. Toute extension finie d’'un corps fini est simple.

Démonstration. Soient F' un corps fini et E une extension finie de F'. D’apres le lemme
2.6.2, E est fini. D’apres le théoreme 2.6.7, il existe a € E tel que £E* =< a >. On voit

aisément que £ = F(«). Ceci acheve la démonstration.
2.7. Extensions séparables

Partout dans cette section, on se fixe F' un corps.

2.7.1. Définition. Soit f(z) € F[z] irréductible. On dit que f(x) est séparable si f(x)
n’a pas de racine multiple; et inséparable sinon.

Exemple. Le polynome x?+z+1 € Zy[z| est séparable car z°+z+1 = (z—a)(z—a—1)
sur le corps L ={0,1, o, + 1}.

2.7.2. Proposition. Soit f(z) € F|x] irréductible. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes:
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(1) f(z) est inséparable.

(2) D(f) = 0.

(3) car(F) = p > 0 et il existe g(z) € F[z] tel que f(z) = g(aP).

Démonstration. D’abord, si car(F) = p > 0 alors, pour tous a € F* et n € Z, on a
na = 0 si, et seulement si, p|n.

Supposons que f(z) est inséparable, c’est-a-dire, f a une racine multiple. D’apres la
proposition 2.5.5, f et D(f) ne sont pas co-premiers. Comme f est irréductible, on a
F1D(f). Ainsi D(f) = 0 puisque 9(D(f)) < 9(f).

Posons f(z) = ag+ a1z + -+ + a,z™, oun > 0 et a, € F*. Et supposons que D(f) =0,
c’est-a-dire, ia; = 0, pour tout 1 < i < n. Comme a, # 0 et n >0, on a car(F) =p >0 et

a; = 0 pour tout i tel que p fi. Cela veut dire que f(z) = > 1. aj, ¥, Ainsi

o)=Y, _, ai’ € Fla]

est tel que f(x) = g(zP).
Supposons enfin que (3) est valide. Alors D(f) = 0, et donc f et D(f) ne sont pas
co-premiers. D’apres la proposition 2.5.5, f admet des racines multiples, c¢’est-a-dire, f est

inséparable. Ceci acheve la démonstration.
Remarque. Si car(F) = 0, alors tout polynome irréductible sur F' est séparable.

2.7.3. Lemme. Supposons que car(F) = p > 0. Posons F? = {a?|a € F}. Si
a € F\FP?, alors 2P — a est irréductibe sur F', et donc inséparable.

Démonstration. Prenons E le corps de rupture de 2P — a sur F. Alors il existe o €
tel que o —a = 0. Comme car(E) =car(F) = p, d’apres le lemme 2.6.1, 2P —a = 2P —a? =
(x — a)P. Supposons que zP — a est réductible sur F, c’est-a-dire, 2?7 — a = f(z)g(x),
ou f,g € Flz] avec 0 < 9(f) < p. Sur le corps E, on a f(z)g(z) = (z — «)?. Donc
f(x) = (z —a)? avec 0 < d < p. Ceci donne a? € F. Comme p est premier, il existe s,t € Z
tels que ps + dt = 1. Donc a = a?*T¥ = (a?)*(a?)! = a*(a?)! € F, puisque a? € F. Donc

a = aP € FP une contradiction. Ceci acheve la démonstration.

2.7.4. Définition. Soit F : F' une extension de corps.

(1) On dit que a € FE est séparable sur F si « est algébrique sur F' et son polynome
minimal sur F' est séparable.

(2) On dit que E : F est séparable (ou bien, que E est séparable sur F') si tous les éléments

de E sont séparables sur F'.

Remarque. (1) Un corps F' est séparable sur lui-méme.
(2) Soient FF C L C E des corps. Si E : F est séparable, alors L : F' 'est aussi.
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Exemple. Toute extension algébrique de QQ est séparable.

2.7.5. Théoreme. Toute extension finie séparable de corps est simple.

Démonstration. Soit E : F' une extension finie et séparable de corps. Si F' est fini,
alors I'extension F : F est simple d’apres le corollaire 2.6.7.

Supposons maintenant que F' est infini. On sait que £ = F(aq,...,q,), ou les a; € E
sont algébriques sur F. Le résultat est trivial si n = 1. Supposons que n > 1 et I’énoncé
est vrai pour n — 1. Remarquons que F(aq,...,a,_1) est fini et séparable sur F. Par
I'hypothese de récurrence, F(aq,...,a,_1) = F(8) pour certain 5 € F(ay,...,a,_1). Donc

E = F(B3,a,). Prenons E une cloture algébrique de E. Comme FE est séparable sur F, on a

ml(x) = (& —B)(x—B), B =05, B € E, B # 0 lorsque i # j,

Qn

me () = (x =) (T =), M = an, % € E, 7 # 7 lorsque i # j.

Comme F' est infini, il existe a € F' tel que a # 5:5?, pour tous 1 <1 <5, 1 <5 <t
J
Posons a = 3 —avy, = 3 —aay, € E. Alors F(a) C E = F(5, an).
Considérons g(z) = m? (o + ax) € F(a)[z]. Alors g(an,) = m? (a + acy,) = mf(B8) = 0.
Donc m?;‘&)(x)\ g(x). Pour tout 1 < j <t, ona a+ay; # 3, pour tout 1 < i < s. Donc
g(v;) = mP(a+avy;) #0. Donc x —; fg(x), 1 <j <t Ceciimplique z — ; /{m;“?a) (x),

pour tout 1 < j < ¢. Or comme mgz’a)(xﬂ me(z), on a mye (x) =2 —v =2 — a,. Par

conséquent, «, € F(a), et donc f = a — aa,, € F(a). Cela implique E = F(f,,) C F(«),
et donc £ = F(«). Ceci acheve la démonstration.

2.7.6. Défintion. On dit que F est parfait si tout polynome irréductible sur F' est
séparable.

Exemple. Tout corps algébriquement clos est parfait.

2.7.7. Théoreme. Soit F' un corps.

(1) Si car(F') = 0, alors F' est parfait.

(2) Si car(F) =p > 0, alors F est parfait si, et seulement si, F' = FP.

Démonstration. L’énoncé (1) suit immédiatement de la proposition 2.7.2. Considérons
maintenant le cas ou car(F) = p > 0. Si F' # FP, alors il existe a € F\F?. D’apres le lemme
2.7.3, 2P — a est irréductible sur F' qui est inséparable. Donc F' n’est pas parfait.

Supposons réciproquement que F' n’est pas parfait. Alors il existe f(z) € Flz]| qui est
irréductible sur F' et inséparable. D’apres la proposition 2.7.2, f(z) = g(2?) avec g(z) =
Yo oaixt € Fla]. Si F = FP| alors a; = b, b; € F. Donc

s . s . K] A\ P
f@)=gla) =377 W) =3 'y = (Y b

i=0 i=0
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est réductible sur F', une contradiction. Donc F' # FP. Ceci acheve la démonstration.
Exemple. Tout corps de nombres est parfait.

2.7.8. Corollaire. Tout corps fini est parfait.

Démonstration. Supposons que F est fini. Alorscar(F)=p>0et¢: F — F :a+> af
est un homomorphisme. Donc ¢ est injectif. Comme F' est fini, ¢ est bijectif. Par conséquent,

F = FP. D’apres le théoreme 2.7.7, F' est parfait. Ceci acheve la démonstration.
Le résultat suivant suit immédiatement du théoreme 2.7.5.

2.7.9. Théoreme. Soit F' un corps parfait. Alors toute extension finie de F' est simple

sur F.

Exemple. Toute extension finie de corps de nombres est simple.
2.8. Extensions normales

Partout dans cette section, on se fixe une extension de corps E : F.

2.8.1. Définition. On dit que 'extension F : F' est normale (ou bien, que E est normal
sur F) si, pour tout polynome irréductible p(x) sur F', soit p(x) n’a aucune racine dans E

soit p(x) est scindé sur E.
Remarque. Une extension normale n’est pas nécessairement algébrique.

Exemple. (1) F' est normal sur lui-méme.

(2) C: Q est normale car tout polynome irréductible sur Q est scindé sur C.

(3) Q(+/2) : Q n’est pas normale. En effet, considérons le polynome irréductible rationnel
f(z) = 2® — 2. On voit que f(z) a une racine /2 dans Q(+/2), mais il n’est pas scindé sur

Q(+/2) (car les autres racines sont —3‘/75 — 23‘/75 et —%ﬁ + 23\/75 qui ne sont pas réels).

2.8.2. Lemme. Soit E : F' normale. Si a € E est algébrique sur F, alors m?(x) est
scindé sur E.

Démonstration. Le polynome minimal m®(x) de a sur F est irréductible sur F' et
admet une racine a dans E. D’apres la définition de normalité, m?(z) est scindé sur £.

Ceci acheve la démonstration.

2.8.3. Théoreme. L’extension E : F' est normale et finie si, et seulement si, F est le

corps de rupture d'un polynome sur F.
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Démonstration. Supposons que E : F' est normale et finie. Alors F = F(ay, ..., ),
ot les a; sont algébrique sur F'. D’apres le lemme 2.8.2, m®(z) = (z — 1) - -+ (2 — oy, ), Ol

a;j € E et oy = . Alors
miH(z) - omir(z) = (z —an) (T — o) (T —am) - (T — g, ),

et
EDF(ai,. yQsyyeey Qnly ey Qs ) 2 Fag, ..., ap) = E.

Dot, E = F(11,. .., Q1syy -y Qnly ..., Qg ). Par conséquent, E est un corps de rupture de
met(x)---me(x) sur F.

Supposons réciproquement qu’il existe f(z) € F[z] dont le corps de rupture sur F est E.
D’apres le corollaire 2.3.5, 'extension F : F' est finie. Soit p(x) un polynome irréductible
monique sur F' ayant une racine a € E. Soit L le corps de rupture de p(x)f(z) sur E. Alors
p(x) est scindé sur L. Prenons § € L une racine de p(z). Alors m¥(z) = m®(z) = p(z).
D’apres le corollaire 2.3.9, il existe un F-isomorphisme ¢ : F'(a) — F(3) tel que ¢(a) = 3.

Comme FE est un corps de rupture de f(x) sur F', E(«a) et E(/3) sont des corps de rupture
de f(x) sur F(«a) et sur F (), respectivement. Remarquons que ¢(f(z)) = f(x). D’apres le
lemme 2.3.8, il existe un isomorphisme ® : E(a) — E(3) tel que ®|p) = ¢. Par conséquent,
[E(a) : F(a)] =[E(B) : F(B)]. Mais [F(B) : F| = 0p(z) = [F(«) : F]. Donc

c'est-a-dire, [E(() : E|[F : F| = [E(«) : E|[E : F]. Ainsi [E(8) : E] = [E(a) : E] = 1
car « € E. Par conséquent, 3 € E. Ceci montre que E contient toutes les racines de
p(z) dans L, c’est-a-dire, p(x) est scindé sur E. Donc E est normal sur F. Ceci acheve la

démonstration.

2.8.4. Proposition. Si E est fini sur F', alors il existe une extension N de E telle que

N est fini et normal sur F.

Démonstration. Comme E : F est finie, F = F(ay,...,q,), ou les «; sont algébriques
— a1 . (0%
sur F'. Posons f(x) = m%(z)---m$ (x), et prenons N un corps de rupture de f(x) sur E.
Alors on peut écrire m? (r) = (v — ;1) -+ (r — qus,), i1 = @, 1 =1,...,n, et
N = E(O[H,...,04151,...,04711,...,04”5”)
= F(ag, .y Quy Q11 e oy Qlgyy e ey Oy e vy Qs )
= F(alla---aalsp--'aanla---aansn)'

Donc N est un corps de rupture de f(x) sur F. D’apres le théoreme 2.8.3, 'extension N : F’

est finie et normale. Ceci acheve la démonstration.
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10.

11.

12.

13.

2.9. Exercices

. Soit E : F une extension de corps. Soit m(x) € F[z] monique dont o € E est une

racine. Si d(m(x)) = [F(«) : F], montrer que m(z) est le polynéme minimal de « sur
F.

. Trouver le degré de chacune des extensions suivantes:

(1) Q(3,v5,V11): Q. (2) Qa):Q avec a € C tel que a” = 3.
Montrer que les extensions de QQ suivantes sont simples:

(1) Q(V5,V7); (2) Q(v2,V3).

Montrer qu'une extension de corps de degré premier est simple.

Trouver le polynome minimal de o = /2 + /2 sur Q(ﬁ) Indication:

[Q(V2,a) : Q(V2)] = [Q(V2,a) : Q(V2, V2)][Q(V2, V2) : Q(V2)].

. Considerer Q(a), ott a = /2 + /2. Trouver l'inverse a! — a? + 2a — 1.

. Montrer que /7 et 7 + /7 + 1 ne sont pas des nombres algébriques.

Trouver un corps de rupture de 2 —z — 1 sur Zz = {0,1, —1} en donnant les tables

d’addition et de multiplication.
Trouver le corps de rupture de 2° — 16 sur Q.

Soient F, L, F' des corps avec F' C L C E. Montrer que 'extension F : I est algébrique

si, et seulement si, les extensions E : L et L : F sont toutes algébriques.
(1) Montrer, pour tout n > 1, qu'il existe un nombre complexe o dont le degré sur Q
est égal a n.
(2) Si A est le corps des nombres algébriques, montrer que A est de degré fini sur Q.

Indication: utiliser la premiere partie.

Soit E : F' une extension de corps avec E algébriquement clos. Si L est I'ensemble des

éléments de E qui sont algébrique sur F', montrer que L est une cloture algébrique de
F.

Soient F, F/, L des corps avec F' C E C L. Si E est un corps de rupture d'un polynome
f(z) sur F, montrer que E(S) avec S C L est un corps de rupture de f(x) sur F(S5).

38



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Soit F = F(«) une extension simple d'un corps F' avec « transcendant sur F. Mon-
trer que § € E est algébrique sur F si et seulement si 8 € F. Indication: Si
B = f(a)/g(a) € F est algébrique sur F', montrer que [E : F((3)] est fini en consiérant

fla) = Bg(a).

Soit p un nombre premier. Soit E la cloture algébrique de Z,. Montrer les énoncés

suivants.

(1) 11 existe, pour tout n > 1, exactement un sous-corps P, de E de cardinal p™ tels
que E = U, P,. Indication: Vérifier que P, est 'ensemble des racines de z?" —x
dans F.

(2) Il existe, pour tout n > 1, un polynome irréductible sur Z,, de degré n. Indication:

Appliquer le corollaire 2.6.8 au corps P, trouvé en partie (1).

Soit f(z) un polynéme non constant de degré n sur un corps F. Si E est un corps
de rupture de f(x) sur F, montrer que [E : F| divise n!. Indication: Procécéder par
recurrence. Soit p(z) un facteur monique irréductible de f(x) de degré r. Au cas ou
r < n, considérer le corps de rupture F; de p(x) sur F' contenu dans E et vérifier que

-1

E est le corps de rupture de f(x)p(x)~! sur E;. Appliquer 'hypotheése de réccurence

deux fois a ces corps de rupture. Remarquer que (:l) est un entier.

Soit F'(a) une extension algébrique simple d’un corps F.

(1) Montrer que tout corps intermédiaire M compris entre F' et F'(«) est engendré

par les coefficients du polynone minimal de o sur M.

(2) Montrer qu’il n’y a qu'un nombre fini des corps intermédiaire compris entre F' et
F(a).

Soit F' un corps. Trouver la condition sur un entier positif n pour que 2™ — 1 n’ait pas
de racine multiple. Indication: Considérer séparément les cas ou la caractéristique de

F' est nulle et non nulle.
Si f, g sont des polynomes sur un corps F, montrer que D(fg) = D(f)g + fD(g).

Parmi les polynomes 23 + 1, 22 + 2z — 1, 2% + 25 4+ 2% + 23 + 22 + 2 + 1, lesquels sont

séparables si ’on les considere comme des polynomes sur QQ et Z,, respectivement?

Si E est une extension finie et séparable d’'un corps F', montrer le nombre de corps

intermédiaires entre F' et E est fini ou infini.

Soit F un corps de caractéristique p > 0. Si @ € F\FP, montrer que 7" — a est

irréductible sur F' pour tout n > 0. Indication: Comparer avec le lemme 2.7.3.
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23.

24.

25.

26.

27.

Soit F' un corps parfait. Montrer que toute extension algébrique E de F' est parfaite.

Indication: Si o € E\EP, considérer z¥ — a.

Soit E : F' une extension de corps avec E algébriquement clos de caractéristique p > 0.
Montrer que
M ={a € E|a” € F pour un certain n > 0}

est le plus petit sous-corps parfait de E contenant F'.

Soit F'un corps de caractéristique p > 0. Montrer que le corps des fractions rationnelles

F(x) n’est pas parfait. Indication: Montrer qu’il n’existe pas a € F'(x) tel que z = o?.

Dans chacun des cas suivants, déterminer si I’extension est normale ou non:
(1) Q(v5):Q. (2) Q(V5, V/5): Q.
3) QW-5):Q. 4) Q) : Q.

Montrer que toute extension de corps de degré 2 est normale.
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Chapitre III: Théorie de Galois
3.1. Groupes de Galois

On se fixe E : I’ une extension de corps partout dans cette section.

3.1.1. Proposition. Les F-automorphismes de F forment un groupe, appelé le groupe
de Galois de extension F : I et noté G(E/F).

Démonstration. D’abord, 1z € G(E/F). Soient ¢,% € G(E/F). Alors ¢ et ¢!
sont des automorphismes de E tels que pour tout a € F, (¢9)(a) = ¢(¢(a)) = ¢(a) = a et
¢ Ha) = ¢ o) (a)) = (¢71¢)(a) = 1g(a) = a. Donc ¢ et ¢~! € G(E/F). Ceci acheve la

démonstration.
Exemple. On a G(F/F) = {1g}.

3.1.2. Lemme. Soit f(z) € F[x] non constant. Alors chaque ¢ € G(E/F) induit une
permutation sur l'ensemble S (peut-étre vide) des racines de f(z) dans FE.

Démonstration. Supposons S # ). Posons f(z) = Y, a;z". Pour tout a € S, on a

n

F(6(@)) =) ai(g(@) = dlai)(a’) = ¢(f(a)) = $(0) =0,
i=0 i=0
c’est-a-dire, ¢(a) € S. Comme ¢ est bijectif sur F et S est fini, ¢ est bijectif sur S. Ceci

acheve la démonstration.

Remarque. Si p est une permutation sur .S, il n’y a pas nécessairement un ¢ € G(E/F)
tel que ¢|s = p. Par exemple, les racines de (22 — 2)(2% — 3) dans £ = Q(v/2,/3) sont
V2, —v/2,v/3,—/3, maisiln’y apas ¢ € G(E/Q) tel que gb(:l:ﬂ) = ++/3et gb(:l:\/g) =42

car v/3 n’est pas racine de z? — 2.
Rappelons quesi E = F(ay,...,q,), alors ¢ € G(E/F) est déterminé par ¢(ay), ..., ¢(ay).

Exemple. (1) Considérons l'extension C: R. Onalg et 0: C — C:a+bi+— a—bi
sont dans G(C/R). Soit ¢ € G(C/R). D’apres le lemme 3.1.2, ¢(i) = £i. Si ¢(i) = ¢, alors
¢ =1, et si ¢(i) = —i, alors ¢ = 0. Ceci nous donne G(C/Q) = {1.,0}.

(2) Considérons I'extension Q(+/2) : Q. On sait que v/2 est la seule racine de z® — 2
dans Q(\:”/ﬁ) Si ¢ € G(Q(v/2)/Q), alors ¢(v/2) = /2, et donc ¢ = 1,45 Par conséquent,
G(Q(\d/ﬁ)/@) = {]Q(%/i)}-
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3.1.3. Proposition. Soit H un sous-groupe de G(E/F). Alors
E" ={a € E|¢(a)=a, pourtout ¢ € H}

est un corps intermédiaire entre F' et E, appelé le corps fize de H.

Démonstration. Si a € F, alors ¢(a) = a, pour tout ¢ € H. D’'on F C EF. Si a,3 €
EM, alors pour tout ¢ € H, ¢(a — ) = ¢(a) — ¢(8) = a — B, et $(af) = ¢(a)(8) = ap.
En outre, ¢(a™!) = (¢(a))~! lorsque @ # 0. Donc o — 3,a3 € Ef et a7 € E si a # 0.

Par conséquent, Ef est un sous-corps de E. Ceci achéve la démonstration.

Exemple. (1) plsy — B

(2) Considérons I'extension C : R et H = G(C/R) = {l;,0}. Alors a € C¥ si, et
seulement si, o(a) = « si, et seulement si, @ = « si, et seulement si, « € R. Donc
CG(C/IR) —R.

(3) Considérons 'extension Q(v/2) : Q. On a vu que G(Q(+/2)/Q) = {1,%3)} Donc

Q(V2)7CY0 = (V).

3.1.4. Lemme. Si H; et Hs sont des sous-groupes de G(E/F) avec Hy C Hj, alors
Ef> C B
Démonstration. Si o € E2 alors ¢(a) = a, pour tout ¢ € H,. En particulier,

d(a) = a, pour tout ¢ € H;. D’ott o € Bt Ceci acheve la démonstration.

3.1.5. Proposition. (1) Si M est un corps intermédiaire entre F' et E, alors G(E/M)
est un sous-groupe de G(E/F).

(2) Si M; et M,y sont des corps intermédiaire entre F' et E avec M; C My, alors
G(E/My) C G(E/M).

Démonstration. (1) Soit ¢ € G(E/M). Alors ¢(a) = «, pour tout o € M. En
particulier, ¢(a) = a, pour tout a € F. Donc ¢ € G(E/F).

(2) Comme M, est un corps intermédiaire entre M; et E, d’apres (1), G(E/Ms) est un

sous-groupe de G(E/M;). Ceci acheve la démonstration.

3.1.6. Proposition. (1) Si M est un corps intermédiaire entre F' et E, on a alors
M C EGE/M)

(2) Si H est un sous-groupe de G(E/F), alors H C G(E/E™).

(3) Pour tout sous-groupe H de G(E/F) et tout corps intermédiaire M entre F' et F,

Ef = ECEIEY Q(E/M) = G(E/ECE/M).
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Démonstration. (1) Soit « € M. Alors pour tout ¢ € G(E/M), ¢(a) = a, c’est-a-dire,
a € ECEM  Done M C ECE/M),

(2) Soit v € H. Pour tout a« € Eff on a ¢(a) = a, c'est-a-dire, ¢ € G(E/E™). D’on,
H C G(E/EY).

(3) D’apres (2), on a H C G(E/EM), et donc ESE/E") C EH d’apres la proposi-
tion 3.1.5(2). En outre, B C ECE/E") qapres (1). Donc EF = ECE/E") . De méme,
G(E/M) = G(E/E%®/M))  Ceci acheve la démonstration.

Exemple. (1) Considérons I'extension C : Q. On sait G(C/R) = {1¢,¢}. On voit que
R = C/™ et € = CY/9),

(2) Considérons I'extension E : Q avec E = Q(+/2). On sait G(E/Q) = {1} = G(E/E).
Donc E¢E/9 = B. Par conséquent, Q C ECE/Y).

3.2. Groupe de Galois de polynomes

Partout dans cette section, on se fixe F' un corps. Soit f(x) € F[z] non constant dont E
est le corps de rupture sur F'. Alors le groupe G(E/F) s’appelle le groupe de Galois de f(x)
sur F'.

3.2.1. Définition. Soit f(x) € F[z] non constant. On dit que f(z) est séparable sur F
si tout facteur irréductible sur F' de f(x) n’a pas de racines multiples.

Exemple. Le polynome rationnel 2?> — 2x + 1 est séparable sur Q, bien qu’il ait une

racine multiple.
Remarque. Si F' est parfait, alors tout polynome non constant sur F' est séparable.

3.2.2. Lemme. Soit f(z) € F[z] séparable. Alors

(1) Tout facteur non constant de f(z) sur F' est séparable sur F'.

(2) f(x) est séparable sur toute extension E de F.

Démonstartion. L’énoncé (1) est trivial.

(2) Soit d(x) un facteur irréductible de f(z) sur E. Ecrivons f(z) = pi(z)- - ps(x)
avec p;(x) € Flz] irréductible. On a d(z)|pi(x) - - ps(z) sur E. Etant irréductible sur E,
d(z)|pi(x) pour un 1 <i < s. Comme p(x) n’a pas de racine multiples, d(x) n’en a pas non

plus. Ceci acheve la démonstration.

3.2.3. Théoréme. Soit ¢ : ' — L un isomorphisme de corps. Soient f(x) € F[z| dont
E est un corps de rupture sur F et g(x) = ¢(f(x)) € L[z] dont M est un corps de rupture
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sur L. Si f(z) est séparable, alors le nombre d’isomorphismes ® : E — M tel que ®|p = ¢
est égal a [E : F.

Démonstration. Procédons sur n = [E : F]. Si n = 1, alors on n’a qu'un seul choix
® = ¢. Supposons que n > 1 et que I’énoncé est vrai pour n—1. Remarquons qu’il existe une
racine o de f(x) dans £ qui n’est pas dans F'. Alors m?(z) est séparable car m? (z)|f(z); et
d(me(x)) = s> 1cara ¢ F. Enoutre, [(r) = ¢(m(z)) est un facteur monique irréductible
séparable de g(x). Donc [(x) = (x — 1) -+ - (x — fs), ou B; € M sont tels que [3; # [; lorsque
i#j.

On se fixe un j avec 1 < j < s. Alors méj(x) = l(z) = ¢(m%(x)). D’apres le lemme
2.3.8, il existe un unique isomorphisme ; : F'(o) — L(3;) tel que ¥;|p = ¢ et ¢;(a) = b;.
Maintenant f(z) = (x — a)h(z) avec E un corps de rupture de h(z) sur F(«). De méme,
g(z) = (x — Bj)hj(x) et M est un corps de rupture de hj(z) sur L(3;). Comme f(z) est
séparable sur F', d’apres le lemme 3.2.2, h(x) est séparable sur F'(«). Comme (x—;)h;(x) =

o(f(2)) = ¥;(f(2)) = (& = B)1;(h(x)), on a h;(x) = ¢;(h(x)). Posant t = [E: F(a)], on a

; [E : F| no_
=—————=—<n.
[F(a): F|] s
D’apres I'hypothese de récurrence, il existe exactement ¢ isomorphismes v¢;1,..., ¢ : E — M

tels que ¥ji|pa) = ¥;, et donc ¥y|p = ¥j|p = ¢, pour tout 1 < i < ¢. Comme les [3; sont
deux a deux distincts, les ¢; sont 2 a 2 distincts. Par conséquent, les 9;; avec 1 < j < s et
1 <1 <t sont n isomorphismes distincts qui prolongent ¢.

D’autre part, soit & : F — M un isomorphisme tel que ®|r = ¢. En particulier,
®(me(r)) = I(x). Ainsi 3 = ®(a) est une racine de I(x). Donc 8 = 3; pour un certain j
avec 1 < j <'s. Par conséquent, ®|p) = ;. Donc ® = 1)j;, pour un 1 < ¢ < t. Ceci acheve

la preuve.

3.2.4. Théoréme. Soit f(x) un polynome séparable sur F et soit E un corps de rupture
de f(z) sur F.

(1) IG(E/F)| = [E : F).

(2) ECE/F) = |

Démonstration. En appliquant le théoreme 3.2.3 au cas o ¢ = I, on voit que (1) est
valid. Pour montrer (2), posons M = ESF/F) D F. D’aprés la proposition 3.1.6(3), on a
G(E/F) = G(E/ECF/M) = G(E/M). Comme f(z) est séparable sur M d’apres le lemme
3.2.2(2), et E est un corps de rupture de f(z) sur M, il suit de (1) que

[E: M) =|G(E/M)| = |G(E/F)| = [E: F] = [E : M][M : F).

D'ott [M : F] = 1, c’est-a-dire, F = M = EY®/F)_ Ceci acheve la démonstration.
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Remarque. Le résultat précedent n’est pas valid si f(z) n’est pas séparable. Par
exemple, supposons que car(F) =p > 0 et a € F\FP. D’apres le lemme 2.7.3, 2P — a est
irréductible. Soit E le corps de rupture de 2P —a sur F. Alors E = F(«) et donc [E : F] = p.
De I'autre c¢oté, on a G(E/F) = {lg} et ECF/F) = B,

Exemple. Trouver le groupe de Galois de f(x) = (22 — 2)(2% — 3) sur Q.

Solution. £ = Q(v/2,v/3) est un corps de rupture de f(x) sur Q. Comme /3 ¢ Q(v/2),
on a 22 — 3 est irréductible sur Q(v/2). Donc m?/(g\/i) (z) = 22 — 3. D'on, [Q(v/2,V3) :
Q(V2)] = 2. Ainsi [E : Q] = [Q(v2,V3) : Q(v/2)][Q(v2) : Q] = 4. Comme Q est parfait,
f(z) est séparable sur Q. D’apres le théoreme 3.2.4, on a |G(E/Q)| = 4.

Remarquons maintenant que v/3 et —v/3 ont méme polynoéme minimal 22 — 3 sur Q(\/E)
Donc il existe un Q(v/2)-isomorphisme ¢ : Q(v/2)(v/3) — Q(v/2)(—=v/3) tel que ¢(v/3) =
~V3. Mais Q(v3)(v3) = Q(v2)(—v3) = E. Donc ¢ € G(E/Q) tel que 6(v2) = v2
et #(v/3) = —v/3. De méme, il existe ¢ € G(E/Q) tel que ¥(v/2) = —v/2, ¥(v/3) = /3.
On a alors ¢y € G(E/Q) tel que ¢vp(v2) = —v2 et ¢(v/3) = —v/3. On en déduit
G(E/Q) = {1,6,0, 46}

3.3. Extensions de Galois

Partout dans cette section, on se fixe E : I’ une extension de corps.

3.3.1. Définition. On dit que F : F est une extension galoisienne, ou bien E est

galoisien sur F, si elle est finie, normale et séparable.
Remarque. D’apres le théoreme 2.7.5, toute extension galoisienne est simple.

Exemple. (1) L’extension F': F' est galoisienne.

(2) L’extension C : R est galoisienne.

3.3.2. Lemme. Une extension finie £/ : F' est galoisienne si, et seulement si, pour tout
ac€ B, onam?(r)=(r—ay) - (r—a,),avec ay,...,q, € I deux a deux distincts.

Démonstration. Supposons que F : F' est normale et séparable. Si a € E, alors m;f(x)
est irréductible ayant une racine a € E. D’apres la normalité, m?(z) = (v —ay) - -+ (z — ),
avec aq,...,a, € F. Il suit de la séparabilité que les «; sont deux a deux distincts.

Supposons réciproquement la condition énoncée dans le lemme est vérifiée. Alors tout
a € FE est séparable sur F, et donc F est séparable sur F. En outre, soit p(z) € F|x]
irréductible et monique. Si p(r) admet une racine a € E, alors p(x) = m?(z) est scindé sur

E par 'hypothese. Ainsi E est normal sur F'. Ceci acheéve la démonstration.
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3.3.3. Lemme d’Artin. Soit G un groupe fini d’automorphismes de E, et considérons
EY={a€ E|¢(a) =a, pourtout ¢ € G}, le corps fixe de G. Alors [E : EY] < |G].

Démonstration. Posons G = {¢1, ¢2,...,0n}, out ¢; = 1. Soilent oy, g, ..., 0, € E

avec n > m. Considérons le systeme homogene d’équations linéaires sur £ comme suit:

O1(a)xy + d1(a)rs + -+ d1(an)r, = Of
(+) Pa(aq)rr +  Pa(a)zy + -0 4+ @a(oy)r, = Op

dm(ar)ry + () + -+ + oplan)r, = Og.

Comme n > m, le systéme (*) a une solution non nulle (ay, as, ..., a,) avec a; € E. On peut
supposer que le nombre de composantes non nulles de (ay, as, ..., a,) est le plus petit parmi
les solutions non nulles et que a, = 1g pour un certain r avec 1 < r < n. On montrera que
ai,---,a, € B On se fixe un j avec 1 < j < m. Remplacant z; par a; dans le systeme

(%), et ensuite appliquant ¢;, on a

pipr(cn)pi(ar) +  ¢jp1(aa)p;i(az)
¢jpa(ar)di(ar) +  @iba(aa)pi(az)

+ + dio1(an)oi(an) = Op
(**) + + ¢j¢2<an>¢j(an) = 0Op
Gjom(ar)j(ar) + @idm(az)gi(az) + -+ + @iom(an)di(a,) = Og.

Comme G est un groupe, on a {@;¢1,P;02,...,0;0m} = ;G = G = {¢1,P2,..., I}
D’apres les égalités dans (xx), on voit que (¢;(a1), ¢j(az),...,¢;(a,)) est une solution du
systeme (x). Donc (a; — ¢j(a1), a2 — ¢j(a2),...,a, — ¢;j(a,)) 'est également. Supposons
que (a1 — ¢;(a1), a2 — ¢j(az), ..., a, — ¢;(a,)) est non nulle. Pour tout i avec 1 <1i < n, si
a;—¢;(a;) # Op, alors a; # Og. En outre, a,—¢;(a,) = 1—¢;(1) = 1—1 = 0 mais a, # 0. Ceci
implique que le nombre de composantes non nulles de (a; —¢;(a1), aa—p;(az), . .., an—0;(an))
est strictement plus petit que celui de (aq,as,. .., a,), une contradiction. Donc ¢;(a;) = a;,
pour tous 1 <i < n, 1 <j <m. Cest-a-dire, a1, as,...,a, € EY. Comme ¢; = 1z, on a
ajoq + agap + - - - + apa, = 0g. Ceci montre dimpe E < m, cest-a-dire, [E : E¢] <|G|. La

preuve s’acheve.

3.3.4. Théoreme. Soit E : F une extension de corps. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(1) E : F est galoisienne.

(2) E est un corps de rupture d’un polynéme séparable sur F'.

(3) 11 existe un groupe fini G d’automorphismes de E tel que F = E©.

Démonstration. Supposons que E : F' est finie, normale, et séparable. D’apres le

théoreme 2.8.3, E est un corps de rupture sur F' d’un polynéme f(z) € F[z]. Soit p(x) un
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facteur irréductible monique de f(z) sur F. Alors il existe a € F tel que p(a) = 0. Donc
p(z) = m?(x) est séparable car F : ' est séparable. Par conséquent, f(z) est séparable.

Supposons que f(z) € F[x] est séparable dont E est un corps de rupture sur F. D’apres
le théoreme 3.2.4, |G(E/F)| = [E : F) est fini et ' = EEE/F),

Supposons que G = {¢1, P2, ..., dm}, ot ¢1 = lg, est un groupe fini d’automorphismes
de E tel que F = EY. Remarquons G < G(E/F). D’apres le lemme d’Artin, [E : F] <
|G| = m, et donc E est fini sur F. Soit o € £. Comme « est racine de m?(z), on voit
que ¢1(a), ga(), ..., () sont aussi racine de m?(z). Supposons que {ai,...,q,} avec
r < m est I'ensemble des éléments distincts de I'ensemble {¢ (), p2(a), ..., pm(a)}. Alors
{¢i(a1), di(az), ..., di(ar)} = {a1,...,a,}, pour tout ¢; € G. Comme m%(a;) = 0, on a
T — ;| m®(z) sur E, pour tout 1 <4 <r. Ainsi (z —ay)--- (v — ;) |[m%(x) sur E car les
a; avec 1 < i < r sont deux a deux distincts. Posons g(z) = (r — ay) -+ (r — a;.). Pour
tout ¢; € G, on a ¢i(g(x)) = (x — gi()) - (x — ¢i()) = (x — )+ (z — ) = g(a).
Par conséquent, g(z) € Fz]. Ainsi g(z)|m%(x) sur F, et donc m®(r) = g(x) car m% () est
irrédictible sur F'. D’apres le lemme 3.3.2, 'extension E : F' est galoisienne. Ceci acheve la

démonstration.

Remarque. Si F' est un corps parfait, alors un corps de rupture de n’importe quel

polynome sur F' est une extension galosienne de F'.

3.3.5. Corollaire. Soit F : F' une extension galoisienne. Alors

(1) F = ECE/D ot |G(E/F)| = [E : F).

(2) Pour tout corps intermédiaire M entre F' et E, I'extension E : M est galoisienne.

Démonstration. D’aprés le théoreme 3.3.4, il existe f(z) € F[z] séparable tel que E
est un corps de rupture de f(x) sur F. Alors I’énoncé (1) suit immédiatement du théoreme
3.2.4. Enfin soit M un corps intermédiaire entre F' et E. Alors f(z) est séparable sur M et
E est un corps de rupture de f(z) sur M. Donc E est galoisien sur M d’apres le théoréeme

3.3.4. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. En partie (2), 'extension M : F' n’est pas nécessairement galoisienne. Par
exemple, soit E le corps de rupture de 22 — 2 sur Q. Alors F : Q est galoisienne. Posons
M = Q(+v/2). Remarquons que 2 — 2 a une racine dans M, mais il n’est pas scindé sur M.

Donc M n’est pas normal sur Q. Par conséquent, M n’est pas galoisien sur Q.

3.3.6. Lemme. Soient E : F une extension galoisienne. Pour tous «,( € F, il existe
¢ € G(E/F) tel que ¢(or) = (3 si, et seulement si, m®(x) = m¥ ().
Démonstration. La nécessité suit du lemme 2.3.8. Supposons maintenant m¢(x) =

mg (x). D’apres le lemme 2.3.8, il existe un F-isomorphisme ¢ : F(a) — F(8) tel que
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() = . Or comme E : F est une extension galoisienne, d’apres le théoreme 3.3.4, E est
un corps de rupture d’un polynéme f(z) sur F. Remarquons que ¢(f(z)) = f(z) et que E
est un corps de rupture de f(z) sur F(a) et sur F(3). D’apres le théoreme 2.3.10, il existe
un isomorphisme ¢ : E — E tel que ¢|p@) = ¥. Ainsi ¢ € G(E/F) est tel que ¢(a) = .
Ceci acheve la démonstration.

3.3.7. Lemme. Soient E : I’ une extension galoisienne avec M un corps intermédiaire
entre F' et E. Alors M : F est galoisienne si, et seulement si, ¢(M) = M, pour tout
¢ € GE/F).

Démonstration. Remarquons d’abord que M est finie et séparable sur F. Donc M est
galoisien sur F' si, et seulement si, M est normal sur F.

Supposons que M est normal sur F'. On se fixe ¢ € G(E/F). Comme M et ¢(M) sont
F-isomorphes, [M : F] = [p(M) : F|. Pour tout o € M, m¢(z) est scindé sur M par la
normalité. Et ¢(a) est une racine de m®(zx). Donc ¢(a) € M, c’est-a-dire, ¢(M) C M, et
donc ¢p(M) = M.

Supposons réciproquement que ¢(M) = M, pour tout ¢ € G(E/F). Soit p(x) € Flx]
irréductible monique, qui a une racine § € M. Alors p(z) est scindé sur E car I'extension
E : F est normale. Si~y € E est une racine de p(z), alors m? (z) = p(x) = m? (z). D’apres
le lemme 3.3.6, il existe ¢ € G(E/F) tel que v = ¢(3), et donc v € M car ¢(M) = M. Cela
veut dire que p(x) est scindé sur M. Par conséquent, M est normal sur F'. Ceci acheve la

démonstration.

3.3.8. Théoreme fondamental de Galois. Soit F : F' une extension galoisienne
de corps. Posons F l'ensemble des corps intemédiaires entre F' et E; et G I’ensemble des
sous-groupes de G(E/F).

(1) L’application F — G : M — G(E/M) est une bijection qui renverse I’ordre d’inclusion
et a pour l'inverse I'application G — F : H — E'.

(2) Pour tout M € F, [E: M| = |G(E/M)| et [M : F] =[G(E/F) : G(E/M)], I'indice
de G(E/M) dans G(E/F).

(3) Pour tout M € F, I'extension M : F' est galoisienne si, et seulement si, G(E /M) est
normal dans G(E/F). Dans ce cas, G(M/F) = G(E/F)/G(E/M).

Démonstration. (1) Pour tout M € F, d’apres le corollaire 3.3.5, E est galoisien sur
M, et donc M = EYE/M) Dautre part, pour tout H € G, H C G(E/E"). Comme E : E¥
est galoisienne, d’apres lemme d’Artin, |G(E/E®)| = [E . Ef] < |H|. Par conséquent,
H = G(E/EM). Ainsi lapplication F — G : M — G(E/M) est bijective ayant pour
I'inverse I'application G — F : H s EH.

(2) Pour tout M € F, l'extension E : M est galoisienne. Donc [E : M| = |G(E/M)|.
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Do,
. [E:F]  |GE/F) .
(M : F] = 5]~ GBI [G(E/F) : G(E/M)].

(3) Soit M € F. Supposons que M : F est galoisienne. Pour tout ¢ € G(E/F),
o(M) = M d’apres le lemme 3.3.7, et donc ¢|y € G(M/F). Ceci donne un homomorphisme
de groupes:

O:GE/F)— GM/F): ¢ |-

Or ¢ € Ker(®) si, et seulement si, ¢y = 1y si, et seulement si, ¢ € G(E/M). Par
conséquent, G(E /M) = Ker(®) est un sous-groupe normal de G(E/F). En outre, comme
E : F est galoisienne, F est un corps de rupture sur F' d'un polynéme f(z) € F[z], et donc
E est un corps de rupture de f(x) sur M. Soit v € G(M/F). Comme ¢(f(x)) = f(x),
d’apreés le théoreme 2.3.10, il existe un automorphisme ¢ : E — FE tel que ¢y = 1,
c'est-a-dire, ¢ € G(E/F) est tel que ®(¢) = 1. Ainsi ¢ est surjectif. Par conséquent,
GM/F)=G(E/F)/G(E/M).

Supposons réciproquement que G(E/M) < G(E/F). On se fixe ¢ € G(E/F) et a € M.
Pour tout ¢ € G(E/M), on a ¢ 11p¢ € G(E/M), et donc

Ylp(a)] = (Vo) (a) = (99~ ¥9)(a) = (¢~ Vo) ()] = d().

Dot ¢(a) € ECEM) = M. Donc ¢(M) C M, et ainsi ¢(M) = M. D’apres le lemme 3.3.7,

I'extension M : F' est galoisienne. Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Soit £ le corps de rupture de 2 — 2 sur Q. On veut trouver les corps
intermédiaires compris entre E et Q. Comme Q est parfait, 'extension E : Q est galoisienne.

Comme
2t =2 = (22 = V) (e? + V3) = (v — VD) + V2)(w — V20)(w + V2i),
onaE =Q(v?2,—v?2,v/2i,—v/2i) = Q(+/2,7). Donc
[E: Q] =[Q(V2,i) : Q(V2)][Q(V2) : Q.

Comme i est une racine de 2% + 1 € Q(v/2)[z] et i & Q(+/2), on a [Q(v/2(1) : Q(v/2] = 2.
Ainsi [E': Q] =8, et donc |G(E/Q)| = 8.

D’autre part, comme [E : Q] = [Q(i)(V2) : Q()][Q(i) : Q] = 2[Q()(V2) : Q(3)], on
en déduit [Q(i)(¥/2) : Q(i)] = 4. Etant un polynome de degré 4 sur Q(i) dont ¥/2 est une

4 — 2 est également

racine, z* — 2 est le polynéme minimal de v/2 sur Q(i). De méme, z
le polynéme minimal de +v/2i sur Q(i). Comme E : Q(i) est galoisienne, d’apres le lemme

3.3.6, il existe 0 € G(E/Q(1)) tel que o(v/2) = +v/2i. En particulier, ¢ € G(E/Q) tel que
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o(i) =i et 0(v/2) = v/2i. En outre, i et —i ont méme polynéme minimal 22 + 1 sur Q(v/2).
Comme E : Q(v/2) est galoisienne, d’apres le lemme 3.3.6, il existe 7 € G(E/Q(v/2)) tel que
7(i) = —i. En particulier, 7 € G(E/Q) tel que 7(v/2) = V2 et 7(i) = —i. A partir de o et
7, on obtient des éléments de G(E/Q) comme suit:

‘ 1 o o? o T oT  o’T o3

V2 [ V2 V2 -2 -2 ;E J_iz —_é/i —_@

Comme |G(E/Q)| = 8, on conclut G(E/Q) = {1,7,0,0% 0% o1,0%r, 037} avec des relations:
1=71%=0" 70 =0%r, 70? = 0?1, et 70® = o7. On calcule les sous-groupes de G(E/Q)

comme suit:

d’ordre 8: Hy=G(E/Q).

d’ordre 4:
H, = {l,0,0% 5%}

Hy = {1,0%1,0%7}

Hy = {1,0% 07,0%}

d’ordre 2:
H, = {1,0%}
Hs; = {1,7}
Hse = {1,071}
H; = {1,0°7}
Hy = {1,037}
d’ordre 1: Hy = {1}.

D’apreés le théoreme de Galois, les corps intermédiaires entre Q et E sont M; = E*i| j =
0,1,...,9. On a aisément My, = E¢F/9 = Q et My = E" = E = Q(+/2,4). On va calculer

les autres corps. D’abord tout o € E s’écrit
a=qg+ a1\4/§+ ag\%_H— a3\4/§ + aqt + a5\4/§i + aﬁxﬂz‘ + a7\‘7§i, a; € Q.

On commence par M;. On a o € M; = E1o79°} g ot seulement si, o(a) = o si,
et seulement si, a = ag + a1v/2i — asv/4 — a3\4/§z' + ayi — asv/2 — a6\4/Zi + azv/8 si, et
seulement si, a; = —as, a9 = —as, a3 = a7, a5 = 1,06 = —ag, a7 = —ag si, et seulement si,
a; = ay = az = a5 = ag = a7 = 0 si, et seulement si, & = ag+ayi si, et seulement si, o € Q(7).
Par conséquent, M; = Q(i). De méme My = Q(v/4) = Q(V/2), et M3 = Q(v/4i) = Q(v/2i).

Pour calculer Mg, on voit que o € Mg = E{°™} gi et seulement si, o = (o37) () si, et
seulement si, @ = ag — a; \4/52 — agx%_l + as {4/§z — a4l — a5\7§ — ag \4/4_12 + a7\7§ si, et seulement
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si, a1 = —as, s = —a9,03 = A7,04 = —ay4,d5 = —a1,0 = —ag, A7 = ag si, et seulement si,

a; = —ay, a3 = ar,as = ay = ag = 0 si, et seulement si,
a=ag+ a1 V2 + azv8 — a1 V2 + a3 V'8 = ag + a1\4/§(1 —1i)+ a3\4/§(1 +1)

si, et seulement si, a € Q(v/2(1 — 1)) car v/8(1 +1i) = —(v2(1 —1))3/2 € Q(v2(1 — 7).
Donc Mg = Q(v/2(1 — i)). De méme, on trouve My = Q(v/2,i), M5 = Q(v/2), Mg =
Q(V2(1+1)), Mz =Q(V2i).

Remarquons que My, My, My, My, My et My sont des corps de rupture de z — 1, de 22 +1,
de 22 —2, de 22+ 2, de (22 —2)(22+1), et de 2* — 2 sur Q, respectivement. Donc ils sont tous
galoisiens sur Q. Par conséquent, Hy, Hy, Hy, H3, Hy et Hy sont des sous-groupes normaux
de G(E/Q). De plus, 0(Ms5) = M7 et 1(Mg) = Ms. D’apres le lemme 3.3.7, M5, Mg, M7 et
Mg ne sont pas normaux sur Q. Par conséquent, Hy, Hs, Hg, H; et Hg ne sont pas normaux

dans G(E/Q).

3.4. Exercices

1. Soient F : F' et L : F des extensions finies de corps. S’il existe un F-isomorphisme de
E sur L, montrer que [E : F] = [L: F].

2. Soit E : F' une extension de corps finie. Montrer qu'un F-homomorphisme de F dans

lui-méme est un F-automorphisme.

3. Soit F' un corps avec f(x) € F[z]. Soit £ un corps de rupture de f(x) sur F. Si
a, € E sont des racines de f(x), montrer qu'il existe ¢ € G(E/F) tel que ¢(a) = 3

si, et seulement si, « et 3 sont racines du méme facteur irréductible de f(z) sur F.

4. Soit f(z) un polynéme monique sur un corps F avec G son groupe de Galois. Sil’action
de G sur 'ensemble des racines de f(x) est transitive (c’est-a-dire, pour toutes racines
a, B de f(x), il existe un ¢ € G tel que ¢(a) = ), montrer que f(z) est une puissance

d’un polynome irréductible sur F.

5. Trouver le groupe de Galois de chacun des polynomes rationnels suivants:

(1) 23 — 2 (2) (z® —1)(2* = 3).
6. Si E : F est une extension de corps finie, montrer que G(E/F') est finie.

7. Soit o = V2 + V2 € R.
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8.

10.

(1) Montrer que Q(a) est un corps de rupture de x* — 4z + 2 sur Q. Indication:
Vérifier que 2 — /2 = a?(a? — 3)%

(2) Montrer que Q(«) : Q est une extension galoisienne.

(3) Trouver 'ordre du groupe de Galois G(Q(«)/Q).
(4) Montrer que G(Q(«)/Q) est cyclique. Indication: Montrer qu’il existe ¢ €

G(Q(a)/Q) tel que ¢(v2) = —v2 et () = V2 — /2 et calculer o(¢).

Montrer que I'extension Q(v/2, v/5) : Q est galoisienne. Trouver les corps intermédiaires
compris entre Q et Q(v/2,v/5), et specifier ceux qui sont galoisiens sur Q en trouvant
les sous-groupes de G(Q(v/2,v/5)/Q).

Soit E : F' une extension de corps galoisienne. Si p(z) est un polynéme irréductible sur
F, montrer que les facteurs irréductibles de p(z) sur E ont méme degré. Indication.
Soient «, # racines de facteurs irréductibles de p(x) sur E. Remarquant E est le

corps de rupture d'un polynéme f(x) sur F', montrer qu'il existe un F-isomorphisme

¢: F(a) — F(B) qui envoie a a f et f(x) a f(z).

Soit F' un corps. Montrer, pour tout entier n > 1, que le corps de rupture de 2™ — 1

sur F' est une extension galoisienne de F'.
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Chapitre IV: Groupes finis

4.1. Groupes résolubles

partout dans cette section, on se fixe G un groupe fini ayant e pour identité. Rappelons
que si H est un sous-groupe de G d’indice 2, alors H est normal dans GG. De plus, si G est

d’ordre premier, alors G est cyclique, et donc abélien.
4.1.1. Définition. Un groupe G est dit résoluble s’il existe une suite
{e} =Gy 1G9 <G, G, =G
de sous-groupes de G telle que G;/G;_1 est abélien, i = 1,--+ ,s.

Exemple. (1) Tout groupe abélien G est résoluble ayant une suite {e} < G.

(2) Le groupe symétrique S, avec 1 < n < 4 est résoluble. En effet, S; = {(1)} et
Sy = {(1),(12)} sont abéliens. Considérons maintenant le cas ou 3 < n < 4. Posons 4,
le groupe alterné, c’est-a-dire, le groupe des permutations paires de {1,2,...,n}. Alors
[Sn : An] = 2, et done A, IS, tel que S,,/A, est abélien. Comme Az = {(1), (123), (132)}
est abélien, S3 est résoluble pour la suite {(1)} < A3 < S5. Enfin,

Ay ={(1),(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Et on voit que V = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} est un sous-groupe abélien normal de
A, d’indice 3. Donc Sy est résoluble pour la suite {(1)} <V, < A, I 5,.

Le résultat suivant est bien connu dans la théorie des groupes.

4.1.2. Lemme. Soit H, N des sous-groupes de GG avec N normal.

(1) HN N est un sous-groupe normal de H tel que H/HNN = HN/N.

(2) Tout sous-groupe de G/N est de la forme H/N avec N C H < G. En outre,
H/N < G/N si, et seulement si, H < G. Dans ce cas, (G/N)/(H/N) = G/H.

4.1.3. Théoreme. Soient H, N des sous-groupes de G avec N normal dans G.
(1) Si G est résoluble, alors H et G/N sont résolubles.
(2) Si N et G/N sont résolubles, alors G est résoluble.

Démonstration. (1) Supposons que G est résoluble avec une suite

{e} =Gy 1G9 <G, G, =G
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telle que G;/G;_1 est abélien, pour tout 0 < ¢ < s. Posant H; = H N G, on a une suite
{e}=Hy<H<---<dH, 1 JdH,=H

telle que, pour tout 0 < i <s, H;/H; 1 = (HNG)/(HNG;)NG;_1 = (HNG;)Gi1/Giq
est un sous-groupe de G;/G;_1, et donc abélien. Ainsi H est résoluble. En outre, on a une
suite {e} = GoN/N I G;N/N <--- <G, 1N/N SG;N/N = G/N telle que

G, .N/N ~ G, N  G_N  GNG_ N (GNG_iN)/Gi,

~

Ce dernier est un quotient du groupe abélien G;/G;_1, et donc abélien. Par conséquent,
G/N est résoluble.

(2) Supposons que N et G/N sont tous résolubles. Alors il existe une suite
{e} =NodN; J--- AN, ; IN, =N
telle que IV;/N;_1 est abélien pour tout 0 < i < s, et une suite
{e} =Ly/N<LL;/N<---<L, 1/N<SL;/N=G/N
telle que (L;/N)/(L;j—1/N) est abélien, pour tout 0 < j <t. On a donc une suite
N=LydL,;<---<2L, 4L, =G
telle que L;/L;_; est abélien, pour tout 0 < j <t. Ainsi, G est résoluble pour la suite
{e} =Ny <IN, <-- AN, 1IN =N=Ly<L;<---<L, 4L, =G.
Ceci acheve la démonstration.

4.1.4. Définition. Un groupe G est dit simple si G est non trivial n’ayant que deux

sous-groupes normaux {e} et G.
Exemple. Si |G| est premier, alors G est simple.
On accepte le théoreme suivant sans démonstration.
4.1.5. Théoreme. Sin > 5, alors le groupe alterné A,, est simple.

4.1.6. Proposition. Un groupe fini G est résoluble et simple si, et seulement si, G est

d’ordre premier.

Démonstration. La suffisance est triviale. Supposons maintenant que G est résoluble

et simple. Alors il existe une suite
{e} =Go<G1 <G 1 <G =G
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telle que G;/G;_; est abélien, pour tout 0 < i < s. Comme G est simple, on a G5_1 = {e},
et donc G est abélien. Prenons e # g € G. Alors o(g) > 1. Posons o(g) = pq avec p premier
et ¢ > 1. Posons h = ¢g9. Alors o(h) = p. Donc {e} C < h > < G, car G est abélien. Par

conséquent, G =< h > est d’ordre p car G est simple. Ceci acheve la démonstration.

4.1.7. Théoreme. Le groupe symétrique .S, est résoluble si, et seulement si, 1 < n < 4.

Démonstration. On sait que S,, est résoluble pour 1 < n < 4. Supposons que n > 5
et que S, est résoluble. D’apres le théoreme 4.1.3(1), A,, est également résoluble. D’apres
le théoreme 4.1.5, A, est simple. D’apres le théoreme 4.1.6, A,, est d’ordre premier, qui

contredit le fait que [4,| =% =3 x 4 x -+ x n. Ceci achéve la démonstration.
4.2. Groupes p-primaires

Partout dans cette section, on se fixe G un groupe fini ayant e pour identité. Rappelons
que
C(G) ={h € G|hg = gh, pour tout g € G}

est un sous-groupe normal de GG, appelé le centre de G. On voit aisément que G est abélien
si, et seulement si, C(G) = G.

4.2.1. Définition. On dit que g1, g» € G sont conjugués, noté g; ~ go, s’il existe h € G
tel que g; = hgoh™L.

4.2.2. Lemme. La relation de conjugué est une relation d’équivalence.

Démonstration. D’abord, pour tout ¢ € G,, comme g = ege !, on a g ~ g.

Supposons maintenant que g; ~ go. Alors il existe h € G tel que g, = hg.h~!. D’ou,
go = h7tgi(h™1)71 et donc go ~ gi.

Supposons enfin que g; ~ gy et go ~ g3. Alors il existe hq, hy € G tels que g; = hlgghl_l et
g2 = hagshy'. Or gy = (hihs)gs(hihs) ™!, c'est-a-dire, g; ~ g3. Ceci achéve la démonstration.

Pour g € G, posons C, = {hgh™' | h € G}, la classe de conjugué de g dans G. En outre,

on voit aisément que

Cc(g) ={h € G| gh = hg}

est un sous-groupe de G, appelé le centralisateur de g dans G.

4.2.3. Lemme. Soit g € G.
(1) On a |Cy| =[G : Cs(g)]. En particulier, |Cy| est un facteur de |G|.
(2) On a g € C(G) si, et seulement si, |Cy| = 1.
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Démonstration. (1) Posons [G : Cs(g)] = s. Soient hiCes(g), - .., hsCa(g) les classes a
gauche de G modulo Cg(g). Pour tout h € G, on a h = h,c, pour certain 1 < ¢ < s et certain
c € Cg(g). Donc hgh™* = hyecgc™*h;* = h;gh;'. Cela implique C, = {high;", ... h,gh;'}.
En outre, si i # j, alors h; 'h; & Cg(g). D’ow, gh; *h; # h;'h;g, et donc h;gh; ' # hjghj_l.
Ceci montre |Cy| = s.

(2) On voit que g € C(G) si, et seulement si, hg = gh pour tout h € G si, et seulement
si, hgh™' = g pour tout h € G si, et seulement si, C, = {g} si, et seulement si, |C,| = 1.

Ceci acheve la démonstration.

4.2.4. Lemme. Soit G un groupe abélien fini. Alors pour tout facteur premier p de |G/,

il existe g € G avec o(g) = p.

Démonstration. Procédons par récurrence sur n = |G|. Sin = 1,iln’y arien a prouver.
Supposons que n > 1 et que ’énoncé est vrai pour les groupes abéliens d’ordre < n. Soit
M un sous-groupe maximal de G. Soit H =< h > avec h € G\M. Alors G = M H par la
maximalité de M. Comme G est abélien, on a H < MH et MH/H = M/M N H. Ainsi

[MH|
|H|

_ |M]|H|

G|=|MH| = = .
G| = [MH ST

MH
H|l=|—| |H
1| ‘H‘II

Soit p un facteur premier de |G|. Alors p | |H||M], et donc p | |M|oup | |H|. Sip| |M],
alors il existe g € M avec o(g) = p par '’hypothese de récurrenec. Si p||H|, alors o(h) = pq

avec ¢ > 1. Dans ce cas, o(h?) = p. Ceci acheve la démonstration.

4.2.5. Définition. Soit p un premier. Un groupe G est dit p-primaire si |G| = p" avec
n > 0.

Remarque. Si G est p-primaire, alors tous les sous-groupes et tous les quotients de GG

sont p-primaires.

Exemple. (1) Le groupe K = {e,a,b,ab | ab = ba,a®> = b* = e} est un groupe 2-
primaire, appelé le groupe de Klein.
(2) Soit £ = Q(v/2,1), le corps de rupture de 2* — 2 sur Q. On a vu que G(E/Q) est

d’ordre 8 et donc 2-primaire.

4.2.6. Proposition. Soit p un nombre premier. Si G est un groupe p-primaire non

trivial, alors le centre C(G) est non trivial.

Démonstration. Supposons que |G| = p™ avec n > 0. Soient C1,Cy, ..., C, les classes

de conjugué de G, ou Cy = {e}. Alors

pr=1GI =) |Gl =1+ |Ci|.
=1 1=2
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D’apres le lemme 4.2.3(1), |C;| = p™ avec n; > 0. Si n; > 0 pour tout ¢ avec 2 < i < 7,
alors p| 1, une contradiction. Donc il existe certain ig avec 2 < iy < r tel que n;, = 0,
c’est-a-dire, C;, = {go}. Alors gy # e, et d’apres le lemme 4.2.3(2), go € C(G). Ceci acheve

la démonstration.

4.2.7. Théoreme. Soient p un nombre premier et G un groupe p-primaire.
(1) G est résoluble.

(2) Si G est non trivial, alors G admet un sous-groupe normal d’indice p.

Démonstration. (1) Soit |G| = p" avec n > 0. Si n = 0, alors G est évidemment
résoluble. Supposons que n > 0 et ’énoncé est vrai pour les p-groupes d’ordre < p". D’apres
la proposition 4.2.6, |C(G)| = p* avec s > 0. Etant d’ordre p"~*, le groupe G/C(G) est
résoluble par '’hypothese de récurrence. Comme C(G) est abélien et donc résoluble, G est
résoluble d’apres le théoreme 4.1.3(2).

(2) Prenons un sous-groupe normal maximal H de G. Alors G/H est simple. Comme G
est résoluble par (1), G/H l'est aussi d’apres le théoreme 4.1.3(1). Il suit maintenant de la
proposition 4.1.6 que G/H est d’ordre premier. Donc |G/H| = p, c’est-a-dire, [G : H] = p.

Ceci acheve la démonstration.
Question. Pour quel facteur d de |G|, le groupe G admet un sous-groupe d’ordre d?

4.2.8. Théoreme de Sylow. Soient G' un groupe fini et p un nombre premier. Si n
est le plus grand exposant tel que p™ divise |G|, alors G admet un sous-groupe d’ordre p™,
appelé un p-groupe de Sylow de G.

Démonstration. Si |G| = 1, il n’a y rien a prouver. Supposons que |G| > 1 et que
I'énoncé est vrai pour les groupes d’ordre < |G|. Supposons que |G| = p"q avec (p,q) = 1.
Soient g1, g2, ..., 9 € G tels que Cy,,Cy,, ..., C,, soient les classes de conjugué de G. Pour
tout 1 < ¢ < s, d’apres le lemme 4.2.3(1), [G : Cg(g:)] = |Cy,], et donc

p"q = |G| = |Cal(g)|[G : Calgi)] = |Ca(9:)]|Cyl-

Supposons premierement qu'il existe 1 < j < s tel que |Cy,| > L et p /4 [Cy,|. Alors
p" | |Cea(g;)| avee |Ca(gj)| < |G|. Par 'hypothese de récurrence, C(g;), ainsi que G, admet
un sous-groupe d’ordre p".

Supposons maintenant que pour tout 1 <i <'s, soit |Cy,| =1 soit p | |C,,|. Alors
S

= > G+ D> 1Cul= Y 1+ Y IC,

|Cq; =1 |Cy;1>1 9:€C(G) Pl1Cy;]

pla=1Gl=>_1|C, = |C(G)| + pm.
=1

Par conséquent, p| C(G). D’apres le lemme 4.2.4, C(G) admet un sous-groupe H d’ordre p.
Remarquons H < G tel que |G/H| = p"'q. Ainsi n — 1 est le plus grand exposant tel que
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p"~ ! divise |G/H|. Par 'hypothese de récurrence, G/H admet un sous-groupe M/H, avec
H < M < G, d’ordre p"~!. Alors M est un sous-groupe de G tel que |M| = |H||M/H| = p".

Ceci acheve la démonstration.

Pour conclure, on appliquera la théorie de Galois pour montrer que C est un corps

algébriquement clos.

4.2.9. Lemme. (1) Tout polynome réel de degré impaire a au moins une racine réelle.

(2) Tout polynéome complexe de dgeré 2 a une racine complexe.

Démonstration. (1) Soit f(z) = ap + a1x + - - - + a,2"™ € R[z]. On peut supposer que
a, > 0. Considérons la fonction réelle

n

f:RHR:tHf(t):Zaiti.
=0
Comme a,, > 0 et n est impaire, il existe a < 0 tel que f(a) < 0 et un b > 0 tel que f(b) > 0.
Comme f est continue, il existe ¢ avec a < ¢ < b tel que f(c) = 0.
(2) Tl est connu que pour tout a € C, il existe 3 € C tel que 8% = a, c’est-a-dire, v/a € C.

Or tout polynome ax? + Bz + v sur C avec o # 0 admet deux racines dans C suivantes:

b FIE _ —p- /i
200 e ’

20

Ceci acheve la démonstration.

4.2.10. Corollaire. (1) Si E est une extension finie de R de degré impaire, alors £ = R.

(2) Si N est une extension galoisienne de C de degré 2" avec n > 0, alors N = C.

Démonstration. (1) Comme R est parfait, £ = R(a). Comme d(mS(z)) = [E : R],
le polynome mg(z) est de degré impaire. D’apres lemme 4.2.9(1), m$(x) admet une racine
réelle. Par conséquent, 0(m&(z)) = 1, c’est-a-dire, a € R. Cela implique que E = R.

(2) Supposons que [N : C|] = 2" avec n > 0. Comme N est galoisien sur C, d’apres le
théoreme 3.3.8(2), |G(N/C)| = [N : C] = 2". D’apres le théoreme 4.2.7, G(N/C) admet
un sous-groupe H d’indice 2. D’aprés le théoreme 3.3.8(2), [N : C] = [G(N/C) : H] = 2.
Prenons a € N¥ et a ¢ C. Alors N = C(«). Donc 9(m&(z)) = [C(a) : C] = 2. D’apres
le lemme 4.2.9(2), m&(z) admet une racine dans C, une contradiction a l'irréductibilité de

m&(x). Ceci achéve la démonstration.

4.2.11. Théoreme fondamental d’algebre. Le corps C est algébriquement clos.

Démonstration. Soit f(x) € C[z]| ayant E pour un corps de rupture sur C. Alors £ : R
est finie. D’apres la proposition 2.2.8, E est contenu dans un corps N qui est normal et fini

sur R. Ainsi NV : R est galoisienne, puisque R est parfait. Comme C C N,ona [N : R] = 2"
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avec n > 0 et (2,q) = 1. D’apres le théoreme 3.3.8, |G(N/R)| = [N : R] = 2"¢q. D’apres
le théoreme 4.2.8, G(N/R) a un sous-groupe H d’ordre 2". D’apres le théoreme 3.3.8(2),
[N R] = [G(N/R) : H| = q est impaire. D’apres le corollaire 4.2.10(1), on a ¢ = 1.
Ainsi 2" = [N : R] = 2[N : C], et donc [N : C] = 2*~!. Comme N : C est galoisienne,
d’apres le corollaire 4.2.10(2), N = C. En particulier f(x) est sindé sur C. Ceci acheve la

démonstration.

4.3. Exercices

1. Montrer, d’apres la définition, que le groupe diedre suivant est résoluble:

Dy, = {e,a,a® ...,a" ' b ba,ba* ... ba" ' |a" = b = e, ab=ba"'}.

2. Soient GG un groupe fini et p un nombre premier. Montrer les énoncés suivants.
(1) Si G est p-primaire, alors G admet un sous-groupe d’ordre d pour tout d||G|.

(2) Sip"| |G| avec r > 0, alors G admet un sous-groupe d’ordre p”.

3. Soit GG un groupe résoluble fini. Montrer qu’il existe une suite de sous-groupes
{6}:G0<]G1<]"'<]G7»_1<]GTZG

telle que G;/G;_1 est d’ordre premier, i = 1,--- ,r. Indication: Etablir premierement

I’énoncé pour les groupes abéliens a ’aide du lemme 4.2.4.

4. Soit E : F une extension de corps galoisienne. Si G(E/F') est abélien et non trivial,
montrer qu’il existe une suite F' = Fy C |, C --- C F, = E de sous-corps de E telle
que [F: Foa] =pyi =1, .

5. Soit E : F une extension de corps galoisienne. Si G(FE/F') est p-primaire et non trivial,
montrer qu’il y a une suite ' = Fy C Fy--- C F,,_1 C F,, = F de sous-corps de F telle
que [F;: F; 4|=p,i=1,--- n.

6. Soit F : F une extension de degré premier p de corps de caractéristique zéro telle
que (1) F' : F est la seule extension dont le degré n’est pas divisible par p et (2) E
n’a aucune extension de degré p. Montrer que F est une cloture algébrique de F.

Indication: Comparer avec 4.2.10 et 4.2.11.
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Chapitre V: Résolution d’équations par radicaux

Partout dans ce chapitre, on se fixe E' : F' une extension de corps de caractéristique zéro.
Comme F' est parfait, E est galoisien sur F si, et seulement si, E est un corps de rupture

d’un polynome sur F'.

5.1. Définition. On dit que 'extension E : F' est radicale, ou bien E est radical sur F,

s’il existe une suite
F=kKCchc---CF=F

de sous-corps de E telle que F; = F;_1(o), ou oy € Fj tel que o € F,_; pour un certain

n;>0,1=1,...,7
Remarque. Dans le cas ci-dessus, on a F; = F(oy,...,q;), i = 1,...,r. Posant a; =
a € Fi_y,i=1,---,r, on voit que oy = /ag avec ag € F et

Qg = n%/a_l - n{/bo + bl n\1/a_0+ st bnl—l( n\l/a—o)nl_la aop, bOa b17 te 7bn1—1 € F
Par conséquent, tout élément £ admet une expression radicale des éléments de F'.
Exemple. (1) C: R est radicale car R C C = R(7) avec i* € R.

(2) Soit @ = \/5+V3++v2 € R Alors Q(a) : Q est radicale. En effet, posons
B=v3+v2ety=+2 Alors 3=0a°—-5, 7= (a’®—5)> -3 € Q(a). Ainsi on a une suite

Q CQ(v) CQ(v,8) CQ(v,B,a) =Q(a)
de sous-corps de Q(a) avec 1 € Q, B =2+~ € Q(7), et ® =5+ 5 € Q(v, 3).
Le résultat suivant se découle immédiatement de la définition.

5.2. Lemme. (1) Si E : I est radicale, alors E : F' est finie.
(2) S’ existe un corps intermédiaire L entre E et F tel que E : L et L : F sont toutes

radicales, alors E : F' est radicale.

5.3. Proposition. Si F : F est radicale, alors il existe une extension galoisienne et
radicale L : F' telle que £ C L.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite
F=FhCkhHC---CF=F

de sous-corps de F telle que F; = F;_1(a;) avec o) € F;_youn; >0,i=1,---,r. En

particulier, F; = F(ay, -+ ,q;),i=1,...,r.
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Prenons E la cloture algébrique de E. Soit V; = {Bi, ..., Bir, } avec B = a; 'ensemble
des racines de m®(z) dans E,i=1,...,r. Posons By = F,et B; = F(V1,...,Vi) = E;_1(V}),

1 =1,...,r. Ceci nous donne une suite de corps
F=FECEC---CE 1CE,

ol Fj; est une extension galoisienne sur F' contenant F;, ¢ = 1,...,r. En effet, E; est un corps
de rupture de m®*(z)---m% (x) sur F. En particulier, E, est une extension galoisienne de
F' contenant F.

Il reste & montrer que F, est radical sur F. Il suffit, d’apres le lemme 5.2(2), de montrer

que E; : E;_q est radicale, pour tout 1 < i < r. En effet, on a une suite

E,_ 1 CE_1(Bin) CEi_1(Bi,Pi2) C--- CEi1(Bir, ..., 0ir,) = Ei

de sous-corps de E;. Pour tout 1 < j < t;, on a mP(z) = m®(x). Comme E; : F
est galoisienne, d’apres le lemme 3.3.6, il existe ¢ € G(E;/F) tel que ;; = ¢(;). Donc
ﬁg = ¢(a)") € ¢p(Fi_1) C ¢(E;_1) = E;_1, cette derniere égalité suit du fait que E;_; est
galoisien sur F'. Cela donne ;5 € FE; 1 C E; (B, . - -, Bij—1). Par conséquent, E; est radical

sur F; ;1 pour tout 1 < i <r. Ceci acheve la démonstration.

5.4. Définition. Soit f(z) € F[z]. On dit que f(x) est résoluble par radicauz sur F s'il

existe une extension radicale E : F telle que f(x) est scindé sur E.

Remarque. Si f(z) est résoluble par radicaux sur F', alors ses racines s’obtiennent a
partir d’éléments de F' par un nombre fini d’opérations de ’addition, de la soustraction, de

la multiplication, de la division et de I’extraction de la racine.

Exemple. (1) Soit a € F. Alors 2™ — a est résoluble par radicaux sur F.
(2) Le polynéme rationnel f(x) = x® — 423+ 1 est résoluble par radicaux sur Q. En effet,

flx) = (2% —2)2 = 3. Posons w = —1 4+ i, Alors w? = —1 — Y3 et w® = 1. Donc les

racines de f(x) sont comme suit:

§/2+\/§, w{’/2+\/§, uﬂ{’/2+\/§, i/z—\/i w\/2 =3, w2 —V3.

Ainsi le corps de rupture de f(z) sur Q est E = Q(v/3, V2 + V3, V2 — V3, w). On voit
que E est radical sur Q pour la suite suivante:

Q c Q(VE) C QW3 V2 +v3) c VB, 2+ V3, {2 - V3) c .

On prouvera que f(x) est résoluble par radicaux sur F si, et seulement si, le groupe de
Galois de f(x) est résoluble.
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5.5. Lemme. Soit n > 1. Si 2™ — 1 est scindé sur F, alors ses racines dans F' forment
un groupe cyclique d’ordre n.

Démonstration. Supposons que ™ — 1 est scindé sur F. Alors ¥, = {a € F | a" = 1}
est évidemment un sous-groupe de F*. Comme car(F) = 0, D(z" — 1) = nz"~! # 0. Ainsi
™ — 1 et D(z™ — 1) sont co-premieres. D’apres la proposition 2.5.5, 2 — 1 n’a pas de
racines multiples. D’ou, |X,| = n. Prenons ¢ € ¥, d’ordre maximal d. D’apres le lemme
2.6.6, a? = 1, pour tout a € X,,. Cela implique que 2% — 1 admet n racines distinctes. Par

conséquen, n < d, et donc d = n. Cela veut dire X,, =< { >. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. On dit que ( est une racine n-ieme primitive de 'unité de F' si < ( >=%,,.

Par exemple,

2r . 27
( = cos — +isin —
n n

est une racine n-ieme primitive de 'unité de C.

5.6. Lemme. Pour tout n > 1, le groupe de Galois de ™ — 1 sur F' est abélien.

Démonstration. Soit £ un corps de rupture de 2” — 1. On veut montrer que G(E/F')
est abélien. Prenons ¢ € E une racine n-ieme primitive de 'unité. Alors E' = F({). Soient
¢,v € G(E/F). Comme ¢(¢), () sont racines de 2" — 1, on a ¢(¢) = " et ¥(¢) = ¢’ avec
0 <14,7 <n. Donc (¢1)(¢) = ¢ = (v¥9)(¢). D’ot, ¢t = 1h¢. Ceci acheve la démonstration.

5.7. Lemme. Soit £ = F(a) avec o =a € F. Si 2" — 1 est scindé sur F, alors E est
un corps de rupture de 2" — a sur F avec G(E/F') abélien.

Démonstration. Soit ( € F une racine n-ieme primitive de I'unité. Pour tout 0 < i < n,
(C'a)* —a = ((")'a™ —a = 0. Donc «,Ca,---,(" ta sont les racines de z" — a. Comme
(eEF,E=F(ac a,...,("'a)est un corps de rupture de 2" — a sur F.

Soient ¢,v € G(E/F). Alors ¢(a), () sont des racines de 2" — a. Donc ¢(a) = (o et
$(a) = Ga avee 0 < 4, j < n. Ainsi (p)(a) = 6(¢Ta) = (é(a) = (FHa = (¥g)(a). Dot
o = 1h¢. Ceci acheve la démonstration.

5.8. Lemme. Soit £ un corps de rupture d’un polynéme f(x) sur F'. Si F est radical
sur I, alors G(E/F') est résoluble.

Démonstration. Supposons F = F(ag,ag,...,q,.), aft € F, ol € F(ay,...,q;_1),
i=2,---,r.Sir=0,alors E=F. Donc G(E/F) est trivial, et donc résoluble. Supposons
que r > 0 et que I'énoncé est vrai pour r — 1.

Soit F la cloture algébrique de E. Prenons ¢ € E une racine n;-iéme primitive de 'unité.

Soit V' I'ensemble des racines de f(x) dans E. Posons L = E(¢) = F(V, (), M = F(().
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Considérons le diagramme

<

de sous-corps de L. Comme L : F et E : F sont galoisiennes, il suit du théoreme 3.3.8(3) que
G(L/FE) est normal dans G(L/F') tel que G(E/F) = G(L/F)/G(L/E). D’apres le théoréeme
4.1.3(1), il suffit de montrer que G(E/F') est résoluble. En effet, étant le corps de rupture
de 2™ — 1 sur F', M est galoisien sur F. De plus, d’apres le lemme 5.7, M (c;) est un corps

de rupture de ™ — o' sur M, et ainsi 'extension M («aq) : M est galoisienne. D’apres le

théoreme 3.3.8(3), on a une suite G(L/M () < G(L/M) < G(L/F) avec

G(L/M)
G(L/M (o))

G(M(ay)/M), % = G(M/F).

I

D’apres les lemmes 5.6 et 5.7, G(M () /M) et G(M/F) sont tous abéliens. Ainsi il suffit de
montrer que G(L/M (ay)) est résoluble. En effet,

M(ay) € M(ag,a9) C -+ C M(oq,e,...,0,.) = F(C,aq,...,0,) = E(() =L

avec o' € Fag,...,a;-1) € M(oyq,...,0;-1), 1 =2,---,r. Donc L est radical sur M (o).
De plus, L est un corps de rupture de (z™ — 1)f(z) sur M(«;). D’apres I'hypotheése de

récurrence, G(L/M (aq)) est résoluble. Ceci acheve la démonstration.

5.9. Lemme. Si F : I est galoisienne alors, pour tout a € F,

N(a) = yeqm/r) ¢(a) € F,

appelé la norme de a.
Démonstration. Comme E est galoisien sur F, d’apres le corollaire 3.3.5(1), on a
EGE/F) — F. On se fixe ¥ € G(E/F). Lorsque ¢ parcourt G(E/F), ¢ le parcourt aussi.

Donc
Y(N(a)) = Hyeq(e/r) P(p(a)) = Ugear/r) (¥o)(a) = N(a).

D'ott, N(a) € EYF/F) Ceci acheve la démonstration.
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Exemple. Considérons l'extension C : R. On sait que G(C/R) = {1,0}, ou o est la

conjugaison. Ainsi la norme de z = a + bi est 2z = a? + b2,

5.10. Lemme. Soit F : F une extension galoisienne avec G(E/F) cyclique engendré
par ¢. Si o € E, alors N(a) = 1 si, et seulement si, a = ¢(3)~!3 pour un certain 3 € E*.

Démonstration. La suffisance est évidente. Soit a € E avec N(«) = 1. En particulier,
a # 0. Posons G(E/F) = {¢° ¢,...,¢" 1}, et \j = ¢°(a)---¢'(a) € E, i =0,---n— 1.
D’apres la proposition 1.2.9, il existe v € E tel que

X8’ (7) + Md(Y) + -+ X1 0" () #£ 0.

Posons §; = \j¢'(7), i =0,---n—1,et 3= Z?;Ol d;. Alors 8 # 0, 6o = ay, dip1 = ap(d;),
1= 07 e — 17 et 5n71 = N(a)(bn—l(,.y) = (bn—l(,.y) Or
o(8) =3 o) =a (32 ad(d)) + ¢"(1) = a6 + a7l = fa L

D’ou le résultat. La preuve s’acheve.

5.11. Lemme. Soit F : F' une extension galoisienne de degré premier p. Si F' contient
une racine p-ieme primitive de I'unité, alors E = F'((3) avec g7 € F.

Démonstration. Soit ( € F une racine p-ieme primitive de I'unité. En particulier
¢ # 1. Par I'hypothese, G(E/F) =< ¢ > avec o(¢) = p. Or

N(Q) =T ¢'(Q) = ¢ =¢P = 1.

D’apres le lemme 5.10, il existe 8 € E non nul tel que ¢ = B¢(8)~t. Ainsi ¢(3) = (713, et
donc ¢(BP) = (7PpP = BP. Doy, BP € ECE/F) = F. Si g€ F, alors ( = ¢(B3)18 =718 =
1, une contradiction. Donc [F((5) : F|] > 1. Comme [E : F] = p, on a E = F(3). Ceci

acheve la démonstration.

5.12. Théoréme. Si f(z) € F[z] est non constant, alors f(z) est résoluble par radicaux

sur F' si, et seulement si, le groupe de Galois de f(z) est résoluble.

Démonstration. Soit E un corps de rupture de f(x) sur F. En particulier, £ : F
est galoisienne. Supposons d’abord qu’il existe un corps R contenant E tel que I'extension
R : F est radicale. D’apres le lemme 5.3, il existe un corps N contenant R tel que N : I est
galoisienne et radicale. D’apres le théoreme 3.3.4, N est un corps de rupture d’un polynome
sur F, et donc G(N/F) est résoluble d’apres le lemme 5.8. Comme E est galoisien sur F,
d’apres le théoreme 3.3.8, G(N/E) S G(N/F) tel que G(E/F) = G(N/F)/G(N/E). Ainsi
G(FE/F) est résoluble.

Supposons réciproquement que G(E/F') est résoluble. On procéde par récurrence sur
n=I[E:F|=|GE/F). Sin=1,alors E = F est radical sur F. Supposons que n > 1
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et la suffisance est vraie pour les extensions de degré < m. Prenons un sous-groupe normal
maximal H de G(E/F). Alors G(E/F)/H est simple et résoluble. D’apres la proposition
4.1.6, G(E/F)/H est d’ordre premier p. Soit L un corps de rupture de 27 — 1 sur E. Alors
L = E(¢), ou ( est une racine p-ieme primitive de 'unité. D’apres le lemme 5.6, G(L/E)

est abélien. Considérons le diagramme de sous-corps de L suivant:

E(¢)

N

Remarquons que L est un corps de rupture de (2?7 — 1) f(z) sur F'. Donc L est galoisien
sur F. Comme E est galoisien sur F, d’apres le théoreme 3.3.8(3), G(L/E) < G(L/F) tel
que G(L/F)/G(L/FE) 2 G(E/F), qui est résoluble par 'hypothese. Comme G(L/E) est
abélien, G(L/F') est résoluble. Si ¢ € G(L/F(()) C G(L/F), alors o(F) = E d’apres le
lemme 3.3.7. Ainsi

®:G(L/F(C) = G(E/F) :0—o0lg

est un homomorphisme de groupes. Si o|g = 1, alors 0 € G(L/E) tel que o(¢) = (, et donc
o = 1. Cela veut dire que ® est injectif. Comme G(E/F') est résoluble par I'hypothese,
d’apres le théoreme 4.1.3(1), G(L/F(()) est résoluble. On considérera séparément les deux
cas suivants.

(1) Supposons que ¢ n’est pas surjectif. Alors |G(L/F(())| < |G(E/F)|. Remarquons
que L est un corps de rupture de f(z) sur F((). Par hypothese de récurrence, il existe un
corps R contenant L tel que R : F({) soit radicale. Or F(¢) : F' est radicale car (? =1 € F.
Donc R : F est radicale avec E C R, c’est-a-dire, f(x) est résoluble par radicaux.

(2) Supposons que ® est surjectif, et donc un isomorphisme. Alors H* = &~1(H) est
un sous-groupe normal de G(L/F(¢)) d’indice p, puisque H est un sous-groupe normal de
G(E/F) d’indice p. Posons M = L7 et considérons la suite

FCcF()cMcCL
de sous-corps de L. D’apres le théoréme 3.3.8(3), M est galoisien sur F(() et
GOM/F(O)| = (M : F(Q)] = [G(L/F(Q) : HY) = p.
Il suit du lemme 5.11 que M = F(¢)(B) avec B? € F(¢). Par conséquent, M : F est radicale

car F(() est radical sur F.
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Enfin, L est un corps de rupture de f(x) sur M et G(L/M) = H* est résoluble d’ordre
< |G(L/F(())| = |G(E/F)|. Par I'hypothese de récurrence, il existe un corps R contenant
L tel que R : M soit radicale. Donc R : F est radicale avec £ C R. Clest-a-dire f(x) est

résoluble par radicaux sur F. Ceci achéve la démonstration.

5.13. Théoreme. Si F' est un corps de caractéristique zéro, alors tout polynéome non

constant sur F' de degré < 5 est résoluble par radicaux sur F'.

Démonstration. Soit f(z) € F[z] de degré < 5. Prenons E un corps de rupture de f(z)
sur F' et V I'ensemble des racines distinctes de f(x) dans E. Posons n = |V, alors n < 5.
Pour tout ¢ € G(E/F), ¢|v est une permutation de V. Ceci donne un homomorphisme de
groupes:

O :G(E/F)— S, :¢— ¢|y.
Comme E = F(V), ® est injectif. Par conséquent, G(F/F') est isomorphe a un sous-groupe
de S,. D’apres les théoremes 4.1.7 et 4.1.3, G(E/F') est résoluble. Ainsi f(x) est résoluble

par radicaux d’apres le théoreme 5.12. Ceci acheve la démonstration.

Soit n > 1. On dit que ay, ..., a, € R sont algébriguement indépendants sur Q si
flag,...,a,) # 0, pour tout f € Q[xq,...,x,] non nul.

5.14. Proposition. Pour tout entier n > 1, il existe des nombres réels oy, ..., o, qui
sont algébriquement indépendants sur Q.

Démonstration. Si n = 1, le résultat est vrai car il existe des nombres réels tran-

scendants. Supposons que n > 1 et il existe des nombres réels ay,...,a,_1 qui sont
algébriquement indépendants sur Q. Si f(xy,...,2,_1,%,) est un polyndéme non nul sur
Q a n variables, alors f(aq,...,a,_1,2) est un polynome non nul sur Q[z]. Ainsi I’ensemble

Z(f)={aeR| flaq,...,an_1,c) = 0} est fini. Comme Q[z1,...,x,_1]* est dénombrable,
Iensemble Useglz,,....zn_1]+Z(f) Pest aussi. Comme R est non dénombrable, il existe a,, € R
n’appartenant pas a Ujsegla,,...on_1)+Z (f). Clest-a-dire, oy, ..., a1, a, sont algébriquement

indépendants sur Q. Ceci acheve la démonstration.

5.15. Théoreme. Soient aq,...,qa, € R algébriquement indépendants sur Q. Soit
G(z) = (v — 1)+ (x — a,) un polynoéme sur Q(s1,...,s,)ous; =5 . o' ---apm.

(1) Le groupe de Galois de G(z) sur Q(s1,..., S,) est Sy.

(2) Pour tout n > 5, G(z) n’est pas résoluble par radicaux sur Q(sy, ..., S,).

Démonstration. Posons F' = Q(s1,...,s,). Alors £ = F(aq,...,a,) est le corps de
rupture de G(x) sur F. Pour tout 1 <1i < n, posons g;(z) = (r—«;) - - - (x—v,) un polynéome
sur F(aq,...,a;-1). Sii < n, on voit aisément que o; & F(ay,...,a;_1) pour tout j avec

i < j <mn. On prétend que g; est irréductible sur F(ay,...,a;_1). C’est évident pour i = n.
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Supposons que i < n. Si a1 + -+ a, € F(ag,...,q; 1), alors a; € F(aq,...,q; 1), une

contradiction. Ainsi (z — ;1) (x — ) &€ F(ay, ..., q;_1)[z]. De méme, on voit que tous
les facteurs propres de g;(z) n’appartient pas a F(aq,...,a;—1)[z]. On en déduit que g;(z)
est le polynome minimal de «; sur F(oq,...,o;—1). Ceci nous donne [E : F] = n!. Donc

G(E/F) est isomorph a S,. D’ou, on a I’énoncé (1). Or la partie (2) suit immédiatement

des théoremes 5.12 et 4.1.5. Ceci achéve la démonstration.
5.14. Exercices

1. Pour chacun des nombres suivants, trouver une extension radicale de Q qui le contient:

(1) L2 (9) (V6 +2V5)"

2Y5-4 4) Y11¢/T8 L Y1+ 4
(3)W®' (4) VIT{/ 52 + V1 + V4.

2. Montrer que f(z) = 2% — 10z* + 312% — 30 est résoluble par radicaux sur Q.

3. Soit p un nombre premier et soit /' un corps sur lequel le polynome x? — 1 est scindé.

Montrer, pour tout a € F, que 2P — a est soit scindé soit irréductible sur F'.

4. Soit F un corps de caractéristique zéro. Si f(x) € F[z] est non constant et résoluble

par radicaux sur F', montrer qu’il existe une suite de corps
F=FCF,C---CF,_1 CF,

telle que f(x) est scindé sur Fy et [F; : F;_1] est premier pour tout 1 < i < n.

Indication: Utiliser le numéro 3 de ’Exercices 4.3.

5. Soit E un corps fini ayant P pour corps premier. Montrer que G(E/P) est un groupe

cyclique d’ordre [F : P|. Indication: Considérer 'application de Frobenius.

6. Soit p un nombre premier, et soit F' un corps sur lequel 2P — 1 est scindé. Si E = F(«)
avec of € F est une extension de F' de degré p, montrer que G(E/F) est cyclique

d’ordre p ou 1.

7. Soit ( = e € C, ou p est un premier. Montrer que G(Q({)/Q) est cyclique d’ordre
p—1.

8. Soit F' un corps de caractéristique non divisant n sur lequel ™ — 1 est scindé. Soit E le
corps de rupture de " —a sur F. Donner un homomorphisme injectif ¢ : G(E/F) — Z,

et montrer que cette application est surjective si et seulement si ™ — a est irréductible.
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Chapitre VI: Construction géométrique a la regle et au compas

Posons Py = {(0,0),(1,0)} deux points du plan R?. Supposons que n > 0 et qu’on a
défini P,. Désignons par D, I'’ensemble des droites passant par deux points distincts de P,,
et par (), I'ensemble des cercles de centre d'un point de P, ayant comme rayon la distance
de deux points distincts de P,. On définit alors P, ,; comme étant ’ensemble des points p
qui est (1) soit dans P,

soit (2) I'intersection de deux droites distinctes de D,

soit (3) une intersections de deux cercles distincts de C,,,

soit (4) une intersection d’'une droite de D,, et d'un cercle de C,.

Par récurrence, on obtient une suite infinie d’ensembles de points de R?* comme suit:

hchC---CPC--.

Exemple. P, = {(0,0), (1,0),(~1,0),(2,0), (1, 2), (%, -

e[S

)}-

6.1. Définition. (1) Un point (a,b) de R? est dit constructible si (a,b) € U P,.
(2) Une droite dans R? est dite constructible si elle appartient U oD

(3) Un cercle dans R? est dit constructible s'il appartient & U ,C,,.

Remarque. Les intersections de deux droites constructibles (respectivement, de deux
cercles constructibles, d'une droite constructible et d'un cercle constructible) sont con-

structibles.

6.2. Lemme. Soit p un point constructible et é une droite constructible. Alors la
perpendiculaire, ainsi que la parallele, a § passant par p est constructible.

Démonstration. On sait que ¢ contient un point constructible p; (# p). On peut
supposer que p,p; € P, pour un certain n > 1. Soit py (# p) une intersection de ¢ et le
cercle de centre p de rayon pp;. Alors p, € P,,1. Soit p3 une intersection des cercles de
rayon pips et de centre p; et de centre ps, respectivement. Alors p3 € P, 5. Or la droite
0" passant par p et ps appartient a D, o et est perpendiculaire & d. Ceci est illustré par le

diagramme suivant:

b1
5/
D2
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La preuve s’acheve.

6.3. Définition. Un complexe z = a + bi est dit constructible si le point (a,b) € R? est
constructible.

Remarque. Un nombre réel a est constructible si le point (a,0) est constructible.

6.4. Lemme. Un complexe z = a + bi est constructible si, et seulement si, les réels a et

b le sont.

Démonstration. L’énoncé suit immédiatement du diagramme suivant:

A

(0,b) B (a,b)

(@.0)

La preuve s’acheve.

6.5. Lemme. Si a,b € R sont constructibles, alors a £ b le sont.

Démonstration. L’énoncé suit immdeatement du diagramme suivant:

L | | |

o b a—>b a a+b

La preuve s’acheve.

6.6. Lemme. Si a,b € R sont constructibles, alors ab 'est.

Démonstration. Considérons le diagramme suivant:

0 T

>~y

a
ou bl//zxa. Donc Abol ~ Axoa. Par conséquent, — = T c’est-a-dire, x = ab. Ceci acheve

la démonstration.

6.7. Lemme. Si a € R* est constructible, alors a=! ’est.
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Démonstration. Considérons le diagramme suivant:
1

X

1o} 1 a

1 =z
ouzl//la. Donc Azxol ~ Aloa. Par conséquent, — = 1= Ceci acheve la démonstration.
a

6.8. Lemme. Si a € R" est constructible, alors y/a Dest.

Démonstration. Considérons le diagramme suivant:

o
N

1
onu=(1,0),v=(1+a,0), et p=(1,z). Comme Aoup ~ Apuv, on a Lo —, C’est-a-dire,
a x
x = y/a. Ceci acheve la démonstration.

6.9. Théoreme. Les complexes constructibles forment un sous-corps de C qui est le
plus petit parmi les sous-corps fermés pour les racines carrées et pour la conjugaison.

Démonstration. Il suit facilement des lemmes 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8 et 6.9 que les
complexes constructibles forment un sous-corps de C qui est fermé pour les racines carrées
et pour la conjugaison. Soit E un sous-corps de C qui est fermé pour les racines carrées et
pour la conjugaison. En particulier, i € E. Sia+b € E, commea—bi € F,onaa € FE, et
donc b € E. Ceci montre que a + bi € E si et seulement si a,b € E. En outre, si a,b,c € F
avec a # 0, alors les racines du polynome ax?® + bx + ¢ appartiennent & F.

On se fixe un nombre constructible z = a + bi. Alors (a,b) € U,>oP,. Il est évident que
z € FE lorsque (a,b) € Fy. Supposons que n > 0 et z € E lorsque (a,b) € P, avec 0 < i < n.
Soient (c1,dy), (co,dy) € P,_q. It suit de I'hypothese de récurence que ¢;,d; € E, i = 1,2.
Comme F est fermé pour les racinces carrées, la distance entre (¢q,d;) et (o, dy) appartient
a E. Supposons maintenant que (a,b) € P,\P,_;. Considérons les cas suivants.

(1) Le point (a,b) est l'intersection de deux droites L; et Ly dans D,,_;. Par définition,

L; passe par deux points distincts (a;, b;) et (¢;, d;) appartenant a P,_;. Donc
(CI, - az)(dz - bl) = (Ci — a1>(b — bl),’l = 1,2

En résolvant le systeme, on trouve que a,b € E puisque a;,b;,¢;,d; € E, i = 1,2. Ainsi
z=a+b €FE.
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(2) Le point (a,b) est 'intersection d’une droite L passant par deux points distincts
(a1,b1) et (asz,be) dans P,_; et d’un cercle de centre (¢,d) € P,_; et de rayon r, la distance
entre deux points dans P,_;. Donc (a—ay)(by—by) = (ag—ay)(b—b1) et (a—c)*+(b—d)* = r2.
Comme ay # a1 # 0 ou by — by # 0 et a;,b;,¢,d, v € E, i = 1,2, on voit que a,b € E. Donc
z=a+bi €k

(3) Le point (a,b) est l'intersection de deux cercles respectivement de centres (a;, b;) €
P, 1 et de rayons 7; € E, i = 1,2. Alors (a — a;)? + (b — b;)? = 12,
donne (ay — ay)(2a — (ay + az)) + (b — b1)(20 — (by + by)) = r? — r2. Comme as — a; # 0
ouby —by #0et a;,b;,r; € B, i=1,2, on trouve a,b € E. Par conséquent, z =a + bi € E.

1 = 1,2. Ceci nous

Ceci acheve la démontsration.
Remarque. Tous les nombres rationnels sont constructibles.

6.10. Théoreme. Un complexe z est constructible si, et seulement si, z appartient a
un sous-corps de C de la forme Q(ay, s, ..., ;) avec af € Q(ay, ..., 1), i =1, 1.

Démonstration. Soit F' le corps des nombres constructibles. Posons E l’ensemble des
complexes satisfaisant a la condition énoncée dans le théoreme. On se fixe un nombre z € E,
qui appartient & Q(aq, ag, ..., q,), ot a? € Q(ay, ..., 1), i=1,-+- 7.

(1) D’abord, Q C F. Supposons que Q(ay,...,a;_1) € F. Alors o? = a;_, € F, cest-
a-dire, a; = /a;_1 avec a;_ constructible. D’apres le théoreme 6.9, a; est constructible.
Par conséquent, Q(ay,...,a;—1,a;) € F(«o;) C F. Ceci montre que Q(ay,...,a,) C F. En
particulier, z € F. Ainsi £ C F.

(2) On a z € Q(ag,as,...,00) = Q(ay, ..., @), ot @2 = o2 € Qay,...,0 1) =

i

Q(an,...,a;—1),i=1,--- r. D'ou, z € E. Donc E est fermé pour la conjugaison.
(3) On a /z € Q(ay, 9, ..., 0,,/2), ot &? € Q(avy,...,q; 1) pour tout 1 <7 < 7, et
(V2)? =2z € Q(a,as,...,a,). Dolt, v/z € E. Donc E est fermé pour les racines carrées.
(4) Soit y € E appartenant a Q(51, B, ..., 3), ou B2 € Q(B,...,Bj-1), j = 1, ,t.

Posant o;y; = B4, 7 = 1,-+-,t, on a y £ z,yz,y27' € Q(au,q9,...,q4¢) avec ai €

Q(ay,...,a51), 1 = 1,---, 7 +t. Donc y + z,yz,yz~* € E. Ainsi E est un sous-corps
de C. D’apres le théoreme 6.9, F C E. Ainsi £ = F. Ceci acheve la démonstration.

6.11. Corollaire. Si z € C est constructible, alors [Q(z) : Q] = 2™ avec n > 0.

Démonstration. Supposons que z est constructible. D’apres le théoreme 6.10, z €

Qag,ag,...,a,) avec a? € Q, et a? € Q(ay,...,q; 1), pour tout 1 < i < r. On voit

aisément que [Q(a, ..., a1, ;) Q(ag, g, ..., ;_1)] = 1 ou 2. Donc [Q(ay,...,a;,) : Q] =
2% avec 0 < s < r. Par conséquent, [Q(z) : Q] = 2" avec 0 < n < s. Ceci acheve la
démonstration.
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6.12. Théoreme. La quadrature du cercle (c’est-a-dire, la construction d’un carré ayant
méme aire qu’'un cercle donné) a la regle et au compas est impossible.

Démonstration. Considérons le cercle

d’aire 7. Supposons que ’'on peut construire un carré

a

d’aire 7, c’est-a-dire, a®> = 7. Alors \/7 = a est un nombre constructible. D’apreés le corollaire
6.11, [Q(y/7) : Q] = 2™ avec n > 0, qui est impossible car /7 est transcendant sur Q. La

preuve s’acheve.

6.13. Théoréme. La duplication du cube (c’est-a-dire, la construction d’un cube de

volume double d'un cube donné) a la regle et au compas est impossible.

Démonstration. Considérons le cube

1

de volume 1. Supposons que I'on peut construire un cube

a
de volume 2, c’est-a-dire, a® = 2. Alors v/2 est un nombre constructible. Mais [Q(¥/2) :

Q] = 3, qui contredit le corollaire 6.11. La preuve s’acheéve.

6.14. Théoreme. La trisection de I'angle a la regle et au compas est impossible.

Démonstration. Considérons le triangle
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6

a
ou a = cosf. On voit que 'angle € est constructible si, et seulement si, le nombre cos est

constructible.

Or comme cos § = % est constructible, I'angle % est constructible. Supposons que l'on

™

peut triséquer Alors b = cos § est constructible. Comme cos 30 = 4cos® — 3cosb,

g.
on a 4b® —3b = 5. Ainsi b est une racine de 2® — 3z — £, ce qui est irréductible sur
Q. Par conséquent, [Q(b) : Q] = 3, une contradiction au corollaire 6.11. Ceci acheve la
démonstration.

6.15. Lemme. Si z € C est tel que Q(z) : Q soit galoisienne, alors z est constructible
si, et seulement si, [Q(z) : Q] = 2™ avec n > 0.

Démonstration. La nécessité suit du corollaire 6.11. Supposons maintenant que [Q(z) :
Q] = 2" avec n > 0. Comme Q(z) : Q est galoisienne, d’apres le théoréme 3.3.8, il existe

une suite
@:F()CFlC"'CFrflCFr:Q(’Z)

de sous-corps de Q(z) telle que [F; : F;_1] = 2. Prenons § € F;\F;_;. Alors (3 est une racince
d’un polynome z? + bx + ¢ avec b,c € F;_;. Posons a; = 23+ b. Alors a; € F;\F;_; et
a? € F;_y. Ainsi F; = F;_i(a;). D’apres le théoréme 6.10, z est constructible. Ceci achéve

la démonstration.
6.16. Définition. La fonction d’Euler ¢ est définie pour n > 1 par

¢(n) =i 10 <j<n, (j,n) =1}

Le résultat suivant est classique dans la théorie des nombres.

6.17. Proposition. Sin = p°pi'---pS, ot e; > 0 et les p; sont des nombres premiers

deux a deux distincts, alors

o(n) = (pg® — pe (P —p§ ) - (% — poh).

Exemple. ¢(36) = ¢(223%) = (22 — 2)(32 — 3) = 12.

6.18. Lemme. Soit n > 1. Pour tout j avec 0 < j < n, le complexe

29 29
G :cosj——l—isinj—
n n
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est une racine n-ieme primitive de 1'unité si, et seulement si, (n,j) = 1. Par conséquent, il

y a exactement ¢(n) racines n-iéme primitives de I'unité.

Démonstration. D’abord, les ¢; avec 0 < j < n — 1 sont les racines de 2" — 1, qui
forment un groupe cyclique d’ordre n engendré par ¢;. Pour tout 0 < j <mn, ona ; = ((1)7.
D’apres le lemme 2.6.6(1), o(¢;) = ﬁ Par conséquent, (; est une racine n-ieme primitive
de T'unité si, et seulement si, o(¢;) = n si, et seulement si, n = (n"—]) si, et seulement si,

(n,j) = 1. Ceci acheve la démonstration.

6.19. Définition. Soit n > 1. Le polynome
©(2) = Hocjcn: (.m=1 (£ = §)
s’appelle le n-ieme polynome cyclotomique.
Remarque. ®,(z) est de degré ¢(n).
Exemple. ®,(z) = (z —(;)(x — ) = (x —i)(z +14) = 2% + 1, qui est irréductible sur Q.

6.20. Théoréme. ®,(x) avec n > 1 est un polynéme rationnel irréductible.

Dihonstration. D’abord, E = Q(() est le corps de rupture de 2" — 1. Ainsi E : Q
est une extension galoisienne. Pour tout 1 < j < n, il est évident que (; est une racine
n-ieme primitive de 'unité si et seulement si £ = Q((;). Soit ¢ € G(E/Q). Si (; est une
racine n-ieme primitive de 'unité, alors E = ¢(E) = ¢(Q((;)) = Q(¢(¢;)). D'ou, ¢((;) est
aussi une racine n-ieéme primitive de I'unité. Ceci implique que ¢ fixe le polynome @, (x).
Comme FE : Q est galoisienne, ®,(z) est un polynoéme rationnel. Soient «, 3 des racines
n-ieme primitives de I'unité. Alors § = o pour un certain p > 0 et F = Q(a) = Q(5).
Comme {1,a, -+ ,a" '} et {1,8,---,3" "'} sont des Q-bases de F, il existe une bijection
Q-linéaire ¢ : E — E tel que ¢(a') = %, ¢ = 0,1,--- ,n — 1. Pour tous 7,7 > 0, posant

t+j7=ns+ravec () <r<n,ona
vla'a’) = v(a't) = v(a”) = § = § = vlai(e).

On en déduit facilement que ¢ est un homomorphism de corps. Donc ¢ € G(E/Q). Ceci
montre que l'action de G(E/Q) sur les racines de @, (z) est transitive. Ayant aucune racine

multiple, ®,(x) est irréductibe sur Q. Ceci acheéve la drhonstration.

Remarque. Si ¢ € C est une racine n-ieme primitive de I'unité, alors m$(z) = ®,(z).

Ainsi [Q(¢) : Q] = ¢(n).

6.21. Définition. Pour n > 0, on dit que F,, = 22" +1 est le n-iéme nombre de Fermat.

Un nombre premier p s’appelle un premier de Fermat si p est un nombre de Fermat.
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Exemple. Pour n = 0,1, 2, 3,4, on a des premiers de Fermat 3,5, 17,257 et 65537. Mais

les premiers 7,11, 13,19 ne sont pas des nombres de Fermat.

Remarque. (1) Il est connu que Fj n’est pas premier.
(2) Sip=2"41 avec n > 0 est premier, alors il est un premier de Fermat. En effet, si

n = mgq avec ¢ > 1 impaire et m > 1, alors a = 2™ > 2. Donc
p=a’+1=(a+1)((@" —a"?)+ -+ (0" —a) +1)
n’est pas premier.

6.22. Théoreme de Gauss. Soit n > 3. Alors le n-polygone régulier est constructible
a la régle et au compas si, et seulement si, n = 2"p;---ps, ou r,s > 0 et py,...,ps des
premiers de Fermat deux a deux distincts.

Démonstration. Posons n = 2"p{'---p%, our,s > 0, e; > 0 et py,...,ps sont des
nombres premiers impaires distincts. Alors le n-polygone régulier est constructible si, et
seulement si, 'angle 27“ est constructible si, et seulement si, cos 27” et sin 27” sont constructibles
2
n

si, et seulement si, ( = cos 27” + isin Z& est constructible. Comme Q(() : Q est galoisienne,

ceci est équivalent & [Q(C) : Q] = 2¢ avec t > 0 si, et seulement si, ¢(n) = 2" avec t > 0 si, et

seulement si, 2 1p{ " pSs Tl (py — 1) -+ (ps — 1) = 2! si, et seulement si, ey = -+ = ¢, = 1
et p; — 1 = 2™ clest-a-dire, chacun des p; est un premier de Fermat. Ceci acheve la

démonstration.

Exemple. Le n-polygone régulier est constructible pour n = 3,5, 17, et non constructible
pour n =17,11,13, 19.

6.23. Exercices

1. Montrer que les complexes constructibles forment un sous-corps de C.

3

3 Zx ~3 est irréductible sur Q.

2. Vérifier que le polynome z

5



