MAT 504: Algebre appliquée

Chapitre I: Arithmétique modulaire et le code ISBN

Le but de ce chapitre est d’appliquer I'arithmétique modulaire pour étudier le code
ISBN (c’est-a-dire, International Standard Book Number), un systéme international de
numérotation des livres, qui permet d’identifier chaque livre publié par un méme éditeur.
On verra que I’étude de la relation de la congruence sur les entiers exige une application de

la théorie des nombres et la théorie des anneaux.

Partout dans ce cours, N désigne I'’ensemble des nombres naturels; Z, ’ensemble des
nombres entiers; Q, I’ensemble des nombres rationnels; R, I’ensemble des nombres réels; et

C, I'ensemble des nombres complexes.

1.1 Division et nombres premiers

Le but de cette section est d’étudier les propritétés des entiers.

1.1.1. Définition. Pour tout a € R, la partie entiere de «, notée [a], est le plus grand

entier qui est plus petit ou égal a a. C’est-a-dire, [a] € Z tel que [o] < o < [a] + 1.
Remarque. Il est évident que [n] = n, pour tout n € Z.
Exemple. [8,75] =8 et [—2,4] = —3.

1.1.2. Algorithme de la division. Soient a,b € Z. Si b > 0, alors il existe deux
entiers uniques q et r tels que
a=qgb+nr, 0<r<hb.

Démonstration. Posons ¢ = [¢] et 7 = bg — a. Alors ¢ < § < ¢+ 1. Comme b > 0, on
aghb<a<bg+b Dou 0<r<hb.

Supposons que ¢; et r; sont deux entiers tels que a = ¢1b + 71, 0 < r; < b. On peut
supposer que 1, < r. Alors 0 <7 —1r; = (¢ —q)b < b. Comme b >0, onaq —q>0. Si
¢ —q # 0, alors ¢g; —q > 1. Ceci implique que b > r —r; = (¢1 — q)b > b, une contradiction.
Ainsi ¢y — g = 0, et donc, 1y —r = 0. Clest-a-dire, ¢ = ¢ et r = ry. Ceci acheve la

démonstration du théoréme.

Remarque. (1) Les entiers ¢ et r dans I'algorithme s’appellent quotient et reste de a

divisé par b, respectivement. On note ¢ = g,(a) et r = ry(a).
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(2) Si rp(a) = 0, on dit que b est un diviseur de a ou bien que a est un multiple de b,

noté b | a.

Exemple. Trouver le quotient et le rest de —22 divisé par 6.
Solution. D’abord, en divisant 22 par 6, on obtient 22 = 3 x 6 + 4. Donc

—22=(-3)x6—-4=(-3)x6—-64+6—-4=(—4) x6+2.
Do, g¢(—22) = —4 et rg(—22) = 2.
Etant donné un ensemble X, on désigne par | X| la cardinalité de X

1.1.3. Lemme. Soient m,n € Z avec m > 0 et n > 1. Alors le nombre de multiples de

n entre 1 et m est égal a [%] :

Démonstration. Posons X = {r |1 <z <metn|z}et qg=["]
D’abord, supposons que m < n. Alors 0 < < 1. Ainsi, ¢ = 0. De l'autre coté, X = 0.
D’ou, | X| = 0= ¢. Donc, I’énoncé est valide dans ce cas.

Ensuite, supposons que m > n. Alors 1 < ¢ < < ¢+ 1. Comme n > 0, on a
n<gn<m<(q+ 1)n.

Maintenant, n | x et 1 < z < m si, et seulement si, z = yn et 1 < yn < m si, et

seulement si, v = yn et 1 <y < ¢. Ainsi, X = {n,...,qn}. D’ou, |X| = g = [*]. Ceci acheve

la démonstration du lemme.

Exemple. Le nombre de multiples de 9 entre 1 et 100 est

2] (252 e e -

Soient a,b € Z non tous nuls. Un entier n s’appelle commun diviseur de a et b sin | a
et n | b; et dans ce cas, |n| < |a| 4 |b|. Ainsi le nombre de commun diviseurs de a, b est fini.
Par conséquent, il existe un plus grand commun diviseur de a, b, noté pged(a,b). Comme 1

est toujours un commun diviseur de a et b, on voit que pged(a,b) > 1.

1.1.4. Théoreme de Bachet-Bézout. Soient a,b deux entiers avec b > 0. En posant



ro = a et r1 = b, on effectue des divisions suivantes:

T = qin + 7o, 0<ry <y
1 = (272 + T3, 0 <rs <o
Tic1 = Ty + rig, 0 <1 <y
Ti—g = Q-1Ti—1 + 1, 0 <1 <7y
i1 = Ty + Tip1, T = 0.

Dans ce cas, pged(a, b) = ;. En outre, il existe des entiers z,y tels que
ax + by = pged(a, b).

Démonstration. Posons d = pged(a, b).

(1) On prétend que ry | 7, pour i = t+1,t,...,1,0. En effet, c’est évident pour i = t+1, 1.
Supposons que ¢t > i > 0 et 7, | r; pour tout j avec t +1 > j > ¢. Comme r;_y = ¢;7; + rit1
avec 1y | ri4q1 et ry | 7, on voit que ry | m;_1. Par récurrence, I’énoncé (1) est valide. En
particulier, r; est un commun diviseur de a et b. D’otu, r; < d.

(2) On prétend que r; = ax; + by;, ou x;,y; € Z, pour i = 0,1,...,t. En effet, comme
ro=a-14+b-0etr; =a-0+b-1, '"énoncé (2) est valide pour i = 0,1. Supposons que

1 <i < tet’énoncé (2) est vrai pour tout j avec 0 < j < i. Maintenant,
Ti1 = Tic1 — i = a(@i1 + ¢ixi) + b(Yic1 — qivi)-

Ceci montre I’énoncé (2). En particulier, r; = az; + by;. D’ou, d | ry. Comme d,r, > 0, on a

d < r;. Par conséquent, d = r; = ax; + by;. Ceci acheve la démonstration du théoreme.
Remarque. La suite de divisions dans le théorme 1.1.3 s’appelle algorithme d’Fuclide.

Exemple. Trouver x,y € Z tels que 196z + 60y = pged (196, 60).

Solution. On effectue successivement les divisions suivantes:

196 = 60x3 + 16, (1)
60 = 16x3 + 12, (2)
16 = 12x1 + 4, (3)
12 = 4x3. (4)

D’ou, pged(196,60) = 4. En outre,



16 2 196 x 1 + 60 x (—3);
12 2 60x1 + 16 x (=3)
= 60x1 + 196 x (=3) +60 x 9
— 196 x (—3) + 60 x 10;
1 9 o16x1 +o12x (=)
(196 x 1+60 x (—=3)) x 1+ (196 x (=3) + 60 x 10) x (—1)
= 196 x 4 + 60 x (—13).

C’est-a~dire, x =4 et y = —13.

MAPLE. Pour trouver d = pged(a,b) et résoudre 'équation ax + by = d, en tapant la
commande

igedex(a, b, z,y); z; y;

on obtient le résultat

Exemple. En tapant la commande
igedex (1004, 15678, x, y); x; y;
on obtient

—203
13

C’est-a-dire, pged (1004, 15678) = 2 et

1004 x (—203) + 15678 x 13 = 2.

Deux entiers non tous nuls a, b sont dits co-premiers si pged(a, b) = 1. Le résultat suivant

est bien connu.

1.1.5. Proposition. Soient a, b, ¢ des entiers non tous nuls.

(1) Si pged(a, b) = pged(a, ¢) = 1, alors pged(a, be) = 1.

(2) Si a | be avec pged(a,b) =1, alors a | c.

(3) Si pged(a,b) =1, alors a | ¢ et b | ¢ si, et seulement si, ab | c.

(4) Sic|aetc|b, alors ¢ |ax + by, pour tous z,y € Z, et donc, ¢ | pged(a, b).
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(5) Les entiers a, b sont co-premiers si, et seulement si, ax + by = 1 avec z,y € Z.

Un entier p est dit premier si p > 1 et p n’a que deux diviseurs positifs 1 et p. Par

exemple, 2,3,5,7,11,13, et 17 sont premiers, mais 1,4, 6, et 9 ne le sont pas.
Voici des propriétés de nombres premiers.

1.1.6. Lemme. Soient p,a,b € Z avec p premier.

(1) Si pfa, alors pged(p, a) = 1.

(2) Sip|ab, alors p|aoup|b.

Démonstration. (1) Posons d = pged(p, a). En particulier,d | p et d | a. Si pfa, alors
d # p. Comme p est premier, d = 1.

(2) Supposons que p | ab. Si p)fa, d’apres 1'énoncé (1), pged(p,a) = 1. D’apres la
proposition 1.1.5(2), p | b. La preuve du lemme s’acheve.

On a un critere pour qu'un entier soit premier.

1.1.7. Lemme. Un entier n (> 1) est premier si et seulement si n n’est divisible par
aucun nombre premier p avec p < y/n.

Démonstration. La necessité est trivial. Supposons que n n’est pas premier. Alors, il
existe un entier p avec 1 < p < n tel que n = pq avec ¢ un entier. On peut supposer p est le
plus petit entier pour cette propriété. Alors p est premier et p < q. Or p? < pg = n, d’olt

p < y/n. La preuve du lemme s’acheve.

Exercice. Vérifier que 97 est premier.
Démonstration. D’abord, +v97 < +/100 = 10. Or, les nombres premiers < 10 sont

2,3,5,7, qui ne sont pas diviseurs de 97. Donc, 97 est premier.
MAPLE. Pour vérifier si un entier a est premier ou non, on tape la commande

isprime(a);

Exemple. En tapant la commande
isprime(100000000019);
on obtient la réponse “true”.

1.1.8. Théoreme d’Euclide. Il y a une infinité de nombres premiers.
Démonstration. Supposons, au contraire, qu’il n'y a qu'un nombre fini de nombres

premiers, disons pi,...,p,. Posons n = p;---p. + 1. Comme n > p;, pour tout 1 <i < r,



n n’est pas premier. D’apres le lemme 1.1.7, il existe au moins un p; avec 1 <17 < r tel que

pi | n. Comme p; | p1 -+ p,, on obtient p;|1, c’est absurde. La preuve du théoréme s’achéve.

Remarque. Jusqu’a février 2013, le plus grand nombre premier connu a 17,425,170

chiffres décimaux.
MAPLE. Pour trouver le plus petit nombre premier > a, on tape la commande
nextprime(a);

Exemple. On tape la commande

nextprime(10°12);
on obtient 1000000000039, le plus petit nombre premier > 10'2.
Le résultat suivant est bien connu.
1.1.9. Théoréme. Tout entier n(> 1) admet une factorisation unique
n= g
appelée factorisation canonique, ou p; < --- < p, sont premiers et e;,...,e, > 0.

Remarque. (1) Dans la factorisation canonique, e; est le plus grand exposant tel que

n.

piei
(2) Si p est premier avec p # p; pour tout 1 < i < r, alors 0 est le plus grand exposant
tel que p¥ | n.

Exemple. 20 = 22 x 5.

1.2 Anneaux

1.2.1. Définition. Un anneau A est un ensemble muni d’une addition
+:AXxA— A:(a,b)—a+bd
avec un zéro 04; et d'une multiplication
tAX A=A (a,b)—>a-b

avec un identité 14, telles que, pour tous a,b,c € A, on a
()a+b=0b+aq;



(
(
(4) il existe un opposé —a tel que a + (—a) = O4;

(5)a-(b-c)=1(a-b)-c;

(6) la-a=a-14 = a;

(Ma-(b+c)=a-b+a-c

8) (a+b)-c=a-c+b-c

En outre, A est dit nulsi A ={04}; et commutatifsi a-b=b-a, pour tous a,b € A.

Remarque. (1) On définit soustraction par
a—b=a+ (=b), pour tous a,b € A.
(2) On note A* ={a € A|a#04}.

Exemple. (1) L’ensemble Z est un anneau commutatif pour I’addition et la multiplica-
tion habituelles.

(2) Chacun des ensembles Q, R, C est anneau commutatif pour I'additions et la multipli-
cation habituelles.

(3) Pour tout entier n > 1, 'ensemble M, (Z) des matrices carrées entieres d’ordre n est
un anneau, qui est non commutatif lorsque n > 1.

(4) L’ensemble N des entiers naturels n’est pas un anneau pour I’addition et la multipli-

cation habituelles.
Le résultat suivant est évident.

1.2.2. Proposition. Soit A un anneau avec a, b, c € A.
(1) A a un seul zero 04.

(2) A a un seul identité 14.

(3) @ admet un seul opposé —a.

(4) 04 a=a-04 =04

() (=1 ) a=—a.
(6) —

(7) (b - c) = ab — ac.
(8) (a — b)e = ac — be.

1.2.3. Définition. Soit A un annecau. Un sous-ensemble B de A est dit sous-anneau si
(1) 14 € B; et
(2) a £ b,ab € B lorsque a,b € B.



Remarque. Un sous-anneau B de A est un anneau lui-méme pour les opérations induites
de celles de A, avec Op =04 et 15 = 14.

Exemple. L’anneau Z est un sous-anneau de 'anneau Q.

Exercice. Vérifier que ’ensemble

LM@z{(S 2)mmez}

est un sous-anneau de Ms(Z).
Démonstration. D’abord, Is € Dy(Z). Pour tous

M:(a 0>,N=<x O)eDQ(Z),
0 b 0 y

tr 0 0
MxN=| """ JMN = ** € Dy(Z0).
0 bxy 0 by

Par définition, Dy(7Z) est un sous-anneau de Ms(Z).

on a

1.2.4. Définition. Soit A un anneau. Un élément a € A est dit inversible s’il existe
b € A, appelé inverse de a, tel que
a-b=>b-a=1y;
et dans ce cas, on note b = a~ .

En outre, A s’appelle corps si A est commutatif et non nul, dont tous les éléments non

nuls sont inversibles.

Exemple. (1) L’anneau Z n’est pas un corps.

(2) Les anneaux Q, R, C sont des corps.

On rappelle la notion de groupe du cours MAT141.

1.2.5. Définition. Un groupe G est un ensemble muni d’une multiplication
GXxG—>G:(g,h)—~g-h

avec un identité e, telle que, pour tous f, g, h, € GG, on a
(De-g=g-e=gy;
@) f-(g-h)=(f-9) N
(3) g admet un inverse g~ tel que g- g1 =g '-g=e.



En outre, si G est un groupe fini, alors le nombre d’éléments de G s’appelle ordre de G.

Exemple. Avec la multiplication usuelle des nombres,
(1) Pensemble {1, —1} est un groupe fini d’ordre deux;

(2) les ensembles Q*, R*, C* sont des groupes infinis.
Le résultat suivant est vu dans le cours MAT141.

1.2.6. Théoréme de Lagrange. Si GG est un groupe d’ordre n, alors ¢" = e pour tout
g€,

1.2.7. Proposition. Si A est un anneau non nul, alors l'ensemble U(A) des éléments
inversibles de A est un groupe pour la multiplication de A, appelé groupe multiplicatif de A.
Démonstration. Comme A est non nul, 14 # 04. Donc 14 € U(A). Si a,b € U(A),
alors (a™) ™' =aet b 'a™! = (ab)™!, et donc a™!,ab € U(A). Par conséquent, U(A) est un

groupe. La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. (1) Si F' est un corps, alors U(F') = F™*.
(2) U(Z) = {1,—1}. En effet, un entier n € Z est inversible si et seulement si n = +1.

Le résultat suivant dit que comment former un nouveau anneau a partir de deux anneaux

donnés.

1.2.8. Proposition. Si A, B sont des anneaux non nuls, alors le produit cartésien
Ax B={(a,b) |ac A be B}

est un anneau non nul avec U(A x B) = U(A) x U(B).
Démonstration. Il s’agit d’'une vérification de routine que A x B est un anneau si ’on
définit, pour tous (a,b), (¢,d) € A x B, que

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), (a,b)(c,d) = (ac, bd).

Evidemment, Oaxs = (04,0B) et Laxp = (14, 15).

En outre, pour tout (a,b) € A x B, on voit que (a,b) € U(A x B) si et seulemengt s'il
existe (¢,d) € A x B tel que (a,b)(c,d) = (¢,d)(a,b) = 1axp si et seulement si ac = ca = 14
et bd = db = 1p, si et seulement si a € U(A) et b € U(B). Par conséquent, on voit que
U(Ax B)=U(A) x U(B). La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. On a vu que U(Z) = {1, —1}. D’apres la proposition 1.2.8,
ZxX7Z={(m,n)|mneZL}
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est un anneau commutatif avec

U(Z x Z) = U(Z) x U(Z) = {(1,1), (=1, 1), (1, —1), (=1, —1)}.

1.2.9. Définition. Soient A, B deux anneaux. Une application bijective ¢ : A — B

s’appelle isomorphisme si les conditions suivantes sont vérifiées.

(1) ¢(1A) = 1p.

(2) p(a+0b) = ¢(a) + ¢(b), pour tous a,b € A.

(3) ¢(ab) = ¢(a)¢p(b), pour tous a,b € A.

Dans ce cas, on dit que A, B sont isomorphes, noté A = B.

Exemple. L’application-identité 14 : A — A est un isomorphisme.

Exercice. Vérifier que Z x Z = Dy(Z).

Démonstration. D’abord, Considerons I'application

¢:Z><Z—>D2(Z):(a,b)r—><g 2)

On voit aisément que ¢ est bijective. Par définition,

¢(lzxz) = o((1,1)) = I2.

Pour u = (a,b),v = (¢,d) € Z X Z, on a

ac 0 a 0 c 0
wm:<0 M>:<Ob)<0d>=awwm

a+c O a 0 c 0
¢<u+v>=< O Hd):((] b>+(o d)=¢<u>+<z><v>.

Ainsi, ¢ est un isomorphisme d’anneaux.

[

1.2.10. Proposition. Si A, B sont deux anneaux isomorphes, alors U(A) = U(B).

Démonstration. Soit ¢ : A — B un isomorphisme d’anneaux. Si a € U(A), on a alors
aa”t =atla =14 Dol, ¢(a)p(a™!) = ¢(14) = 15. De méme, ¢(a ')¢p(a) = 15. Cest-a-
dire, ¢p(a™') = ¢(a)™!, et donc, ¢(a) € U(B). Ceci montre que ¢ induit une application

Y :U(A) = U(B) :aw— ¢(a).

Comme ¢ est injective, ¢ l'est aussi. Soit ¢ € U(B). Comme ¢ est surjective, ¢ = ¢(a)
et ¢! = ¢(b), avec a,b € A. Donc, ¢(ab) = d(a)p(b) = cc™t = 15 = ¢(14). Comme ¢ est
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injective, ab = 14. De méme, ba = 14. Clest-a-dire, a € U(A) tel que ¢(a) = ¢(a) = c.
Ainsi, 1 est bijective. Enfin, pour tous a,b € U(A), on a ¢(ab) = ¢(ab) = ¢(a)p(b) =
¥(a)(b). Ceci montre que 1 est un isomorphisme de groupes. La preuve de la proposition

s’acheve.

1.3 Congruence sur les entiers

Cette section a pour but d’étudier la congruence sur les entiers. On commence par la

notion d’une relation d’équivalence sur un ensemble.

1.3.1. Définition. Soit £ un ensemble.
(1) Une relation binaire sur E est un sous-ensemble R du produit cartésien £ x E. Dans
ce cas, si (z,y) € R, on dit alors que z est en relation avec y, et on note rRy.
(2) Une relation binaire R sur E est dite
(i) réflexive si Rz, pour tout x € F;
(i) symétrique si Ry entraine que yRz, pour tous x,y € E;
(iii) transitive si ¥Ry et yRz entraine que xRz, pour tous z,y,z € F.
(3) Une relation binaire sur F s’appelle relation d’équivalence si elle est réflexive, symétrique

et transitive.

Exemple. (1) L’ensemble S = {(m,n) € Z x Z | m | n} définit une relation binaire sur
Z, qui est réflexive et transitive, mais non symétrique.
(2) L’ensemble R = {(m,n) € ZxZ | (—1)™ = (—1)"} définit une relation d’équivalence

sur Z. On voit aisément que mRn si, et seulement si, m,n ont la méme parité.

1.3.2. Définition. Soit ~ une relation d’équivalence sur un ensemble E.
(1) Sixz € E,'ensemble T = {y € E | y ~ z} s’appelle classe d’équivalence de x par ~.

(2) L’ensemble des classes d’équivalence
E/~:={z|x € FE}
s’appelle ensemble quotient de E par la relation ~.
Remarque. Comme ~ est réflexive, on voit que x € z, pour tout = € E.

1.3.3. Lemme. Soit ~ une relation d’équivalence sur un ensemble E. Si z,y € E, alors
T = i si, et seulement si, x ~ y.

Démonstration. Si ¥ =y, alors x € T = ¥, et donc, x ~ y.

Supposons que x ~ y. Si z € I, alors z ~ x, et donc, z ~ y. D’ou, z € 3. Clest-a-dire,

Z C gy. En outre, comme y ~ x, on a y C z. D’ou, z = y. La preuve du lemme s’acheve.
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Exemple. Considérons la relation d’équivalence sur Z suivante:
R={(m,n)€ZXZ|(-1)"=(-1)"}.

On a
Z/R={z|xeZ}=1{0,1}.

En effet, 0 = {2a | a € Z} et 1 = {2a+1 | a € Z}. Ainsi, 0 # 1. Etant donné z € Z, si z

est pair, alors Z = 0; et si x est impair, alors 7 = 1.

1.3.4. Définition. Soit ~ une relation d’équivalence sur un ensemble E.
(1) Si X est une classe d’équivalence par ~, alors tout x € X est dit représentant de X.
(2) Un sous-ensemble C' de FE s’appelle ensemble complet de représentants de classes

d’équivalence par ~ si tout x € E est en relation avec un unique ¢ € C'.

Remarque. Si C est un ensemble complet de représentants de classes d’équivalence par

~, alors les classes d’équivalence ¢, avec ¢ € C, sont deux a deux distinctes telles que

E/~={¢|ceC}.

Exemple. Considérons la relation d’équivalence R = {(m,n) € ZxZ | (—-1)™ = (—-1)"}.
On voit que {0,1} est un ensemble complet des représentants des classes d’équivalence par

R. Remarquons que {3,6} l'est aussi.
On est prét d’introduire la relation de la congruence sur les entiers.

1.3.5. Définition. Soit un entier m > 2. Deux entiers a, b sont dit congrus (ou bien, a

est congru a b) modulo m si m | a — b, noté a = b (modm).
Remarque. Par définition, a = 0 (modm) si et seulement si m | a.
Exemple. 11 = 6(mod 5) et 39 = 0(mod 3).

1.3.6. Lemme. Soit un entier m > 2. La congruence modulo m est une relation

d’équivalence sur Z.

Démonstration. Soient a,b,c € Z.

(1) Comme a —a =0, on am | a—a, et donc, a = a( modm).

(2) Supposons que a = b(modm). Alors m | a — b, et donc, m | b — a. Clest-a-dire,
b= a(modm).

(3) Supposons que a = b(modm) et b = c¢(modm). Alors a —b = ms et b — ¢ = mt.
Dou, a —¢c = (a—0b)+ (b —¢) = m(s +t). Cest-a-dire, a = c¢(modm). Ceci acheve la

démonstration du lemme.
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Le résultat suivant donne une interprétation du reste d’un entier divisé par m en termes

de congruence module m.

1.3.7. Lemme. Soit un entier m > 2. Pour tous a,b,r € Z, on a

(1) a = b(modm) si et seulement si r,,(a) = 7,,(b);

(2) r(a) =7 si et seulement si a = r(modm) et 0 < r < m.

Démonstration. (1) Posons 7,,(a) = r et r,,(b) = s. Alors a = mq +r et b = mq' + s
avec ¢,q' € Z. Si s =r, alors a — b =m(q — ¢'), et donc, a = b(modm). Récoproquement,
si @ = b(modm), alors il existe ¢ € Z tel que a = mec+b=mc+mq +s=m(c+q)+s.
D'ou, rp(a) = s = ry(b).

(2) Par définition, r = r,,(a) si, et seulement si, a = mq + r avec ¢ € Z et 0 < r < m si,
et seulement si, m | a —r et 0 < r < m si, et seulement si, a = r (modm) et 0 <r < m. La

preuve du lemme s’acheve.

MAPLE. Pour calculer le reste de a divisé par m, on utilise la commande

a mod m;
Exemple. En tapant 234653423314678965 mod 1243256789, on trouve

T1243256780 (234653423314678965) = 622113819.

1.3.8. Lemme. Soit un entier m > 2. Si a = b(modm) et ¢ = d(modm), alors
a+c=b+d(modm) et ac = bd(modm);

et par conséquent, a’ = b’ (modm), pour tout entier ¢ > 0.

Démonstration. Supposons que a = b(modm) et ¢ = d(modm), alors a — b = ms et
c—d = mt avec s,t € Z. Comme (a+c¢) — (b+d) = (a—b) + (¢ —d) = m(s+1t), on a
a+c=0b+d(modm). En outre,

ac —bd = ac — bc + bc — bd = (a — b)c + b(c — d) = m(sc + bt).

D’oll, ac = bd (modm). Enfin, comme a = b(modm) et a = b(modm), on a a*> = b? (modm).

En générale, a' = b' (modm), pour tout entier 7 > 0. La preuve du lemme s’achéve.

Exercice. Trouver rg9(23572).

Solution. On voit aisément que 2357 = 57(mod 100). D’apres le lemme 1.3.8, on a
23572 = 57%(mod 100). Comme 572 = 3249 = 49(mod 100), on a 2357 = 49(mod 100).
Comme 0 < 49 < 100, d’apres le lemme 1.3.7, 7199(2357%) = 49.
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1.3.9. Proposition. Soit un entier m > 2. Pour tous a,b € Z, la congruence
ax = b(modm)

a des solutions si et seulement si b est divisible par pged(a, m).
Démonstration. Posons pged(a,m) = d. D’apres le théoreme de Bachet-Bézout, il
existe xg, Yo € Z tels que

axg + myg = d.

Si b = dby avec by € Z, alors a(zoby) +m(yobo) = dbyg = b. D’ott, m | a(xeby) — b, c’est-a-dire,
a(xobg) = b(modm). Ainsi, xoby est une solution de la congruence.

Réciproquement, si ax; = b(modm) pour un certain x; € Z, alors m | ax; — b, et donc,
ax; —b = myy, pour un certains y; € Z. C'est-a-dire, ax; +my; = b. Comme d | a et d | m,

on a d | b. La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. (1) La congruence 25z = 34(mod 85) n’a pas de solution, puisque 34 n’est
pas divisible par 5, un commun diviseur de 25 et 85.

(2) Considéons la congruence 4z = 10 (mod 18). Comme pged(4, 18) = 2, qui divise 10,
cette congruence admet des solutions. En effet, par 'algorithme d’Euclide, on trouve que

4 x5+ 18 x (—1) = 2. En multipliant par 5 a deux c6tés, on a
4% 25+ 18 x (—5) = 10.

Par conséquent, 25 est une solution de la congruence. Remarquons que tout a € 25 + 187

est également une solution.

1.3.10. Théoréme des restes chinois. Soit un systeme de congruences

= a; (modmy)

= ay (modmsy)

r = a,(modm,),
oumy,...,m,>2etay,...,a, €7Z. Simq,...,m, sont deux a deux co-premiers, alors
(1) le systeme admet une solution a; et
(2) un entier b est aussi une solution si, et seulement si, b = a+ (my - - -m,.)n, avec n € Z.

Démonstration. Supposons que mq, ..., m, sont deux a deux co-premiers. Posons
L myemy .
=" ] g i1,
m; J#i

On se fixe un 7 avec 1 < ¢ < r. Comme pged(m;,m;) = 1 pour tous j # i, d’apres la
proposition 1.1.4(1), pged(m;, m;) = 1. Donc, m;x; + m;y; = 1, pour certains x;,y; € Z. Par

conséquent, m;x;a; + myy;a; = a;. Ceci donne m;x;a; = a; (mod my).
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r ~ o« . . ~ ~ .
Posons a = )., m;x;a;. Si j # i, alors m; | my;, et donc, m;z;a; = 0(modm,). Par

conséquent,
a:m-a-x-—i—g mix;a; = a; +0=a; (modmy;), i =1,...,r.
1Uglg 1< j<nyjsti gL gty 7 z( 2)7 ) )
Enfin, pour tout b € Z, on a b = a;(modm;), i = 1,...,r, si et seulement si, b =
a(modm;), i = 1,...,7, si et seulement si, m; | b —a, i =1,...,r. D’apres la proposition

1.1.4(3), cette derniere condition est équivalente & my ---m, | b — a, c’est-a-dire, b = a +

(mq -+ -m,)n, pour un certain n € Z. La preuve du théoréeme s’acheve.

L’exemple suivant a apparu la premiere fois dans un livre chinois datant d’environ le

H-ieme siecle.

Exemple. Soient des objets en un nombre < 100. Si I’on les range par 3 il en reste 2; si
I'on les range par 5, il en reste 3; et si l'on les range par 7, il en reste 2. Combien d’objets
a-t-on?

Solution. Supposons que l'on a x objets. Alors

= 2(mod3)
3 (mod 5)
2 (mod 7).

Posons m; = 3, my = 5 et mg = 7. Et calculons m; = 35, my = 21, m3 = 15.
Remarquons que
35x2 4+ 3x(=23) = I;
20x1 + 5x(—4) = I
15x1 + 7x(-2) = L

On a ainsi
3 x2x2 + 3Ix(-23)x2 =

2;
21 x1x3 + 5x(—4)x3 = 3;
I5x1x2 4+ 7x(-2)x2 = 2

En vue de la preuve du théoreme 1.3.10, on obtient une solution
a=30x2x24+21 x1x3+15x1x2=233.
Comme 3 x 5 x 7 = 105, les solutions sont
xr =233+ 105n,n € Z.

On veut que z < 100. Prenant n = —1, on obtient x = 128. Prenant n = —2, on a z = 23.

En conclusion, il y a 23 objects.
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Maintenant, on utilisera la relation de congruence pour construire des anneaux quotients

des entiers.
1.3.11. Définition. Soit un entier m > 2. Pour tout a € 7Z, la classe d’équivalence
a=1{beZ|b=a(modm)}
s’appelle classe de congruence de a modulo m.

1.3.12. Lemme. Soit un entier m > 2. Si a,b € Z, alors

()a={a+mz|x €} = a+mZ

(2) @ = b si, et seulement si, r,,(a) = r,,(b).

Démonstration. (1) Pour tout y € Z, on a y € a si et seulement si m | y — a si et
seulement si y = ma + a, pour un certain x € Z. D’ou, a = a + mZ.

(2) D’apres le lemme 1.3.3, @ = b si, et seulement si, a = b(modm) si, et seulement si,

rm(a) = r,(b) par le lemme 1.3.7(1). La preuve du lemme s’acheve.

Exemple. Considérons la congruence modulo 2. D’apres le lemme 1.3.12(1), on voit que
(1) 0 ={2a | a € Z}, 'ensemble des entiers pairs;
(2) 1 ={2a+1]a € Z}, 'ensemble des entiers impairs.

1.3.13. Corollaire. Soit un entier m > 2. Alors {0,1,...,m — 1} est un ensemble
complet de resprésentants des classes de congruence modulo m.

Démonstration. Pour tout a € Z, d’apres le lemme 1.3.7, r,,(a) € {0,1,....,m — 1}
tel que a = rp,(a) (modm). Sis € {0,1,...,m — 1} avec s # r,,(a), d’apres le lemme 1.3.7,

a # s(modm). La preuve du corollaire s’acheve.

Le résultat suivant dit que la relation de congruence nous permet de constriure des

anneaux finis a partir de I'anneau infini Z.
1.3.14. Proposition. Soit un entier m > 2. L’ensemble quotient
Zm={a|acZ}

est un anneau commutatif, dont le zéro est 0 et I'identité est 1, pour les opérations suivantes:

a+b=a+0b et a-b=ab.

Démonstration. D’abord, on prétend que I’addition et la multiplication sont correcte-
ment définies. En effet, si @ = ¢ et b = d, alors a = ¢(modm) et b = d(modm). D’apres le
lemme 1.3.8, a+b = c+d(modm) et ab = cd (modm). C'est-a-dire, a +b = ¢ + d et ab = cd.
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Pour tout @ € Z,,, onaa+0=a+0=aet1-a=1-a=a. Dou, 0 est le zéro et 1 est

I'identié de Z,,. On peut vérifier les autres axiomes énoncés dans la définition 1.2.1. Enfin,

a-b=ab=ba=>b-a La preuve de la proposition s’acheve.

Remarque. D’apres le corollaire 1.3.13, on voit que

Loy =40,1,...,m —1}
est un anneau commutatif de m éléments, appelé anneau quotient de Z modulo m.

Exemple. Considérant m =2, on a Z, = {0,1}, ot
(1) 0 = {0+ 2z | x € Z} = {entiers pairs}.
(2) 1 ={1+ 2z |z € Z} = {entiers impairs}

dont les opérations sont définies comme suit:

et

En particulier, on a

(i) {entiers impairs} + {entiers impairs} = {entiers pairs},

(ii) {entiers impairs} - {entiers impairs} = {entiers impairs}.
Les résultat suivant décrit en particulier les éléments inversibles de Z,,.

1.3.15. Proposition. Soit a € Z,, avec m > 2.
(1) @ = 0 si et seulement si m | a.
(2) a € U(Zy,) si et seulement si a, m sont co-premiers.
(3) Siax +my =1, alorsa ! = 7.

Démonstration. Soit a € Z. D’abord, @ = 0 si, et seulement si, a = 0(modm) si, et
seulement si, m | a.

Ensuite, @ € U(Z,,) si et seulement si ab = 1 pour un certain b € Z si, et seulement si,
ab = 1 pour un certain b € Z si, et seulement si, ab = 1(modm) pour un certain b € Z.
D’apres la proposition 1.3.9, cette derniere condition est équivalente a pged(a,m) | 1, ¢’est-

a-dire, a, m sont co-premiers. Enfin, supposons que ax + my = 1. D’apres la définition,

y=ar+0=axz.

D’ot1, @~ = z. La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. Considérons Z;7;. Vérifier que 5 € U(Z171) et trouver son inverse.
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Solution. En effet, 5 est premier, qui ne divise pas 171. Ainsi, pged(5,171) = 1. D’apres
le proposition 1.3.15(2), 5 € U(Zy71). Pour trouver 57! on doit résoudre premic¢rement

I’équation 5z + 171y = 1. En utilisant I'algorithme d’Euclide, on trouve

5 x (=34) 4+ 171 x 1 = 1.

Ainsi, —34 = 137 est 'inverse de 5 dans Z7;.
Le résultat suivant sera tres utile pour réduire le taille d'un anneau quotient de Z.
1.3.16. Proposition. Soient deux entiers m,n > 2. Si pged(m,n) = 1, alors
Loy, = Loy, X Loy

Démonstration. Pour tout z € Z, on écrit & = x + (mn)Z € Zyp, & = x + Mm% € Ly,

et ¥ = x4+ nZ € Z,. Considérons I'application
O Lpn, = Loy X Lo, = T (2, 3).

Siz =7y, alors mn | x—y, et donc, m |z —yetn|x—y Ainsi z = y(modm) et
=y (mod n). Ainsi, (2,%) = (9,7). Ceci montre que ¢ est correctement définie.
Fixons (a,b) € Zp, X Z,. Comme pged(m,n) = 1, d’apres le théoreme 1.3.10(1), le
systeme
= a(modm)

= b(modn)

a admet une solution c¢. C’est-a-dire, ¢ = a (mod m) et ¢ = b(mod n). D’o,
¢(¢) = (¢,¢) = (a, ).

Si d € Zmy est tel que ¢(d) = (a,b), cest-a-dire, (d,d) = (a,b). Alors d = a (mod m)
et d = b(modn). Clest-a-dire, d est aussi une solution du systeme ci-dessus. D’apres le
théoréeme 1.3.10(2), d = ¢ (mod mn), c’est-a-dire, d = ¢. Ceci montre que ¢ est bijective.

Enfin, il est évident que ¢ satisfait aux axiomes énoncés dans la définition 1.2.8. Ainsi,

¢ est un isomorphisme d’anneaux. La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. Trouver |U(Zigo)|.
Solution. Comme 100 = 4 x 25 avec pged(4,25) = 1, d’apres la proposition 1.3.16, on
a Zioo = Zy X ZLos. D’apres la proposition 1.2.10 et la proposition 1.2.8,

U(ZNO) = U(Z4 X Z25) = U(Z4) X U(Zz5)
AiIlSi, |U(ZIOO)| = |Z4 X Z25| = |U(Z4)| X |U(Z25)’
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Comme Z4 = {0,1,2,3}, d’apres la proposition 1.3.15(2), U(Z,) = {1, 3}.

En outre, Zos = {0,1,.. ,271} Sia € {0,1,...,24}, alors a & U(Zgs) si et seulement
si pged(a,25) # 1 si et seulement si 5 | a si et seulement si a € {0,5,10,15,20}. Ainsi
U(Zas)| = 25 =5 =20. D'ow, [U(Zoo)| = |U(Za)| X |U(Zss)| = 40.

On conclut cette section par un critere pour que Z,, soit un corps.

1.3.17. Théoreme. Soit un entier m > 2. Alors Z,, est un corps si et seulement si m
est premier.

Démonstration. Si m n’est pas premier, alors m = ab with 1 < a,b < m. D’apres
la proposition 1.3.15(1), @,b € Z,, sont tous non nuls. Mais, @-b = ab = m = 0. Par
conséquent, Z,, n’est pas un corps.

Supposons que m est premier. Sia € Z,, est non nul, alors m }a. Comme m est premier,
pged(m,a) = 1. D’apres la proposition 1.3.15(2), a est inversible. Ceci montre que Z,, est

un corps. La preuve du théoreme s’acheve.

Soit p un entier premier. Par abus de notation, on identifiera r € {0,1,...,p — 1} avec

7 € Zy. De cette facon, Z, = {0,1,...,p — 1} muni des oppérations suivantes:

a®b=r,(a+b) et a®b=ry(ab).

1.4 Code ISBN

Comme 11 est un nombre premier, on a un corps Z; = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, X}, ou

X représente 10. Les éléments de Z,, s’appellent caractéres.
1.4.1. Définition. Le code ISBN d’un livre (avant I’an 2007) est une suite
a10203040506070809010
de 10 caracteres de Z1; qui sont regroupés en quatre segments:
A-B-C-D

ou A, B, C se composent des chiffres de {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Plus précisément,

(1) A, de un a cinq chiffres, est le code de la zone linguistique ou la zone géographique:
plus la production dans la zone est abondante, plus le segment est court.

(2) B, de un a sept chiffres, est le code de I’éditeur: plus la production chez I’éditeur est

abondante, plus le segment est court.
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(3) C est le numéro d’ordre du livre chez I’éditeur; sa longueur est déterminée telle que
la longueur totale de A — B — C est 9.

4) D = {ajp}, ou ajg = o n- a, € Zq1, appelé clé de controle.

( ; n=1 , app

Remarque. (1) A titre d’exemple, le code pour la zone anglophone est 0 ou 1; pour
la zone francophone, c’est 2; pour la zone germanophone c’est 3; et pour le Japon, c’est
4; et pour le Cambodge, c’est 99950. Enfin, le code 92 est réservé pour les organisations
internationales.

(2) Un livre publié en France porte un code ISBN se commengant par 2, mais peut étre
rédigé en anglais.

(3) Le segment C est normalement attribué séquentiellement et complété par des zéros

a 'avant.

Exemple. Le code ISBN du livre Algebre linéaire par Joseph Grifone (Cépadues Editions,
Toulouse, 1990) est 2-85428-239-6. Ceci signifie que ce livre est publié dans la zone franco-

phone, et la production chez ’éditeur est peu abondante.
1.4.2. Proposition. Etant donné un code ISBN
a102030405060708A9010,

10
onay, _ n-a,=0dans Zi.
. . o 9 9
Démonstration. Par définition, ajo = Y _; n-a,, et donc >~ | n-a, —a = 0.

Comme —1 = 10 dans Z;1, on obtient Ziozl n-a, = 0. La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. Est-ce que 023456712X est un code ISBN?

Solution. Dans le corps Z;, on a
O0X14+2x243x34+4Xx44+5X54+6X64+TXx74+1x8+2x9+10x10=1.

Il ne s’agit pas d'un code ISBN.

1.5 Exercices

1. Sin € Z et a € R, montrer que [n+ a] =n + [a.

2. Montrer, pour tous «, f € R, que

[o] +[B] < [a+ 8] < [a] + [B] + L.
3. (MAPLE) Donner un nombre premier de 9 chiffres décimales.
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10.

11.

12.

13.

14.

Soient p, a, b des entiers positifs avec p premier. Si r, s sont les plus grands exposants tels

que p" | a et p® | b, montrer que r + s est le plus grand exposant tel que p"** | ab.

. Vérifier que 103 est un nombre premier.

(MAPLE) Vérifier les quels des nombres suivants sont premiers:

1234577,  1789017237; 1789017271; 19912017.

Trouver le quotient et le reste de —2363 par 215.

Sia,b e Z avec b > 0, montrer qu’il existe r,s € Z avec 0 < r < b tels que

ar 4+ bs = pged(a, b).

. Trouver r,s € Z avec 0 < r < 75 tels que (—365)r + 75s = pged(—365, 75).

(MAPLE) Soient a = 120365821 et b = 237894103. Trouver des entiers z,y tels que

az + by = pged(a, b).

A:{(“ b) |a,b,c€Z}.
0 ¢

(1) Montrer que A est un sous-anneau de M(Z).

Soit

(2) Trouver le groupe multiplicatif de A.

Donner le groupe multiplicatif de 'anneau Z x Q.
Considérer I'anneau My (Z) des matrices carrées d’ordre 2 sur Z. Montrer que son groupe
multiplicative se compose des matrices de déterminant 1 ou —1.

Indice: Observer que le déterminant de toute matrice de M»(Z) est un entier, et calculer

I'inverse d’une matrice inversible en utilisant sa matrice adjointe.

Dans chacun des cas suivants, déterminer si la relation binaire R est une relation d’équivalence

or non; et si oui, trouver un ensemble complet de représantants des classes d’équivalence.

(1) Pour tous m,n € Z, on définit mRn si et seulement si nm > 0.
(2) Pour tous z,y € R, on définit 2Ry si et seulement si z > y.

(3) Pour tous z,y € R, on définit Ry si et seulement si |z — y| < 3.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Considérer la relation binaire sur le plan R? suivante:
R ={(z,y) €R* |y = ax +b}.
Trouver les valeurs réelles de a, b pour que R soit une relation d’équivalence.

Counsidérer la relation binaire sur Z suivante:
R={(m,n) €ZXZ|rs(m)=rs(n)}

(a) Vérifier que R est une relation d’équivalence.
(b) Donner un ensemble complet de représtantants des classes d’équivalence par R.

(¢) Donner les éléments sans redondance de I'ensemble quotient de Z par R.

Considérer Z x Z* = {(m,n) € Z x Z | n # 0}. Pour tous (m,n), (r,s) € Z x Z*, définir
(m,n) ~ (r,s) siet seulenet si ms = rn.

(1) Vérifier que ~ est une relation d’équivalence sur Z x Z*.
(2) Désignant par ™ la classe d’équivalence de (m,n) par ~, vérifier que les opérations
suivantes sont correctement définies:

m r ms—+rn
—+ —-=— €t
n S ns

r mr
X — = ——
S

m
n ns

(3) Vérifier que muni des opérations définies ci-dessus, ’ensemble quotient de Z x Z* par

~ est un corps, appelé corps de nombres rationnels et noté Q.

Remarque. Pour vérifier que Q est un corps, il suffit de vérifier les axiomes (3), (4),
(6), (7) de la définition 1.2.1, ainsi que la commutativité de la multiplication et que

tout élément non nul est inversible.

Dans I'anneau quotient Zsg = {a | a € Z}, calculer

(1) 57—125; (2) 35 x27.

Attention: Les résultats finaux doivent étre des classes de congruence d’entiers non

négatifs et inférieurs que 20.

Soit un polynome entier f(z) =Y " a;x'. Sia,b € Z tels que a = b(modm), avec m > 2

un entier, montrer que f(a) = f(b) (modm).

Soit n = a, - - - aiag, avec 0 < a; < 9, un entier en notation décimale.

(1) Montrer que 5 | n si et seulement si ap = 0 ou 5.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

(2) Montrer que 3 | n si et seulement si 3 | Y., a;.

(3) Montrer que 11 | n si et seulement si 11 | a — b, ou a est la somme des a; avec ¢ paire

et b est la somme des a; avec ¢ impaire.

(MAPLE) Trouver le reste de 7868965346533765 divisé par 8971232.

Dans chacun des cas suivants, déterminer si la congruence a des solutions ou non; si oui,

donner une solution.
(1) 145z = 15(mod85); (2) 123z = 217(mod 195);
(3) 2092 = 22(mod 77); (4) 1422 = 67(mod 792).

Soient des objets en un nombre < 210. Si 'on les range par 5 il en reste 2; si 'on les

range par 6, il en reste 1; et si 'on les range par 7, il en reste 3. Combien d’objets a-t-on?

Considérer 'anneau commutatif Zq74. Dans chacun des cas suivants, déterminer si la

classe de congruence a est inversible ou non; et si oui, trouver son inverse.

(1) a=1669; (2) a=131.
Trouver les éléments inversibles de I’anneau commutatif Zs.
Trouver le groupe multiplicatif de Zs,.

(MAPLE) Soient a = 1234567 et m = 8974251. Vérifier que a est inversible dans Z,, et

trouver un entier b avec 0 < b < m tel que a~! = b.
(MAPLE) Déterminer lequel de Zasase7s001 €t Zosasersor7 €St un corps.

Les Editions Québec Amérique est une maison d’édition québécoise du code 7644. Fabri-

quer un code ISBN du 203-ieme livre publié chez Les Editions Québec Amérique.

America Press est un éditeur aux Etats-Unis du code 12. 1l a publié¢ un livre dont le
numéro d’ordre chez America Press est 599250. Trouver le code ISBN de ce livre, en

sachant que le dernier caractere est un chiffre impaire.
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Chapitre II: Cryptographie

La cryptographie est la pratique et I’étude des techniques de communication sécurisée en
présence de tiers. Plus généralement, il s’agit de la construction et de I'analyse des protocoles
qui permettent de surmonter 'influence des adversaires et qui sont liés a divers aspects de
la sécurité de I'information tels que la confidentialité des données, I'intégrité des données et
Iauthentification. Les applications de la cryptographie incluent des cartes ATM, mots de

passe informatiques et le commerce électronique.
2.1 Indicatrice d’Euler
2.1.1. Définition. Soit un entier m > 1. Le nombre d’entiers a € {1,...,m} avec
pged(a, m) = 1 s’appelle Uindicatrice d’Euler de m, noté ¢(m).
Remarque. Comme pged(1l,m) =1, on a ¢(m) > 1.

Exemple. (1) Par définition, p(1) = 1.
(2) Les entiers a € {1,...,10} avec pged(a,10) = 1 sont 1,3,7,9. D’ou, ¢(10) = 4.

On donnera une autre intépretation de p(m).

2.1.2. Proposition. Soit un entier m > 2. Alors ¢(m) est égal a 'ordre du groupe
multiplicative de I'anneau Z,,.

Démonstration. Comme m = 0, on a Z,, = {1,2,...,m}. Pour tout 1 < a < m,
d’apres la proposition 1.3.4, la classe a appartient a U(Z,,) si, et seulement si, pged(a, m) = 1.

Par conséquent, l'ordre de U(Z,,) est égal a ¢(m). La preuve de la proposition s’acheve.
Exemple. Comme |U(Z1g0)| = 40, on a ¢(100) = 40.

2.1.3. Corollaire. Si p est un nombre premier, alors p(p) = p — 1.

Démonstration. D’apres le théoréme 1.3.17, Z, = {0,1,...,p — 1} est un corps de p
éléments. Ainsi U(Z,) = {1,...,p — 1} est un groupe d’ordre p — 1. D’apres la proposition
2.1.2, p(p) = p— 1. La preuve du corollaire s’acheve.

Exemple. Comme 97 est premier, ¢(97) = 96.

Le résultat précédant nous permet d’évaluer I'indicatrice d’Euler.

2.1.4. Lemme. Soient des entiers m,n > 2. Si pged(m,n) = 1, alors
p(mn) = p(m)e(n).
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Démonstration. Supposons que pged(m,n) = 1. D’apreés la proposition 1.3.16, on a
Loy = Loy, X Loy D’apres les propositions 1.2.10 et 1.2.8,

U(Zn) = U(Zy % L) = U(Z) % U(Zy).
Par conséquent,
p(mn) = |U(Zmn)| = |U(Zm) x U(Zn)| = |U(Zm)||U(Zn)| = e(m)p(n).
La preuve du lemme s’acheve.
Exemple. Comme ¢(10) =4 et ¢(3) =2, on a ¢(30) = 8.

2.1.5. Théoréme. Soit un entier m > 2. Si m = pi'---p° est la factorisation

canonique, alors

p(m) = —p? )y —pTH) =m (1 - i) (1 — i) .

Démonstration. Supposons que r = 1, disons m = p® avec e > 0 et p un nombre

premier. Posons

X={zef{l,....p} | pged(z,p) #1} ={z € {1,...,p°} tel que p | }.
D’apres le lemme 1.1.3, | X| = [%e} = p*~ 1. Donc,

e(p°) = {z € {1,...,p°} | pged(z,p°) = 1} = p* —p“".

Supposons que r > 1 et le résultat est valide pour » — 1. Comme les p; sont 2 a 2

distincts, les pi* sont 2 & 2 co-premiers. D’aprés la proposition 1.1.5(3), p{* ---p. 7' et p&r

sont co-premiers. En vertu du lemme 2.1.4 et I’hypothese de récurrence, on a
e er— er\ _ (€ e1— er— er—1—1 er er—
p(m) = o(pi* -y )e(p) = (o5 = pi Y - (07 = py3 D)o —p ).
La preuve du théoreme s’acheve.

Exemple. Comme 1000 = 2353, on a

1 1
£(1000) = 1000 (1 - 5) <1 - 5) = 400.

2.1.6. Théoréme d’Euler. Soit un entier m > 2. Si a est un entier co-premier a m,
alors

a?™ =1 (modm).
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Démonstration. Soit a € Z,,. Si pged(a, m) = 1, alors a € U(Z,,). Comme l'ordre de
U(Zy,) est p(m), d’apres le théoreme de Lagrange, 'ordre de a est un diviseur de ¢(m). En

particulier, a#m = ¢ = 1. Cest-a-dire, a?™ = 1 (modm). Ceci acheve la preuve du

théoreme.

Exercice. Donner le dernier chiffre décimal de 2013*.

Solution. Il s’agit de trouver le reste de 2013* divisé par 10. On a vu que ¢(10) = 4.
Comme 2013 n’est pas divisible par ni 2 ni 5, pged(2013,10) = 1. Par conséquent, 2013 =
1(mod 10). C’est-a-dire, le dernier chiffre décimal de 2013* est 1.

Le résultat célebre suivant est un cas particulier du théoreme d’Euler, mais il est apparu

beaucoup plus avant.

2.1.7. Petit théoreme de Fermat. Soit p un nombre premier. Si a est un entier non
divisible par p, alors a?~* = 1(modp).
Démonstration. D’apres le corollaire 2.1.3, p(p) = p—1. Sip fa, alors pged(a,p) = 1.

D’apres le théoreme d’Euler, a?~! = 1(modp). La preuve du théoréme s’acheve.
2.1.8. Corollaire. Soit p un nombre premier. Si a est un entier, alors
a’ = a (modp).

Démonstration. Si p | a, comme a”? — a = a(a’?™' — 1), on a p | a? — a, c’est-a-dire,

a? = a (modp). Sinon, a?~! = 1, et donc a? = a (modp). La preuve du corollaire s’acheve.

En généralisant le corollaire 2.1.8, on obtient le résultat suivant, qui est la base du
chiffrement RSA.

2.1.9 Théoréme. Soit m = pq, avec p, q deux nombres premiers distincts. Soit n un

entier positif avec n = 1(mod ¢(m)). Pour tout entier a, on a

a" = a(modm).

Démonstration. Par I'hypothese, n = ¢(m) s+ 1, pour un certain s > 0.

(1) Sip|aetq|a,alors m | a, et donc, a” =0 = a(modm).

(2) Sip faetq ) a, alors pged(a,m) = 1. D’aprés le théoreme d’Euler, a?(™) =
1 (modm), et donc, a®™* = 1° = 1 (modm). Par conséquent, a” = a®"™*a = a (modm).

(3) Supposons que p | a et ¢ fa. Alors a = p'b, avec t > 0 et p [ b.

Comme ¢ fa, on aq fb. D’apres le cas (2), b" = b(modm).

D’apres le théoreme 2.1.5, ¢(m) = (p—1)(¢—1). Comme p # ¢, d’apres le petit théoréme
de Fermat, p?~! = 1(mod q), et donc,

p(p(m)st _ (pq—l)(p—l)st = 1(-Dst = 1(mod q).
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Clest-d-dire, p?™st = ge + 1 avec ¢ € Z.

Comme qa = gp'b = mp*~*b = 0 (modm), on obtient
a® = ptmbt = (pt) Pty = pemst(pth) = (ge + 1)a = (ga)c + a = a(modm).
De méme, si ¢ | a et p Ja, alors a™ = a(modm). Ceci achéve la preuve du théoreme.

Exemple. Considérons 77 = 7 x 11. On a ¢(77) = 6 x 10 = 60. Remarquons que

361 = 1 (mod60). Pour tout entier a, d’apres le théoréeme 2.1.9, on a

a®™ = a (mod 77).

2.2 Chiffrement RSA

Le chiffrement d’un message a besoin de deux clés: une pour le chiffrer et une pour le

déchiffrer. Voici la schéma du chiffrement:

chiffrer transmission déchiffrer
_— _—

texte illisible

texte claire texte illisible texte original.

Pendant tres longtemps, on a utilisé une méme clé pour chiffrer et déchiffrer. L’un des
problemes de cette technique est que la clé doit rester totalement confidentielle. Et la mise
en oeuvre peut s’avérer difficile, surtout avec un grand nombre de correspondants car il faut
autant de clés que de correspondants. En 1976, Diffie et Hellman ont imaginé un modele
théorique de chiffrement, appelé chiffrement a clé publique, dans lequel la clé pour chiffrer
est publique, et la clé pour déchiffrer est privée. En 1978, Rivest, Shamir et Adelmann ont

réalisé ce modele par la création du chiffrement RSA.

2.2.1. Définition. Un code RSA se compose d'une clé publique (m,e) et d'une clé
privée (m,d), ou

(1) m = pq avec p,q deux nombres premiers distincts, appelé module de chiffrement,

(2) e est tel que 1 < e < ¢(m) et pged(e, p(m)) = 1, appelé exposant de chiffrement;

(3) d est tel que 0 < d < ¢(m) et ed = 1(mod p(m)), appelé ezposant de déchiffrement.

Remarque. (1) Dans la pratique, p, g doivent étre de grande taille, par exemple, de 100
a 200 chiffres décimales. Dans ce cas, en utilisant le meilleur algorithme et des ordinateurs
les plus rapides, il faudrait des siecles pour trouver p,q a partir de m. Par conséquent, il
sera impossible de trouver ¢(m).

(2) L’exposant de chiffrement e doit étre tres grand. On applique Ialgorithme d’Euclide

pour assurer que pged(e, o(m)) = 1 et trouver des entiers z, y tels que ex + p(m)y = 1.
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(3) L'exposant de déchiffrement d est I'inverse de e modulo p(m), ce qui est 7u(m)(2).

Sans connaitre p, ¢, il sera impossible de trouver d a partir de m et e.

Exemple. Donner un code RSA avec p = 100000000019 et ¢ = 10000000000309.
Solution. On tape les codes du MAPLE suivants:

p = 100000000019;
100000000019

g := 1000000000039;
1000000000039

m = Dpx*q;
100000000022900000000741

a:=(p—1)x(¢—1);
100000000021800000000684

Ainsi on obtient le module de chiffrement m = 100000000022900000000741. En outre,
on a p(m) = a = 100000000021800000000684. On choisit l'exposant de chiffrement e =

1234567. On continue avec les commandes suivants:

e = 1234567;
1234567
—36586511716129406504717
451685

d := —36586511716129406504717 mod a;

63413488305670593495967

Dongc, I'exposant de déchiffrement est d = 63413488305670593495967. Ceci nous donne
un code RSA dont la clé publique est

(m, e) = (100000000022900000000741, 1234567)
et la clé privée est

(m,d) = (100000000022900000000741, 63413488305670593495967).

Le résultat suivant est le principe du code RSA.

2.2.2. Théoréme. Soient un code RSA dont la clé publique est (m,e) et la clé privée

est (m,d). Soit n un entier avec 0 < n < m. Si x = r,,(n°), alors r,,(z%) = n.
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Démonstration. Supposons que z = 7,,(n¢) et y = rp,(z%). Alors n® = z(modm) et

2% =y (modm). Comme ed = 1(mod ¢(m)), d’apres le théoréme 2.1.9, on a

d

n=n=(n?=z?=y(modm).

Comme 0 < n,y < m, on an =y. La preuve du théoreme s’acheve.

MAPLE. Pour calculer le reste de a™ divisé par m, on tape la commande

power(a,n) mod m;

Pour appliquer le chiffrement RSA, on doit convertir les textes en nombres naturels
inférieurs que le module de chiffrement: chaque caractere est remplacé par un nombre naturel,
et une phrase est remplacée par la concatenation de nombres naturels correspondants. Par
exemple, le code ASCIT (American Standard Code for Information Interchange) remplace
chaque caractere non accentué par un 3-chiffre nombre, qui permet de convertir toutes les
phrases en anglais. Pour ce cours, on va écrire les textes en majuscules et les convertir en

nombres naturels selon le tableau suivant.

A(01) | B(02) | C(03) | D(04) | E(05) | F(06) | G(07) | H(08) | 1(09) J(10)
K(11) | L(12) | M(13) | N(14) | O(15) | P(16) | Q(17) | R(18) | S(19) T(20)
U21) | V(22) | W(23) | X(24) | Y(25) | Z(26) | A(27) | A(28) | C(29) £(30)
E(31) [B(32) |1(33) |1(34) | O(35) | U36) | U37)|1(38) |’(39) (40)
7(41) | :(42) |,(43) [ 7(44) |;(45) | #(46) | &(47) | $(48) | “(49) | espace(50)

Exemple. Avec le tableau ci-dessus, la phrase
DEMAIN, J'IRAI A QUEBEC.

est converti en le nombre suivant:

040513010914435010390918010950275017213002050340

2.2.3. Fonctionnement du chiffrement RSA. Etant donné un code RSA dont la clé
publique est (m,e) et la clé privée est (m,d).

(1) L’expéditeur convertit un texte en un nombre n avec 0 < n < m (le texte doit étre
séparé en plusieurs blocs s’il est trop long).

(2) L’expéditeur calcule x = r,,(n°), et 'expédie au destinataire.

(3) Quand le nombre z est regu, le destinataire calcule r,,(x?), qui est égal a n.

(4) Le destinataire retrouve le texte original a partir de n.
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Exemple. En utilisant le code RSA dont la clé publique et la clé privée sont respective-

ment (m, e) = (100000000022900000000741, 1234567)

ot (m,d) = (100000000022900000000741, 63413488305670593495967),

Bob veut envoyer a Alice le message suivant:
J’AI FAIM.

D’abord, a 'aide du tableau ci-dessus, Bob convertit ce message en le nombre naturel
n = 10390109500601091340.

Selon la clé publique, il calcule z := 7,,(n°) en tapant la commande du MAPLE suivant:

m := 100000000022900000000741;
100000000022900000000741

e 1= 1234567;
1234567

n := 10390109500601091340;
10390109500601091340

x := power(n, e) mod m;

72572266814479924902350
Enfin, Bob envoie a Alice ce nombre x = 72572266814479924902350. Apres avoir recu ce

nombre, a ’aide de la clé privée, Alice retrouve le nombre n en tape les commandes suivantes:

m := 100000000022900000000741;
100000000022900000000741
d := 63413488305670593495967;
63413488305670593495967
x = 72572266814479924902350;
72572266814479924902350
y := power(z,d) mod m;
10390109500601091340

En utilisant le tableau ci-dessus, Alice trouve le message de Bob.

30



On a vu que le chiffrement RSA convertit un message claire en un nombre naturel. En

informatique, les nombres naturels sont écrit souvent en notation binaire suivante.
2.2.4. Proposition. Tout entier positif n s’écrit d'une fagcon unique
— s 1 0 \
n=ngx2°+--4+n; X2 +ny x2° ol ng,ny,...,ns € {0,1}.

Dans ce cas, on note n = ny - - - ning, appelée notation binaire de n.

Démonstration. Le résultat est evident si n = 0 ou 1. Supposons que n > 1 et le
résultat est valide pour tout entier < n. Soit s > 0 le plus grand exposant tel que 2° < n.
Posant m =n — 2%, ona 0 <m <n < 25FL,

Sim =0, alors n = 2°, et le résultat est valide.

Supposons que m > 0. Si m > 2%, alors n = m + 2° > 25 + 2% = 257! une contradiction.
Ainsi m < 2%. Par ’hypotheése de récurrence, m =n; X 2! + -+ +ny x 2+ng avec 0 <t < s
et ng,...,n; € {0,1}. Ceci donne

n=2%4+n, x 2"+ 4ny x2' +ng x2°
La preuve de la proposition s’acheve.
Remarque. La notation binaire de n est un mot binaire.

Exemple. La notation binaire de zéro est 0; et celle-ci de un est 1.

Exercice. Donner la notation binaire de 1234.

Solution. A l'aide du MAPLE, on voit 210 < 1234 < 2. Comme 1234 — 2% = 210, on
a 1234 = 210 4 210.
On trouve 27 < 210 < 28. Comme 210 — 27 = 82, on a 1234 = 210 4+ 27 4+ 82,

On trouve 2° < 82 < 27. Comme 82 — 26 = 18, on a 1234 = 210 + 27 + 26 1 18,

On trouve 2* < 18 < 2°. Comme 18 — 2% =2, on a

1234 = 210497496 49449
Ix2040x2240x2824+1x2"4+1x2040x2°+1x24
FOXx 22 4+0x224+1x204+0x20

D’ou, la notation binaire de 1234 est 10011010010.

2.3 Exercices

1. Evaluer ¢(38115). Indice: Factoriser le nombre a 'aide du numéro 23 des Exercices 1.5.

2. Trouver tous les entiers n tels que p(n) = 24.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Sin > 2 est un entier, monter que p(n) est un nombre pair. Indice: Appliquer le théoreme

2.1.5.
Soient deux entiers m,n > 1. Si m | n, montrer que p(m) | p(n).

Soit m = pq avec p, ¢ deux nombres premiers distincts. Vérifier que p, ¢ sont les racines

de 'equation quadratique suivante:

2* + (p(m) —m — 1)z +m = 0.

. Factoriser 9991, en sachant que 9991 est un produit de deux nombre premiers distincts

tels que ¢(9991) = 9792. Indice: Utiliser le numéro précédant.

Soient p, a, b des entiers avec p premier. Si a? = b?(mod p), montrer que
(1) a = b(mod p?); Indice: appliquer le corollaire 2.1.8;

(2) a? = bP(mod p?). Indice: Factoriser a? — bP.

. Montrer, pour tout entier naturel a, que le dernier chiffre décimal de a® coincide avec

celui-ci de a. Indice: Appliquer le théoreme 2.1.9 au cas ou m = 10 et n = 5.

. Donner un entier positif n tel que, pour tout entier a, on a

a'™ = a(mod35).
Indice: Appliquer le théoreme 2.1.9.
Soient a,b des entiers tels que pged(a,91) =1 et b = a®"(mod 91).

(1) Trouver un entier n > 0 tel que 0™ = a(mod 91).

(2) Si b= 53, trouver rg;(a), le reste de a par 91.

(1) Trouver la notation binaire de 1762.

(2) Vérifier que 2'%%¢ = 1(mod 1387).

(3) Vérifier que 3'%%¢ % 1(mod 1387), et en déduire si 1387 est un premier ou non.

Donner le reste de 999'™ par 63.
(MAPLE) Calculer le reste de 1256789124567 divisé par 3456921.

(Maple) Bob envoie un message a Alice en utilisant le code RSA dont la clé privée est

(m,d) = (10000000019390000000741, 1122247721303526353851).

Si Alice récoit le nombre
x = 4204879488553950340505,

quel est le message de Bob?
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15. Bob envoie des informations a Alice par un code RSA dont la clé publique est (143, 97).
(1) Trouver, a I'aide de I'algorithme d’Euclide, la clé privée de ce code RSA.
(2) Si Alice recoit le nombre 3, quel est le message de Bob?

(3) Si Bob veut envoyer le mot AU a Alice, quel nombre doit-il expédier dans le canal de

transmission?

Remarque. Pour les parties (2) et (3), utiliser le MAPLE.

16. Bob envoie des informations a Alice en utilisant un code RSA dont la clé publique est
(323,169).

(1) Trouver la clé privée de ce code RSA.

(2) Si Bob veut envoyer le mot UN, quel nombre doit-il expédier dans le canal de trans-
mission?

(3) Si Alice regoit le nombre 126, quel est le message de Bob?
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Chapitre III: Théorie des codes

On étude la théorie des codes dans le but de concevoir des méthodes de transmission de
données efficaces et fiables. Cela implique généralement la suppression de la redondance et la
détection ou la correction d’erreurs dans les données transmises. Dans ce chapitre, on verra

comment l'algebre linéaire est appliquée dans ce domaine du transport de 'information.

3.1 Rappel d’algebre linéaire

Partout dans cette section, on se fixe K un corps.

3.1.1. Définition. Soit F un K-espace vectoriel.

(1) Un sous-ensemble non-vide F' de E s’appelle sous-espace si, pour tous u,v € F' et
aceK,onau+veFetauel.

(2) Si U est une famille non-vide de vecteurs de E, alors le sous-espace de E engendré
par U, noté < U >, est le plus petit sous-espace de E contenant U, ce qui se compose des

combinaisons linéaires de vecteurs de U.

Remarque. Si F' est un sous-espace de F, alors Op € F.

Maintenant, considérons les K-espaces vectoriels K" = {(ay,...,a,) | a; € K} et
3]
KM = o e e K
an

Soit M une matrice de type m x n sur K. Rappelons que 'espace-ligne £ (M) de M
est le sous-espace de K™ engendré par les lignes de M et 1'espace-colonne € (M) de M est le

sous-espace de K (™ engendré par les colonnes de M. En outre,
N (M) ={uec K™ | Mu=0}

est un sous-espace vectoriel de K™ appelé le noyau de M. Rappelons que 4 (M) se

compose des solutions du systeme homogene M X = 0.
Le résultat suivant est vu dans le cours MAT153.

3.1.2. Théoreme. Soit M une matrice de type m x n sur K.
(1) dimZ (M) = dim%' (M) = rg(M).
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par

(2) dimA (M) =n —rg(M).
(3) rg(M) = m si, et seulement si, les lignes de M sont linéairement indépendantes.

(4) rg(M) = n si, et seulement si, les colonnes de M sont linéairement indépendantes.

On dit qu’une matrice M s’échelonne a une matrice N si N est obtenue a partir de M

une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes. Le résultat suivant est vu dans

le cours MAT153.

3.1.3. Théoréeéme. Soient M, N des matrices sur K.

(1) Si M s’échelonne a N, alors Z (M) = Z(N) et N/ (M) = A (N).

(2) Si M est échelonnée, alors les lignes non nulles de M forment une base de .Z(M).
(3) Si N est obtenue a partir de M par enlevant des lignes nulles, alors A (M) = A (N).

Exemple. Donner une base du sous-espace F' de R engendré par les vecteurs
(0,2,4,2,10), (0,1,2,2,7), (0,1,2,1,5).

Solution. Par définition, F' = Z(M), ou

0 2 4 2 10
M=|0122 7
0121 5
Maintenant,
0 2 4 2 10 01215 LIy 01215
%Ll L3—1La
0122 7 — 01227 — 00012
0121 5 01215 00 00O
On voit que {(0,1,2,1,5),(0,0,0,1,2)} est une base de F.
Le résultat suivant est vu dans le cours MAT153.
3.1.4. Lemme. Soit M une matrice sur K de lignes L4,...,L,, et de colonnes

ah,.

,Ch.
(1) Siay,...,an, € K, alors

(@ am)M = a1 Ly + -+ + ap Ly € L(M).

(2) Siby,...,b, € K, alors

by
M| | =00+ 0,0, e B (M),
bn

35



(3) Si e; est la i-ieme ligne de I,,, alors ;A = L;.

(4) Si €] est la j-itme colonne de I,,, alors Ae); = Cj.
Plus généralement, on a le résultat suivant qui est vu dans le cours MAT153.

3.1.5. Lemme. Soient M, N des matrices sur K telles que M N est défini.
(1) Si Ny,..., Ny sont les colonnes de N, alors MN = (M Ny, ..., M Ny).
(2) Si My, ..., M, sont les lignes de M, alors

M{N
MN = :
M,N
Des maintenant, on se fixe F, F' des K-espaces vectoriels de dimension finie.

3.1.6. Définition. Une application T': E — F' est dite linéaire si, pour tous u,v € F
et e K,ona

(1) T(au) = a7 (u);

(2) T(u+v) =T(u)+T(v).

En outre, une application linéaire bijective s’appelle un isomorphisme.

Les deux résultats suivants sont vus dans le cours MAT253.

3.1.7. Proposition. Soit T': E — F une application linéaire. Si G est un sous-espace

de E engendré par uq,...,u,, alors son image
T(G) ={T(u) | u e G}

est un sous-espace de F' engendré par T'(uq),...,T(u,). En particulier, Im(7T) = T(E) est

un sous-espace de F', appelé image de T'.

3.1.8. Proposition. Soit {uy,...,u,} une base de E. Pour tous vy, ...,v, € F, il existe
une application linéaire 1" : £ — F telle que

(1) T(w) =v;,i=1,...,n;

(2) T est injective si, et seulement si, {v1,...,v,} est libre; et dans ce cas, {vy,...,v,}

est une base de Im(7T").

3.1.9. Proposition. Soient des entiers m,n > 0. Une application 7" : K™ — K" est

linéaire si, et seulement si, il existe M € M,,«,(K) telle que T est de la forme
T: K™ — K":uw— uM.
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Dans ce cas, Im(T) = Z(M).

Démonstration. Considérons la base canonique de K™ suivante:
{e7 =(1,0,---,0),e = (0,1,---,0),...,€e, =(0,---,0,1)}.

D’abord, supposons que 1" est de la forme énoncée dans la proposition. Il est facile de
voir que T est linéaire. En outre, T'(e;) = e;M, ce qui est la i-ieme ligne de M d’apres le

lemme 3.1.4(1), pour ¢ = 1,...,m. D’apres la proposition 3.1.7, on a
Im(T) =< e M,....ep,M >= L (M).

Supposons maintenant que 7' : K™ — K" est linéaire. Posant u; = T'(e;) € K",

1 =1,...,m, on obtient

Uy
M= 1 | €Mupel(K).
Um
Pour tout u = (ay,--- ,am,) € K™, en vertu de la proposition 3.1.4(2), on a

T(u) = T(arer + -+ amen) = arT(er) + - + amT(em) = ayuy + - -+ + Ay, = ub.
Ceci acheve la démonstration de la proposition.

Exemple. Soit T : R* — R* I'application linéaire définie par

1 0 21
M=12 -1 0 2
3 -1 2 3

(1) Trouver la formule de 7.
(2) Donner une base de Im(7').

Solution. (1) Pour tout u = (21, x5, 23) € R?, on a

1 0 2 1
T(u) = (z1,29,23) | 2 —1 0
3 -1 2 3

= (zg + 229 + 3x3, —x9 — T3, 271 + 223, 11 + 29 + 3x3).

D’ou, la formule de T est comme suit:

T:R® = R*: (21,19, 73) — (To 4 229 + 323, —29 — T3, 271 + 223, 21 + 225 + 323).
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(2) On a Im(T) = Z(M). Comme M se échelonne a

o O =
o = O
S = N
o O =

Ainsi {(1,0,2,1), (0,1,4,0)} est une base de Im(7).
3.2 Codes correcteurs

Partout dans cette section, considérons le corps Zs = {0, 1}, dont les éléments s’appellent

bits. Rappelons que ’addition et la multiplication sont données par les tableaux suivants :

_l’_
0
1

==l )
S ==
—_ O
o OO
— O~

3.2.1. Définition. Un mot binaire, ou simplement mot, de longueur n est une suite
by---by,
ou bl,...,bn GZQ.

Exemple. (1) 00 est un mot de longueur 2.
(2) 00100 est un mot de longueur 5.

Remarque. La notation binaire d’'un nombre naturel est un code binaire.

On désignera par Z; I'ensemble des mots binaires. Les mots binaires peuvent étre com-

posés de la fagon suivante.
3.2.2. Définition. La concaténation des mots binaires
Lo XLy —7Ly: (X,y) =Xy
est définie de la facon que si x =x1 -z, et y =y - - - y,, alors
Xy =Ty LYt Ys.
3.2.3. Définition. Soit un entier n > 2. Un code binaire, ou simplement code, de

longueur n est un ensemble non-vide de mots binaires de longueur n, c’est-a-dire, un sous-

ensemble non vide de Z3.
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Remarque. (1) Un code binaire est dit trivial s’il ne contient qu’un mot.

(2) Un code est comme un dictionnaire, on l'utilise pour écrire les informations.

Exemple. (1) C; = {000000,010101,101010,111111} est un code binaire de longueur 6.
(2) Co ={00000,01101,10110, 11011} est un code binaire de longueur 5.

Dans le transport d’information, on représente premierement 'information par une suc-
cession de mots binaires d’une longueur fixe, et ensuite, on ’envoie mot par mot. Mal-
heureusement, les canaux de transmission souvent subissent des interférences, appelé bruit.
On doit prendre certaines précautions afin de détecter, ou mieux, corriger des erreurs dues

au bruit. Cela sera fait par un codeur défini comme ci-dessous.

3.2.4. Définition. Soient k,n des entiers avec n > k > 0. Un (n, k)-codeur binaire, ou

simplement codeur, est une application de la forme:
@ LE = T x Xy,

ou x s’appelle mot d’information; et ry, mot de redondance. Dans ce cas, Im(p) s’appelle
code défini par .
Remarque. Un codeur est une application injective.

Exemple. (1) Codeur de répétition.

En répétant deux fois chaque mot de Z3 = {00,01, 10, 11}, on obtient un codeur comme

suit:
o1: Zy — 7S
00 +~ 000000
01 ~ 010101
10~ 101010
11 — 111111

Le code défini par ce codeur est C; = {000000,010101, 101010, 111111}.
(2) Codeur de somme de controle.
En ajoutant la somme des bits de chacun des mots de Zg = {00,01, 10,11}, on obtient
un codeur
v L
00

Zg :
000
01 011
10 101
11 — 110

Le code défini par ce codeur est {000,011,101, 110}.

I 114
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(3) Codeur mélangé.
Pour chaque mot de Z3 = {00, 01,10, 11}, en ajoutant premicrement la somme des bits

et ensuite répétant une fois le mot original, on obtient un codeur

75 :

00000
01101
10110
11011

w2 Zj
00
01
10
11

11114

I

Le code défini par ce codeur est Co = {00000,01101, 10110, 11011}.

Deés qu'un mot est arrivé au destinataire, il sera traité par le décodeur. On discutera

comment le déodeur détectera, ou mieux, corrigera des erreurs dues au bruit.

3.2.5. Définition. Etant donnés deux mots x = z; - - -z, et Y = Y1 Yn, la distance
entre x et y est définie par

d(x,y) = {i| 1 <i<n;z # yi}l

Exemple. d(00101,01100) = 2.

3.2.6. Lemme. Soient X,y,z des mots de longueur n.

(1) d(x,y) = 0 si, et seulement si, x =y.

(2) d(x,y) = d(y,x).

(3) d(x,y) < d(x,2) +d(z,y).

Démonstratin. Posons x =x1---2z,, y =91y, ¢t 2 = 21 -+ z,. Les deux premiers
énoncés sont évidents. Pour montrer I’énoncé (3), considérons X' = {i | 1 <i < n; x; # v},
=il <i<ma#zhetX={i|1<i<n;z#y} SiigX eidg X, alors
xr; = z; = y;, Cest-a-dire, ¢ € Y. Ceci montre que X C X} U X;. Ceci donne

dx,y) = [2] < |21 U L] < |21] 4[] = d(x,z) + d(z,y).
La preuve du lemme s’acheve.

3.2.7. Régle de codes correcteurs. Considérons un codeur ¢ : Z5 — Z%. Soit m € Z4

un mot a transmettre.

(1) Le mot expédié dans le canal de transmission est ¢(m) = m - r.

(2) Sile décodeur regoit un mot m, il cherche m* € Im(yp), appelé mot estimé de m - r, tel
que d(m*,m) < d(x,m), pour tout x € Im(¢p).
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(3) Le mot estimé de m par le décodeur sera le mot m’ formé des k premiers bits de m*.

Remarque. (1) Sim € Im(y), on a alors m* =m
(2) S’il y a plusieurs m* € Im(p) ayant la propriété énoncée dans 3.2.7(3), alors le

décodeur prendra un tel mot quelconque.

Voici une schéma du transport de I'information par un code correcteur:

- e | Canal de transmission |

information originale mot du code

mlmot recu

’ *
o Décodeur = Décodeur

information estimée mot du code estimé

Exemple. Considérons le codeur de répétition ¢, : Z3 — ZS, qui définit le code
C, = {000000, 010101, 101010, 111111}.

On veut transmettre I'information 00. Le mot expédié dans le canal de transmission est
000000.

(1) Supposons que le décodeur regoit 000000 € C;. Parmi les mots de Cq, le mot 000000
est le plus pres de 000000, ce qui est le mot estimé de 000000 par le décodeur. Par conséquent,
I'information estimée de I'information originale 00 par le décodeur est 00. C’est correct.

(2) Supposons que le mot regu est 001000 ¢ C;. Parmi les mots de Cy, le mot 000000 est
le plus pres de 001000, ce qui est le mot estimé de 000000 par le décodeur. Par conséquent,
I'information estimée de I'information originale 00 par le décodeur sera 00. C’est correct.

(3) Supposons que le mot regu est 010100 ¢ C;. Parmi les mots de Cq, le mot 010101 est
le plus pres de 010100, ce qui est le mot estimé de 000000 par le décodeur. Par conséquent,

I'information estimée de I'information originale 00 par le décodeur sera 01. C’est faux.

On a vu que le code C; est incapable de corriger 2 erreurs. On étudiera la capacité

correctrice d’un code. Pour ce faire, on introduira la notion suivante.
3.2.8. Définition. Soit x un mot binaire de longueur n. Si e € R™, alors
B(x,2) = {y € Z; | d(x.y) < <}
s’appelle boule de Hamming de centre x et de rayon .
Remarque. Pour tous x,y€ Z3, on ay € B(x,¢) si et seulement si x € B(y, ¢).
Exemple. (1) Pour tout mot binaire x, on voit que B(x,0) = {x}.
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(2) Considérons le mot binaire 0101. Alors
B(0101,v/2) = {0101, 1101,0001, 0111, 0100}.
En particulier, 0000 ¢ B(0101,/2).

3.2.9. Définition. Soit C un code de longueur n. Soit un entier ¢t > 0. On dit que C
est capable de corriger t erreurs si |C N B(x,t)| < 1, pour tout x € Z7.

Remarque. (1) Tout code est capable de corriger 0 erreur.
(2) Si C est capable de corriger t erreurs, alors il est capable de corriger s erreurs, pour
tout 0 < s <¢.

(3) Si C est trivial, alors C est capable de corriger t erreurs, pour tout ¢ > 0.
Le résultat suivant explique la signification d’étre capable de corriger t erreurs.

3.2.10. Proposition. Soit C un code capable de corriger ¢ erreurs. Soient x¢o € C un
mot expédié dans le canal de transmission et X le mot re¢u par le décodeur. Si d(X,x¢) < t,
alors le mot estimé de xq par le décodeur sera xq.

Démonstration. Supposons que d(X, %) < t. Alors xo € C N B(X,t). Supposons que
y € C est le mot estimé de xq par le décodeur. Comme x, € C, on a d(y,X) < d(x¢,X) < t.
C’est-a-dire, y € C N B(x,t). Comme |C N B(X,t)] < 1 par 'hypotheése, y = xq. La preuve

de la proposition s’acheve.

Exemple. On a considéré C; = {000000,010101,101010,111111}. Quand le mot 000000
est expépié, et le mot 010100 est regu avec 2 erreurs, I’estime de 000000 par le décodeur est
010101. Ainsi, C; est incapable de corriger 2 erreurs.

En effet, 000000,010101 € C; tels que d(000000,000101) < 2; d(010101,000101) < 2.
Ainsi, 000000,010101 € C; N B(000101,2). D’apre la définition 3.2.9, C; n’est pas capable

de corriger 2 erreurs.

3.2.11. Proposition. Un code C de longueur n est capable de corriger ¢ erreurs si et
seulement si les boules B(x,t) de Zy, avec x € C, sont deux a deux disjointes.

Démonstration. Supposons que les boules B(x,t) avec x € C sont deux a deux dis-
jointes. Soit y € Zj. Six1,xe € CN B(y,t), alors y € B(x1,t) N B(xy,t). Par hypothese,
X1 = Xo. Ainsi C est capable de corriger ¢ erreurs.

Supposons qu'il existe deux mots distincts x;,xy de C tels que B(xy,t) N B(Xsg,t) contient
un mot y. Alors x1,xs € CN B(y,t). Ainsi C est incapable de corriger ¢ erreurs. Ceci achéve

la démonstration de la proposition.
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3.2.12. Définition. La capacité correctrice d'un code C est définie par

0(C) = sup{t € N | C est capable de corriger ¢ erreurs}.

Remarque. Plus la capacité correctrice est grande, plus le code est fiable.

Exemple. Considérons C; = {000000,010101,101010,111111}. Comme C; est incapable
de corriger 2 erreurs, 6(Cy) < 2.

La notion suivante sera utile pour calculer la capacité correctrice d’'un code.

3.2.13. Définition. Soit C un code non trivial. On définit la distance minimum de C

comme étant

d(C) = min{d(x,y) > 0| x,y € C}.

Remarque. (1) Si C est non trivial de longueur n, alors 1 < d(C) < n.

(2) Plus d(C) est grand, plus les mots de C sont ¢loignés les uns des autres.
Exemple. (1) On voit que d(C;) = d(C2) = 3, ou
C, = {000000,010101, 101010, 111111} et Cy = {00000,01101, 10110, 11011}

(2) SiC = Zj, alors d(C) = 1. En effet, d(C) > 1. De I'autre c6té, on voit que 0 =00---0
et x = 10---0 € C sont tels que d(0,x) = 1. D’ou, d(C) < d(0,x) = 1. Par conséquent,
d(C) = 1.

3.2.14. Lemme. Soit s = [%}, ou d > 0 est un entier. Alors
(1) [f] <s+1.
(2)d—[4] = s+ 1.

Démonstration. (1) On voit que [¢] < [ +1] =[] +1=5s+1.
m

(2) Sid=2m,alors s=[m— 3] =m—1.Dou, d— [¢] =
Sid=2m+1, alors s = [2] =m. Dot,d— [¢] =(2m+1)—m=m+1=s+1.
3.2.15. Théoréme. Soit C un code de longueur n. Si C est trivial, alors 6(C) = oo; et

sinon,

5(C) = {%} |

Démonstration. Si C est trivial, alors C est capable de corriger ¢ erreurs pour tout
t > 0. Dot, 6(C) = oc.
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Supposons que C est non trivial. Ecrivons d = d(C) >0et s= [%] > 0. Par définition,
2s < d—1 < 2(s+1). On veut montrer que C est capable de corriger s erreurs, mais
incapable de corriger s 4+ 1 erreurs.

Supposons que C est incapable de corriger s erreurs. D’apres la proposition 3.2.11, il
existe deux mots distincts m;, my de C tels que B(my, s) N B(my, s) contient au moins un

mot m. D’apres le lemme 3.2.6, on a
0 <d(mp,my) <d(m;,m)+d(my,m) <2s<d—1<d(C),

une contradiction. Donc C est capable de corriger s erreurs.

De lautre c6té, par définition, d = d(x,y), pour certains x,y € C. Ecrivons x =
Ty T, €6y =y -y, Il existe des indices iy,...,iq tels que x; # y; si et seulement si
i € {i1,...,1q}, pour tout 1 < i < m. Posons z = zy,...,2,, Ou z; = x; = y; pour tout
i & {i1,...,1q}; et

miyy 1<5 < [3];

Rij =

D’apres le lemme 3.2.14, d(z,y) < [4] < s+ 1et d(z,x) < d—[%] = s+ 1. Cest-a-dire,
z € B(x,s+ 1) etz € B(y,s+1). Donc, B(x,s+ 1) N B(y,s+ 1) est non vide. D’apres
la proposition 3.2.11, C est incapable de corriger s + 1 erreurs. Par définition, 6(C) = s. La

preuve du théoreme s’acheve.

Remarque. Soit C un code. Plus d(C) est grande, plus §(C) est grande, et plus C est
fiable.

Exemple. (1) Si C = Zy, alors d(C) = 1, et donc 6(C) = 0.

(2) Considérons les codes suivants:
C; = {000000,010101, 101010, 111111} et Co = {00000, 01101, 10110, 11011}.

On a vu que d(C,) = d(C2) = 3, d’apres le théoreme 3.2.15, §(C;) = §(C2) = 1. Autrement
dit, C; et Cy sont tous capables de corriger une erreur, mais incapables de corriger deux

erreurs.

La cardinalité d’un code C s’appelle capacité expressive de C. Plus la capacité expressive
est grande, plus le code est capable d’exprimer. En vertu du théoreme 3.2.15, pour qu’'un
code soit fiable, il faut que ses mots soient éloignés les uns des autres. Mais cela a un prix:
pour une longueur donnée (souvent 16, 32 ou 64 bits), plus les mots du code sont éloignés

les uns des autres, plus la capacité expressive est petite.
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3.2.16. Proposition. Soit C un code non trivial de longueur n. Si ¢ est la capacité
correctrice de C, alors |C| < 272°,

Démonstration. D’apres le théoreme 3.2.15, on a2 < d(C) —1 < n. Posant m =n —
(d(C)—1), on obtient 0 < m < n—24. Pour tout x € C, posons x’ le mot formé des premiers
m bits de x. Si x,y € C sont tels que x’ = y’, alors d(x,y) <n—m =d(C) —1 < d(C).
D’apres la minimalité de d(C), on voit que d(x,y) = 0, c’est-a-dire, x = y. Ceci montre que
I’application

0:C o7y x> X%

est injective. Par conséquent, |C| < |ZJ'] = 2™ < 272 Cela s’acheve la démonstration de

la proposition.

3.3 Codes linéaires

Dans l'industrie, on utilise souvent les codes linéaires dont la détection d’erreurs est la
plus simple. En effet, si l'on considére un mot de longueur n comme un vecteur du Zs-espace
vectoriel Z3, un code de longueur n est considéré comme un sous-ensemble non vide du

s n
Zs-espace vectoriel Zi.

3.3.1. Définition. Un code C de longueur n est dit linéaire si C est un sous-espace

vectoriel de Zj.
Le résultat suivant sera pratique.

3.3.2. Lemme. Un code binaire C est linéaire si, et seulement si, les deux conditions
suivantes sont vérifiées:

(1) 0 eC.

(2) Six,y € C sont distincts et tous non nuls, alors x +y € C.

Démonstration. La nécessité est évidente. Supposons que les conditions sont vérifiées.
Soient x,y € C. Pour tout A\ € Zy = {0, 1}, on voit que Ax = 0 ou Ax = x. D’ou, Ax € C.
En plus, si x =y, alors x +y = 0 € C. Supposons que x #y. Six =0 ouy = 0, alors
Xx+y=xoux+y=Yy,etdonc, x+y €. Six,y sont tous non nuls, d’apres 1’énoncé

(2), x +y € C. Ceci acheve la démonstration du lemme.
Exemple. Le code C = {00000, 11001, 11100,00101} est linéaire. En effet,

11001 + 11100 = 00101, 11001 + 00101 = 11100, 11100 4 00101 = 11001.

En bref, un code linéaire de longueur n et de dimension k s’appelle un (n, k)-code linéaire.
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3.3.3. Proposition. Si C est un (n, k)-code linéaire avec 0 < k < n, alors C = Z(G),
ou G est une matrice binaire de type k x n, appelée une matrice génératrice de C.

Démonstration. Supposons que C est un sous-espace de Z; de dimension k£ > 0. Alors
C admet une base {uq,...,ur}. Posons G la matrice dont les lignes sont uy, ..., u; € Zs.
Alors G est de type k x n telle que Z(G) =< uy,...,ur >= C. La preuve de la proposition

s’acheve.

Le résultat suivant donne une autre interprétation d’une matrice génératrice d’'un code

linéaire.

3.3.4. Proposition. Soit C un (n, k)-code linéaire avec 0 < k < n. Si G est une matrice
binaire de n colonnes, alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) G est une matrice génératrice de C.

(2) C = Z(G) et les lignes de G sont linéairement indépendantes.

(3) Les lignes de G forment une base de C.

(4) G s’échelonne a une matrice génératrice de C.

Démonstration. Soient G1,..., G, les lignes GG. En particulier, G est de type s X n.

Supposons que C = Z(G) et s = k = dimC. Ainsi s = dim Z(G) = rg(G). D’apres le
théoreme 3.1.2(3), Gy, ..., G, sont linéairement indépendantes. Ainsi, (1) implique (2).

Supposons que C = Z(G) =< Gy,...,Gs > avec Gy, ..., G, linéairement indépendantes.
Par définiton, {G1,...,Gs} est une base de C. Donc, (2) implique (3).

Supposons que {G1,...,G} est une base de C. Alors C =< Gy,...,Gs >= Z(G) et
s = dimC = k. Ainsi, G est une matrice génératrice de C. En particulier, (3) implique (4).

Supposons que G s’échelonne a une matrice génératrice G’ de C. Comme G’ est de type
k x m, on voit que G est de type k x n. D’apres le théoreme 3.1.3(1), Z(G) = Z(G') =C.
C’est-a-dire, G est une matrice génératrice de C. Donc, (4) implique (1). La preuve de la

proposition s’acheve.

En tant que conséquence immédiate du théoreme 3.1.3(3) et de la proposition 3.3.4(3),

on a une méthode pour trouver une matrice génératrice d'un code linéaire.

3.3.5. Corollaire. Soit C = £ (M) un code linéaire non trivial, ou M est une matrice
binaire. Si N est une forme échelonnée de M, alors les lignes non nulles de N forment une

matrice génératrice de C.
Exemple. Trouver une matrice de génératrice du code linéaire

C = {00000, 11001, 11100,00101}.
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Solution. 11 est évident que C = Z(M), ou

000O0O
11

M- 0 01
11100
00101

Maintenant M s’échelonne a la matrice échelonnée

o O O =
o o O =
S O ==
o o O O
oS O =

D’apres le corollaire 3.3.5, C a pour matrice génératrice

1 1100
G = .
00101

Le résultat suivant nous dit comment trouver tous les mots d’un code linéaire a ’aide

d’une matrice génératrice.

3.3.6. Théoréme. Soit C un (n,k)-code linéaire non trivial, dont G est une matrice

génératrice. Si M est une matrice formée par tous les éléments de Z~5, alors les lignes de MG

sont 2 & 2 distinctes et sont les mots de C. En particulier, |C| = 2F.

Démonstration. D’apres le lemme 3.3.4(3), on a

Gy
G = : ,
G
ou Gy, ...,G}, forment une base de C. Or, les éléments de Zg s’écrivent uw; = (a;, . ..
avec a;; € Zy, pour 1 =1,..., 2k Posons
Uy
M - € MQka<Z2).
Uk
D’apres le lemme 3.1.5(2), on a
U,lG
MG = : ;
Usz
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et d’apres le lemme 3.1.4(1), on a
uiG: (aﬂ,...,aik)G:ai1G1+--~+aika EC; 1= 1,2,...,2k.

Comme {G1,...,Gy} est libre, les 4;G avec 1 < i < 2% sont deux & deux distincts. En

outre, pour tout u € C, il existe ay,...,ar € Zy tels que
u:a1G1+"'+aka = (ala"'aak)G)

ot (ay,...,a;) €ZE. Or (ay,...,a) = uj, pour un certain j avec 1 < j < k. Cela dit que u

est la j-ieme ligne de M G. La preuve du théoreme s’acheve.

Exemple. Trouver les mots du code C ayant pour matrice génératrice
100110
G = )
01 0101

Solution. Par I'hypothese, C est un (6, 2)-code linéaire. Les éléments de Z3 forment une

matrice
0 0
1
M = 0
0 1
1 1
Calculons
00 0O0O0@d
MG — 1 00110
01 0101
110011

D’apres le théoreme 3.3.6, on a

C = {000000, 100110,010101,110011}.

Soit M € M,,xn(Zsy). En transposant les vecteurs de A4 (M), on obtient
N (M) = {x€Zy| Mx" =0},
un sous-espace de Zj. Ceci donne une autre méthode pour obtenir des codes linéaires.
3.3.7. Lemme. Si M est une matrice binaire de type m x n, alors A7 (M) est un

(n, k)-code linéaire, ou k =n —rg(M).
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Démonstration. D’abord, d’apres le théoreme 3.1.2(2), A4 (M) est un sous-espace de
Zgn) de dimension k = n —rg(M). Pour tout x € Zj, d’apres la définition, x € AT (M) si
et seulement si x© € A (M). 1l est évident que

T:Zé”)%ZQ:uHuT

est un isomorphisme d’espaces vectoriels tel que AT (M) = T(A(M)). Par conséquent,

AT (M) est un sous-espace de Zj de dimension k. La preuve du lemme s’acheve.

3.3.8. Définition. Soit C un (n, k)-code linéaire avec 0 < k < n. Une matrice binaire
H de type (n — k) x n s’appelle matrice de contréle de C si C = NT(H).

Remarque. Si H est une matrice de controle de C alors, pour tout x € Zj, on a

x € C si et seulement si Hx! = 0.

Le résultat suivant donne des caractérisations de matrice de controle.

3.3.9. Proposition. Soit C un (n, k)-code linéaire avec 0 < k < n. Si H est une matrice
binaire, alors les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) H est une matrice de controle de C.

(2) C = AT(H) et les lignes de H sont linéairement indépendantes.

(3) H s’échelonne a une matrice de controle de C.

Démonstration. Supposons que C = A7 (H) avec H de type (n — k) x n. On a alors
k=dimC = dimAT(H) =n —1rg(H). D’ot, rg(H) = n — k. D’apres le théoreme 3.1.2(3),
les lignes de H sont linéairement indépendantes. Ainsi, (1) implique (2).

Supposons que C = A T(H) et les lignes Hy, ..., H, de H sont linéairement indépendantes.
D’apres le théoreme 3.1.2(3), rg(H) = s. D’apres le lemme 3.3.7, n — s = dim(C) = k. D’ou,
s =n — k. C’est-a-dire, H est une matrice de contole de C. En particulier, (2) implique (3).

Supposons que H s’échelonne & une matrice de controle H' de C. Alors C = AT (H') et
H' est de type (n — k) x n. Ainsi, H est de type (n — k) X n. En outre, d’apres le théoréme
3.1.3(1), A (H') = A (H). Par conséquent, C = A#/T(H') = ¥/ T(H). Cest-a-dire, H est
aussi une matrice de controle de C. Ainsi, (4) implique (1). La preuve de la proposition

s’acheve.
Exemple. Donner une matrice de controle du code C défini par le codeur suivant:
¢ 75 — 73 byby s bybyb; ol b= by + by.

Solution. Pour tout x = x17923 € Z°, on voit que x € C si et seulement si x € Im(¢)

si et seulement si z3 = x1 + 22 si et seulement si x; + 22 + 3 = 0 si et seulement si
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T12973 € N T(H), ot H = (111). C’est-a-dire, C = AT(H). Comme la seule ligne de H est

non nulle, d’apres le lemme 3.3.9(2), H est une matrice de contrdle de C.
Le résultat suivant nous dit comment trouver une matrice de controle d’un code linéaire.

3.3.10. Corollaire. Soit C = A#T(M) avec M une matrice binaire non nulle. Si L est
une forme échelonnée de M, alors les lignes non nulles de L forment une matrice de controle
de C.

Démonstration. Soient L une forme échelonnée de M, et H la matrice formée des
lignes non nulles de L. D’apres le théoreme 3.1.3(1) et (2), A (H) = A (L) = N (M) et .
Don, A/ T(H) = #T(M) = C. Comme Dles lignes de H sont linéairement indépendantes
par le théoréme 3.1.3(3), on voit que H est une matrice de contrdle de C par la proposition
3.3.9(2). La preuve du corollaire s’acheve.

Exemple. Donner une matrice de controle de C = A7 (M), ou

e T o R S
O = O =
_ O = O
_ o O =
S O ==

Solution. Comme M s’échelonne a la matrice échelonnée

o O O =
o O = O
o = O O
S = O =
o o O =

D’apres le corollaire 3.3.10, la matrice

Su

Il
o o
o = o
— o
T e R
o o

est une matrice de controle de C.
On étudiera un genre spécial de codes linéaires.

3.3.11. Définition. Un (n, k)-code linéaire avec 0 < k < n est dit standard s'il admet

une matrice génératrice de la forme (I; | A), appelée matrice génératrice canonique.

Exemple. Vérifier que C = {000,101,011,110} est un code standard.
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dernieres k colonnes de M sont linéairement indépendantes, dim%’ (M)
rg(M) > k. D’ou, rg(M) = k.

Démonstration. D’abord, on a

101 + 011 =110, 101 +110 =011, 011 +110 =101 € C

D’apres le lemme 3.3.2, C est un code linéaire. Ainsi C = £ (M), ou

M=

—_ O
—_ = O
o =

Maintenant, M s’échelonne a
1 01
011
0 00

D’apres le corollaire 3.3.5, C a pour matrice génératrice

G:<1 0 1>'
0 11

Ainsi, C est un (3,2)-code standard, dont G est la matrice génératrice canonique.

Pour étudier les codes standards, on a besoin du résulat suivant.

3.3.12. Lemme. Soient M, N des matrices binaires de n colonnes.
(1) Si M est de la forme (A | 1), alors rg(M) = k.

(2) Z(N) C AT(M) si, et seulement si, MNT = (.
Démonstration. (1) Supposons que M = (A | I;). Alors rg(M)

<
>

k. Comme les

k, c’est-a-dire,

2) Soient Ni,..., N, les lignes de N. Alors N7 = (NI'-.-NT) partagée en colonnes.
p 1 p

D’apres le lemme 3.1.5(1), on a

MN" = (MN{ --- MN).

Comme Z(N) =< Ni,...,N, >, on voit que Z(N) C AT(M) si et seulement si

N; € #T(M), j =1,...,p, si et seulement si MNJT =0,7=1,...,p, si et seulement si
(MNTL - MNpT) = 0 si et seulement si M NT = 0. La preuve du lemme s’achéve.

Le résultat suivant nous dit comment trouver une matrice de controle d’un code standard

a partir de sa matrice génératrice canonique.

3.3.13. Théoréme. Soit C un (n,k)-code standard, dont G = (I | A) est la matrice

o1

génératrice canonique. Alors H = (AT | I,_) est une matrice de controle de C.



Démonstration. Par hypothese, H est de type (n— k) x n. D’apres le lemme 3.3.12(1),
rg(H) = n — k. D’apres le lemme 3.3.7, dim AT (H) =n — (n — k) = k = dimC. En outre,

appliquant la multiplication par blocs, on trouve

1
HG" = (A" | Li—x)(I | A)T = (A" | I, ( AkT ) = AT L+ 1, AT = AT+ A" = 0 pysic-

D’apreés le lemme 3.3.12(2), C = Z(G) € #T(H). Donc, C = A#T(H). Ainsi, H est une

matrice de controle de C. Ceci acheéve la démonstration du théoréeme.

Remarque. Une matrice de controle d'un (n, k)-code standard de la forme (B | I,—x)

s’appelle matrice de controle canonique.

Exercice. Considérer le code C = {00000, 10101, 11100,01001}.
(1) Vérifier que C est standard.
(2) Donner la matrice de contrdle canonique de C.

Solution. Comme

10101 + 11100 = 01001, 10101 + 01001 = 11100, 11100 4 01001 = 10101,

on voit que C est linéaire. Donc, C = £ (M), ou

—_
—_

010
1 10
1 00

<
[

o
—_

Comme M séchelonne a
1 0101

N=101001
000O0®O

D’apres le corollaire 3.3.5, C a pour matrice génératrice

10101
<o1oo1> (2] 4)

C’est-a-dire, C est un (5,2)-code standard. D’apres le théoreme 3.3.13, la matrice

10100
H=(A"|I2)=]1 00 0 1 0
11001
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est la matrice de controle canonique de C. C’est-a-dire, pour tout X = z1T2x314T5 € Zg, on
a que x € C si et seulement si

T + 3
Ty =0
r1 + X2 + x5 = 0.

Réciproquement, on peut trouver la matrice génératrice canonique d’un code standard a

partir de sa matrice de controle canonique.

3.3.14. Théoréme. Soit C = A T(H), ot H = (A | Iy—) € Mn—i)xn(Zs). Alors C est
un (n, k)-code standard dont H est la matrice de contréle canonique et G = (I, | AT) est la
matrice génératrice canonique.

Démonstration. D’apres le lemme 3.3.12, rg(H) = n — k. Ainsi les lignes de H sont
linéairement indépendantes. D’apres le lemme 3.3.9(2), H est une matrice de controle de C.

Posons D = Z(G), ou G = (I}, | AT). Comme G est échelonnée de rang k, ses lignes sont
linéairement indépendantes. D’apres la proposition 3.3.4(2), G est une matrice génératrice
de D. Par définition, D est un (n, k)-code standard dont G est la matrice génératrice
canonique. D’apres le théoreme 3.3.13, D a pour matrice de controle ((AT)T | I,,_x) = H.
Ainsi, D = #T(H) = C. La preuve du théoreme s’acheve.

Exercice. Soit C = A4/ T(M), ot

=
_ = O =
— = O
=
N o I )

Vérifier que C est standard et donner sa matrice de controle canonique et sa matrice génératrice
canonique.

Solution. On échelonne M a la matrice suivante

000O0O

1
0
0

(e e
o O =

0
1
0

= o O

En vertu du théoreme 3.1.3(1) et (2), C = A#T(H), ou

11100
H=]100010 |=(A|L).
0000 1
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D’apres le théoreme 3.3.14, C est un code standard ayant dont la matrice de controle canon-

ique est H et la matrice génératrice canonique est la matrice suivante:

10100
G:(MAT):(O 110 0)'

On donnera une autre interprétation de codes standards.
3.3.15. Définition. Soient des entiers n > k > 0. Un (n, k)-codeur
O T T x e x-Ty
est dit linéaire si ¢ est une application linéaire.

Le résultat suivant nous dit que les codes standards sont exactement les codes définis par

les codeurs binaires linéaires.

3.3.16. Théoréeme. Un code C est un (n,k)-code standard avec 0 < k < n si, et
seulement si, C est défini par un (n, k)-codeur linéaire . Dan ce cas, ¢ est défini par la

matrice génératrice canonique G de C, c’est-a-dire, ¢ est de la forme
©: 78 = 78 x> xG.

Démonstration. Supposons que C est un (n, k)-code standard, dont G = (I | A) est

la matrice génératrice canonique, ot A € M (—k)(Z2). Considérons I'application linéaire
078 578 x i xG =X -1y,

ou ry = xA. Par définition, ¢ est un (n, k)-codeur linéaire. D’apres la proposition 3.1.9,
Im(p) = Z(G) = C. Cest-a-dire, C est le code défini par ¢.

Supposons réciproquement que C = Im(yp), 'image d’un codeur linéaire
07 S 7D x s x- 1y

Comme ¢ est injectif, en vertu de la proposition 3.1.8(2), C est un sous-espace de Zj de
dimension k. C’est-a-dire, C est un (n, k)-code linéaire.
En outre, d’apres la proposition 3.1.9, il existe une matrice G € My, (Zs) telle que ¢ est
de la forme
©: 78 - 77 x— xG.

D’apres la proposition 3.1.9, C = Z(G). Par définition, G est une matrice génératrice de C.
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Posons G = (B | A), ot B € Myy1(Zs) et A € My (n_)(Z2). Pour tout x € ZE, comme
(x[1rx) = p(x) = (xB [ x4),

on ax =xB.
En particulier, si {eq, ..., e} est la base canonique de Z’;, alors e; = ¢; B, la i-ieme ligne
de B, pour i = 1,..., k. Ainsi, B = I}, et donc, G = (I | A). Ceci montre que C est

standard ayant GG pour matrice génératrice canonique. La preuve du théoreme s’acheve.
Exemple. Trouver le codeur linéaire qui définit le code standard
C = {000, 101,011, 110}.
Solution. On a vu que la matrice génératrice canonique de C est
o ( 1 0|1 ) |
0 1|1

D’apres le théoreme 3.3.16, C est le code défini par le codeur linéaire suivant:

©: 75— 7y : x> xG.

Exemple. Soit C le code défini par le codeur

o: 73 — 75
00 ~ 00000
01 — 01101
10 ~ 10110
11 — 11011

(1) Vérifier que C est un code standard.
(2) Trouver la matrice génératrice canonique et une matrice de controle de C.

Solution. Remarquons que ¢ est de la forme

902 : Zg — Zg : (a17a2) — (a17a27a1 + a/27a17a2) == (a17a2)G7

1 0|1 1 0
G = .
0 1|1 01

Ainsi 9 est un codeur linéaire. Par conséquent, le code

ou

C = {00000,01101,10110,11011}
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est standard de dimension 2, dont G est la matrice génératrice canonique. D’apres le

théoreme 3.3.13, C a pour matrice de controle

=

Il
e S S
—_ O
o o
o = O
—_ o o

C’est-a-dire, ajasazasas € C si et seulement si (ay, as, as, aq, ay) est la solution du systeme

homogene d’équations linéaires suivant:

1 + X9 + I3
I + I4 =0
i) + x5 = 0.

On conclut cette section par une étude de la capacité correctrice de codes linéaires.
3.3.17. Définition. Le poids d'un mot x, noté w(x), est le nombre de ses bits non nuls.
Remarque. Pour tout mot x, on a w(x) = 0 si, et seulement si, x = 0.

Exemple. w(111) = 3 et w(100010) = 2.

3.3.18. Définition. Soit C un code linéaire non trivial. On définit poids minimum de C

comme étant
w(C) = min{w(x) | 0 # x € C}.
Exemple. Considérons le code linéaire

C = {00000,01101,10110,11011}.

Comme
w(01101) = 3, w(10110) = 3, w(11011) = 4,

on a w(C) = 3.

3.3.19. Théoréme. Soit C un code linéaire non trivial. Alors d(C) = w(C), et donc, la

capacité correctrice de C est donnée par

Démonstration. Si 0 # x € C, alors w(x) = d(x,0) > d(C). D’ou, w(C) > d(C). De

lautre coté, il existe x,y € C tels que d(x,y) = d(C) > 0. Comme C est un sous-espace de

o6



Zy, on voit que 0 #x—y €C. Posonsx =21z, ety =91 - yp. Alorsx—y =212,
avec z; = x; — ;, et donc,

dC) =dxy)={1<i<n|z #y} =1 <i<n|z#0} =wkx-y)=wl).
D’ou, d(C) = w(C). La preuve du lemme s’acheve.
Exemple. Considérons le code linéaire
C ={00000,01101,10110, 11011}.
On a vu que w(C) = 3. D’ou, 6(C) = [351] = 1.
Voici une autre interprétation du poids minimum de C.

3.3.20. Lemme. Soit C un code linéaire non trivial, dont H est une matrice de controle.
(1) Les colonnes de H sont linéairement dépendantes.

(2) w(C) est le plus petit entier s tel que H admet s colonnes linéairement dépendantes.
Démonstration. Ecrivons H = (HyHs--- H,) en colonnes.

(1) Par ’hypothese, C contient un mot non nul x = x; - - - z,,. Ceci donne

o Hy + -+ x,H, = Hx" = 0.

Comme x4, ...,x, ne sont pas tous nuls, Hy, ..., H, sont linéairement dépendantes.
(2) Supposons que s (> 1) est minimal tel qu’il existe une famille liée {H;,, ..., H; }, ou
1<y <--- <ig <n. Alors il existe a;,,...,a;, € Zs, non tous nuls, tels que

ailHil 4+ -+ aisHis =0.

Posons x = 21 -+ - x,, ou

_{(lj, SijE{il,...,’iS};
Ty =

0, sinon.
Alors
T _ T_\NY g _NY g _
Hx' = (Hy- - H)x' =) a;H;= ijlaljﬂ,j = 0.
Ainsi x € C avec 0 < w(x) < s. D’ou, w(C) < s.
De l'autre coté, posant d = w(C), on obtient un mot y = by ---b, € C avec w(y) = d.

Soient les indices i1,...,iq avec 1 < 17 < --- < iy < n tels que, pour tout 1 < j < n, on a

bj # 0 si et seulement si j € {i,...,iq}. Ceci donne

0=Hy" = Z:Zlijj =0 Hy, + -+ b, H;,.
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C’est-a-dire, {H;,, ..., H;,} est liée. D’apres la minimalité de s, on obtient s < d = w(C).

La preuve du lemme s’acheve.

Exemple. Trouver le poids minimum du code C défini par le codeur

p: Z% — Zg :

00 +— 00000

01 +— 01101

10 — 10110

11 ~ 11011
Solution. C a pour matrice de controle
1 1]1 00

H = 1 0/0 1 0 = (H1H2H3H4H5).

0 1{0 0 1

Comme toute colonne est non nulle, toute famille d’'une colonne est libre. Comme les colonnes

de H sont deux a deux distinctes, toute famille de 2 colonnes est libre. Enfin, comme
H, = H3 + Hy, la famille {H,, H3, Hy} est liée. D’apres le lemme 3.2.20, w(C) = 3.

3.3.21. Théoreme. Soit C un code linéaire non trivial, dont H est une matrice de
controle. Il exists un entier maximal m avec 0 < m < n tel que toute famille de m colonnes

de H est libre; et dans ce cas,

Démonstration. Soit s le plus petit entier tel qu’il existe une famille liée de s colonnes
de H.

Par convention, toute famille de 0 colonne de H est libre. Comme C est non trivial,
d’apres le lemme 3.3.20(1), les n-colonnes de H sont linéairement dépendantes. Ainsi, il
existe un entier maximal m avec 0 < m < n tel que toute famille de m colonnes de H est
libre. Comme m + 1 < n, d’apres la maximalité de m, il existe une famille liée de m + 1
colonnes de H. Ainsi, m + 1 < s.

De l'autre coté, on a vu dans MAT153 que toute sous-famille libre d’une famille libre de
vecteurs est libre. En particuleir, si s < m, alors toute toute famille de s colonnes de H est
libre, une contradiction. Par conséquent, s > m+41. D’ou, s = m+1, c’est-a-dire, m = s—1.

En vertu de la proposition 3.4.3, §(C) = [%] = [%7]. La preuve du théoreme s’acheve.

Exemple. Calculer la capacité correctrice d’'un code linaire C, dont une matrice de

controle est

01100
H=]111010
11001



Solution. Soit m le plus grand entier tel que toute famille de m colonnes de H est libre.
Comme les colonnes de H sont toutes non nulles et deux a deux distinctes, toute famille de
2 colonnes de H est libre, et donc m > 2. De l'autre coté, on voit que les trois premieres
colonnes de H sont linéairement dépendantes. Ainsi m < 3, et donc m = 2. D’apres le
théoreme 3.3.21, 6(C) = [%] = 1.

3.4 Exercices

1. Soit A = (A;As- -+ A,)) une matrice partagée en colonnes sur un corps K, s’échelonnant
aB= (BBy---By). Siji,02,---,70r € {1,2,...,n}, montrer que A" = (A;,Aj;,---4A;)
s’échelonne a B' = (B;, B, --- B;, ).

2. Soit E un Zs-espace vectoriel. Si u,v € E sont tous non nuls, montrer que u,v sont
linéairement indépendants si et seulement si u # v. Donner un exemple ou cet énoncé

n’est pas valide.

3. Considérer la matrice sur Zs suivante:

— NN O N
S O =N

0
1
1
2

[ N S

Donner les vecteurs de Z(M) et ceux de A (M).

4. (1) Vérifier que u; = (—1,1,1), uy = (1,2,1), us = (0, 1,2) forment une base de R®.
(2) Exprimer u = (z,y, z) € R* comme une combinaison linéaire de uy, ug, us.
(3) Trouver une application linéaire T : R® — R* satisfait & la condition suivante:
T(uy) =T (ug) =(1,0,2,1), T(u3) = (0,1, —1,2).
Indice: Utiliser la partie (2).

(4) Donner une base de l'image de l'application linéaire T' trouvée ci-dessus. Indice:

Utiliser la proposition 3.1.7 et le théoreme 3.1.3.

5. Soit T': E — F une applications linéaires de K-espace vectoriels. Si uq,...,u, € E sont

tels que {T'(uy),...,T(uy,)} est libre, montrer que {uy,...,u,} est libre.
6. Considérer le codeur de répétition suivant:

0:75 =7 m—m-m-m-m-m
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10.

11.

12.

(1) Donner le code C défini par .

(2) Six,y € C sont distincts, montrer que d(x,y) > 5.

(3) Supposer qu’on veut transmettre I'information m € Z3 et le décodeur regoit x € Za°.
Si d(x, ¢(m)) < 2, montrer que 'estimé de m par le décodeur est bien m.

(4) Supposer qu’on veut transmettre l'information 10 et le décodeur regoit 1011111110.

Quel est I'estimé de 'information originale 10 par le décodeur?

Soit C un code de longueur n contenant les mots 0 =00---0et 1 = 11---1. Si la capacité

expressive de C est au moins 3, montrer que la capacité correctrice 6(C) de C est inférieure

que % Indice: Estimer d(C) a l'aide de d(0,x) et d(1,x), ou x # 0, 1.

Soit x¢ € Zj avec n > 2. Pour un entier k avec 1 < k < n, exprimer la cardinalité de

B(x0, k) en termes de coefficients binomiaux.

. Soient x = 011011101 et y = 100001011 € Z3.

(1) Calculer la distance d(x,y).
(2) Donner la boule B(x,1).
(3) Donner le nombre de mots m avec d(x, m) = 3.
(4) Calculer la cardinalité de la boule B(y, 3).
Soit C le code défini par le codeur de la somme de controle
7

¢ 1 Z — T3 : bibabsbybsbgbr > bibobsbabsbebrbs, ot bs =Y by

i=1
(1) Montrer que C est capable de déceler la présence d’'une seule erreur.

(2) Montrer que C est incapable de corriger une erreur.
Considérer le code C défini par le codeur de répétition suivant:
¢:7Z5—75: m—m-m-m-m

(1) Donner la distance minimum d(C).

(2) Donner la capacité correctrice §(C).

Considérer le code suivant:
C = {000000,000111,111000,111111,110001, 110110,011001,001110,010111, 101000}.

Déterminer s’il s’agit d'un code linéaire ou non.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Considérer le code linéaire C = Z (M), ou

o O = =
— = =
_ = O O
_ o = O
— = =
S O = =
O = = O

(1) Trouver une matrice génératrice de C.

(2) Donner a 'aide du théoréme 3.3.6, tous les mots de C.

Considérer le code suivant:

C = {000000,011110,101101,110011,001011,010101, 100110, 111000}.

(1) Vérifier, a I'aide du lemme 3.3.2, que C est linéaire.
(2) Vérifier que C est un code standard en donnant sa matrice génératrice canonique.

(3) Trouver la matrice de controle canonique de C.
Soit C un (n, k)-code linéaire avec 0 < k < n. Montrer que

n—k
< .
i(C) < 5

Indice: A Taide du théoréme 3.3.6 et de la proposition 3.2.16, comparer la capacité

expressive et la capacité correctrice de C.

Soit C un (n, k)-code avec 0 < k < n, dont G est une matrice génératrice. Si M est une
matrice binaire de type k£ X n, montrer que les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) M est une matrice génératrice de C.

(2) G s’échelonne a M.

(3) G = PM avec P une matrice binaire carrée d’ordre k.

Soit C un code linéaire de longueur n. Soient GG, H des matrices binaire de types k X n
et (n — k) x n, respectivement, dont les lignes sont linéairement indépendantes. Montrer
que les énoncés suivants sont équivalents.

(1) G est une matrice génératrice et H est une matrice de controle de C.

(2) G est une matrice génératrice de C avec HGT = 0.

(3) H est une matrice de controle de C avec HGT = 0.

Soit C un (n, k)-code linéaire avec 0 < k < n, dont G est une matrice génératrice et H
est une matrice de controle. Si D = Z(H), montrer que D est un (n,n — k)-code dont

H est une matrice génératrice et G est une matrice de controle.
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19.

20.

21.

22.

Soit C un code linéaire dont H est une matrice de controle. Montrer que C ne contient que
le mot nul 0 (c’est-a-dire, le mot dont tous les bits sont 0) si et seulement si les colonnes

de H sont linéairement indépendantes.

Considérer le code linéaire C = £ (M), ou

101110
M- 01 1101
111011
101010

(1) Vérifier que C est standard en donnant sa matrice génératrice canonique.
(2) Trouver la matrice de controle canonique de C.

(3) Donner, a I'aide du théoreme 3.3.6, la capacité expressive de C.

Considérer le code linéaire C = Z(N), ou

11001
1 11
N - 0 0
01011
01111

1
2
3
4

Vérifier que C est standard de dimension 3.
Trouver le codeur linéaire ¢ qui définit C.

(1)
(2)
(3) Donner une matrice de controle de C.

(4) Supposons que m = 111 est le mot a transmettre, et x = 11011 est le mot regu par

le décodeur.

(a) A l'aide de la matrice génératrice canonique, trouver le mot qui sera expédié au
canal de transmission.
(b) A T'aide de la matrice de controle, déterminer si x est un mot du code ou non.

(c¢) Quel est 'estimé du décodeur pour le mot original m ?

Soit C un (n, k)-code linéaire avec 0 < k < n. Montrer que les énoncés suivants sont
équivalents:

(1) C est standard.

(2) C a une matrice de controle de la forme (A | I,,_x).

(3) Les n — k derniéres colonnes de toute matrice de controle de C sont linéairement

indépendantes.
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23.

24.

25.

26.

27.

(4) Les n—k dernieres colonnes d'une matrice de controle de C sont linéairement indépen-

dantes.

Donner un (6, 3)-code standard C contenant le mot 111111, en spécifiant ses mots et une

matrice de controle.
Si n, k sont des entiers avec 0 < k < n, trouver le nombre de (n, k)-codes standards.

Considérer le code linéaire C = £ (M), ou

101111
M=1011101
111010

1) Vérifier que C est standard en donnant sa matrice génératrice canonique.

2) Trouver la matrice de controle canonique de C.
3

4

(1)
(2)
(3) Donner le poids minimum de C.

(4) Donner, a 'aide du théoreme 3.3.19, la capacité correctrice de C.

Considérer le code linéaire C = AT (M), ou

111001
M=]1010101
001011

(1) Vérifier que C est standrad en donnant sa matrice de controle canonique.
(2) Trouver la matrice génératrice canonique de C.

(3) Donner, a 'aide du théoreme 3.3.21, la capcité correctrice de C.

Soit C un (n, k)-code avec 0 < k < n. Si 6(C) = %%, montrer que C est standard.
Indice: Vérifier que les dernieres n—k colonnes d’une matrice de controle sont linéairement

indépendantes.
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Chapitre IV: Construction géométrique a la regle et au compas
Le but de ce chapitre est d’appliquer la théorie des corps a répondre les questions de tres
longtemps suivantes.

La quadrature du cercle. Etant donné un cercle quelconque, est-ce qu’on peut toujours

construire a la regle et au compas un carré ayant le méme aire que le cercle donné ?

La duplication du cube. Etant donné un cube quelconque, est-ce qu’on peut toujours

construire a la regle et au compas un cube qui double le volume du cube donné ?

La trisection de l’angle. Etant donné un angle quelconque, est-ce qu’on peut toujours
construire a la regle et au compas deux demi-droites qui partagent ’angle donné en trois

angles égaux ?

La construction des polygones réguliers. Pour quel entier n > 2, on peut construire a la

régle et au compas un polygone de n cotés égaux ?

La résolution par radicaux d’équations polynomiales. Etant donnée une équation poly-
nomiale complexe, est-ce que ses racines s’obtiennent toujours a partir de ses coefficients
par un nombre fini d’opérations d’addition, de soustraction, de multiplication, de division et

d’extraction de racines 7
4.1 Polynémes

Partout dans cette section, on se fixe F' un corps.
4.1.1. Définition. Soit un polynome sur F' comme suit:
flz)=ap+a1x+ -+ aya™;a; € F,
ou a, # 0 lorsque f est non nul. Le degré de f, noté O(f(x)), est défini par

n, sif(x)#0;

—o0, sif(z)=

A(f(x)) = {

En outre, si f(z) est non nul, alors a, s’appelle coefficient directeur de f(z). On dit que

f(x) est monique si a,, = 1p.
L’ensemble des polynomes sur F est noté Fx].
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Remarque. On identifie a € F avec le polynéme constant a € Fx]. En particulier,
F C Flx].

4.1.2. Proposition. L’ensemble F[z] est un anneau commutatif pour 'addition et la

multiplication de polynomes usuelles:
(1) Yoigair’ + 2oy biat = Do g (ai + by)a’;
(2) Oy ai’) - (Z;‘nzo bja’) = Zk ok, ot

Ck:Zi+j:ka'ibj>k:0717"'7n+m'

Remarque. On voit aisément que F' est un sous-anneau de Fz].

Le résultat suivant est évident.

4.1.3. Lemme. Si f(z), g(z) sont deux polynomes sur F, alors
(1) a(f(x)g(x)) = O(f(x)) + A(g(x));
(2) O(f(x) + g(x)) < max{d(f(z)), Ig(x))}.

Le résultat suivant est I'algorithme de division de polynomes.

4.1.4. Théoréme. Soient f(z),g(x) € Flz]. Si g(z) est non nul, alors il existe des
polynémes uniques ¢(z),r(z) € F[z] avec d(r(z)) < d(g(z)) tels que

f(x) = g(x)q(z) +r(z).

Démonstration. Posons g = b, 2™ + by,_12™ ' + -« 4+ by, ou m > 0 et b, # 0. Si
O(f(x)) <m, alors f(z) = g(x) - 0+ f(z) avec O(f(z)) < O(g(x)).
Supposons maintenant que 9(f(x)) = n > m et le résultat est valide pour les polynomes

de degré < n. Ecrivons f(z) = apa™ + -+ 4+ a1z + ag avec a,, # 0. Remarquons que
anbta" " g(z) = apr™ + e ™4+ .

Do, h(z) = f(x) — a,b, 'z ™g(x) est de degré < n. D’apres 'hypothese de récurrence,
h(z) = g(z)q:(z) + r(z) avec I(r(x)) < d(g(x)). Ceci nous donne

f(@) = (anby, 2"~ + q(2)g () +r(2).

Pour montrer I'unicité, supposons que f(x) = go(x)g(z) + ro(x) avec d(ro(x)) < d(g(z)).
Alors (q(z) — qo(x))g(x) = r(x) — ro(z). Si g(x) — qo(z) # 0, alors d(q(x) — qo(z)) > 0 et
Jd(g(z)) > 0. D’apres le lemme 4.1.3,

max{d(r(x)), O(ro(x))} = O(r(x) — ro(x)) = 8(q(x) — go(x)) + d(g(x)) = I(g(x)),
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une contradiction. Ainsi ¢(z) = qo(x), et donc r(z) = ro(x). Ceci acheve la démonstration

du théoréeme.

Remarque. (1) Les polynomes ¢(x) et r(z) dans le théoreme 4.1.4 s’appellent quotient
et reste de f(x) divisé par g(z), respectivement.
(2) Si r(z) =0, on dit alors que g(z) divise f(x), noté g(z) | f(x).

Exemple. Considérons deux polynomes rationnels f(z) = 27+ 1 et g(z) = —2* + 3z +2.
Trouver le quotient et le reste de f(x) divisé par g(z).

Solution. En faisant une division, on trouve f(z) = g(z)(—2® —3) + (223 + 92+ 7) avec
(223 4+ 92 4+ 7) < 9(g(z). D’on, le quotient est —z® — 3 et le reste est 223 + 9z + 7.

4.1.5. Définition. Soit f(z) =Y 1 ,a;z’ € F[z]. Pour tout a € F, on pose

n

fla) = Zaiai ek

=0

On dit que a est une racine de f(x) si f(a) = 0p.
Remarque. Tout polynome sur F' de degré 1 admet exactement une racine.

4.1.6. Proposition. Si f(x) € F[z] est non constant, alors a € F' est une racine de
f(z) si, et seulement si, f(x) = (x — a)q(z) avec q(z) € Fl[z].

Démonstration. D’apres le théoreme 4.1.4, f(z) = (z — a)q(x) + r, ou q(x) € Flz] et
r € F. Cela donne f(a) = (a —a)q(a) +r =r. Donc f(a) = Op si, et seulement si, r = Op

si, et seulement si, f(z) = (z — a)q(z). Ceci acheve la démonstration de la proposition.

Exemple. Considérons f(x) = 23 — 2 + 2 sur Zs.

(1) Comme f(2) = 1, on voit que  — 2 n’est pas un facteur de f(x).

(2) En divisant f(z) par x — 3, on a f(z) = (> + 2z + 1)(z — 3). D’ou, 3 est une racine
de f(x).

4.1.7. Définition. Soit f(z) € F[z] non constant. On dit que f(z) est réductible sur F

si f(x) = g(x)h(z) avec g(x), h(x) € F|x] non constants; et irréductible sinon.
Remarque. Si f(z) = g(z)h(z) avec g(x), h(z) non constants, alors

0 <d(g(x)), 0(h(z)) < I(f(x)).

4.1.8. Proposition. Soit f(x) € F|z] non constant.
(1) Si O(f(x)) =1, alors f(z) est irréductible sur F.
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(2) Si2 < I(f(x)) < 3, alors f(z) est réductible sur F si et seulement si f(z) a une
racine dans F'.

Démonstration. (1) Supposons que d(f) = 1. Si f(x) = g(z)h(zx), ou g(z), h(x) € F[z],
alors g(x) et h(x) sont tous non nuls. Et donc, d(g(x)),d(h(z)) > 0 tels que d(g(z)) +
J(h(z)) = 1. D’ou, d(g(z)) = 0 ou d(h(x)) = 0. Ceci montre que f(x) est irréductible sur
.

(2) Supposons que 2 < I(f(x)) < 3. Si f(a) =0 avec a € F, d’apres la proposition 4.1.7,
f(z) = (x — a)q(z) avec q(z) € Flz]. Comme O(q(z)) +1 = 9(f(z)) > 2, on a d(q(z)) > 0.
C’est-a-dire, f(z) est réductible sur F. Réciproquement, si f(z) = g(z)h(x) avec g(x) et
h(x) non constants, alors d(g),d(h) > 1 tels que 9(g) +d(h) = (f) < 3. Ainsi, d(g) = 1 ou

Jd(h) = 2. D’ou, f(x) a une racine dans F. Ceci acheve la démonstration de la proposition.

Exemple. Le polynome 22 — 2 est réductible sur R. En effet, il est de degré deux et a
deux racine réelles ++/2.

On étudiera l'irréductibité de polynomes rationnels. On commence par la notion suivante.
4.1.9. Définition. Un polynome non nul entier
flz)=ap+a1x+---+a,z”, ona; €Z
est dit primitif si le plus grand commun diviseur de ag, ay, ..., a, est 1.

Exercice. Déterminer lequel des polynomes suivants est primitif.

(1) f(z) =2 + 22+ 3;

(2) g(x) = 22% + 4x + 10.

Solution. (1) Les coefficients de f(z) sont 1,2,3. Comme pged(1,2,3) = 1, d’apres la
définition 4.1.9, f(x) est primitif.

(2) Les coefficients de g(x) sont 2,4,10 dont 2 est un facteur commun. D’apres la

définition 4.1.9, g(z) n’est pas primitif.

Remarque. Si f(x) € Q[z], alors il existe @ € Q et un polynéome primitif g(z) € Z|x]
tels que f(x) = ag(x).

Exemple. Considérons le polynéme

2
flz) = gx?’—i— g:c—i—él.

Ecrivons f(z) = ag(z), ol a € Q et g(z) € Z[z] est primitif.
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Solution. Les coefficients de f(x) sont %, g, 4, dont les deux fractions ont pour dénominateurs

communs 15. Ainsi
f(z) 10 4 N 18 N 60
) = —=x —r+ —
15 15 15

= 1—15 (10z* + 18z + 60)

= 135 (5x3 + 9x + 30)

olt 523 + 9x + 30 est un polynoéme primitif puisque pged(5,9,30) = 1.

4.1.10. Lemme. Si f(x),g(x) € Z[z] sont primitifs, alors f(z)g(x) est primitif.

Démonstration. Posons f(z) = 31 jaa’ et g(x) = 7" bz’ Alors

n—+m
f@)g(x) = Y e o= Y aiby.
k=0 itj=k

Si f(x)g(z) n’est pas primitif, alors il existe un nombre premier p tel que p|cg, pour tout
0 <k <n+m. Comme f(x),g(x) sont primitifs, il existe un indice minimal r > 0 tel que
p fa, et un indice minimal s > 0 tel que p fbs. En particulier, p fa,bs. Sir+ s =0, alors

r=s=20. Donc p fagby = ¢y, une contradiction. Si r + s > 0, alors

Cris = Z a;b; = a,bs + Z a;b;.
i+j=r+s i+j=r+s, (1,7)#(r,s)
Remarquons que si i +j = r + s et (i,5) # (r,s), alors i < r ou j < s, et donc p|a;b;.
On en déduit que p ) ¢4, une contradiction. Donc f(x)g(x) est primitif. Ceci acheve la

démonstration du lemme.

Exemple. Les polynomes 2% + 2x — 3 et 5z + 2 sont primitifs. Leur produit est
(2% 4 22 — 3)(5x + 2) = (5o + 102* — 15z) + (22° + 42 — 6) = 52" + 22° + 102* — 112 — 6,
ce qui est aussi primitif, car le plus grand facteur commun de 5,2,10, —11, —6 est 1.

4.1.11. Théoreéme de Gauss. Si f(x) € Z[z] est non constant, alors f est irréductible
sur Q si, et seulement si, f(z) est irréductible sur Z.

Démonstration. Il suffit de montrer la suffisance. Supposons que f(z) est réductible
sur Q. Alors f(z) = g(z)h(z), ot g(z), h(z) € Q[z] non constants. Ecrivons g(z) = ag; (z) et
h(xz) = Bhy(x), ot a, 5 € Q et g1(x), hy(z) € Z]x] sont primitifs. Donc f(x) = vgi(z)hi(z),
ouy=af €Qet

g1(x)hy () = ap + a1z + - - + a,z"; a; € Z.
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D’apres le lemme 4.1.10, gy (x)hy(z) est primitif, c’est-a-dire, le plus grand commun facteur

de ag, a1, ..., a, est 1. Ainsi, il existe s; € Z tels que Y, a;5; = 1. Ceci nous donne
n n
v =" (Z aisi> = Z(’yai)si €.
=0 i=0

Par conséquent, f(z) = (yg1(x))hi(x), ot vg1(x), hi(x) € Z]x] non constants. C’est-a-dire,

f(z) est réductible sur Z. Ceci acheve la démonstration du théoreme.

Le résultat suivant est un critere tres pratique pour qu'un polynome rationnel soit

irréductible sur Q.
4.1.12. Critere d’Eisenstein. Soit un polynoéme non constant entier
fx)=ao+ax+- -+ a, 12" + a,a" € Zlz).

S’il existe un nombre premier p tel que

(Dpla,i=0,1,...,n—1;

(2) p X Qn;

(3) p* f ao;
alors f(z) est irréductible sur Q.

Démonstration. Supposons que les conditions sont vérifiées. Supposons au contraire
que f(z) est réductible sur Q. D’apres le théoreme de Gauss, f(x) est réductible sur Z.
C’est-a-dire,

F@) = (bo + brz + -+ + ba")(co + 1z + -+ + cuz®),

on0<rs<tetb,c; €Zavecb, #0,cs #0.

Comme ag = bycy, par I'hypothese, p | bycy. Comme p est premier, p | by ou p | ¢g. On
peut supposer p | bo.

Comme a,, = b.cg, par I'hypothese, p Jb,.c;. En particulier, p Jb,.

Par conséquent, il existe t avec 0 < ¢t < r tel que p | b;, pour i =0,...,t —1, et p Jb.

Maintenant, par la définition du produit de polynomes, on a
CLt = ZZ+]:tblC] = bOCt + blct—l + oo + bt—lcl + thQ

Comme t < r < n, par 'hypothese, p | a;. En outre, p | bic; pour ¢ =0,1,...,t — 1. Ceci
implique p | byco.
Comme p J by, on a p | ¢g. Ainsi p? | bycg = ap, une contradiction. Donc f(z) est

irréductible sur Q. Ceci acheve la démonstration du théoreme.

Exercice. Soit p un nombre premier. Vérifier, pour tout n > 1, que {/p est irrationnel.
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Preuve. Considérons f(z) = 2™ — p € Z[z]. Or p est premier tel que

(i) p | (=p);

(ii) p 15

(iii) p* J(—p).

D’apres le critere d’Eisenstein, f(z) est irréductible sur Q. Comme n > 2, d’apres le
lemme 4.1.8(2), f(x) n’a aucune racine rationnelle. De l'autre coté, f(i/p) =p —p = 0,

c’est-a-dire, {/p est une racine réelle de f(z). D’ol1, {/p est irrationnel.

Exercice. Vérifier que

2 1
fz) = §x5+§x4+x3+§

est irréductible sur Q.
Preuve. Comme f(z) & Z[z], on ne peut pas appliquer directement le critere d’Eisenstein.

Mais, on peut considérer
g(z) = 9f(z) = 22° + 152" + 92° + 3 € Z[].

Or 3 est premier tel que
(i) 33,9, 15;
(i) 3 /2
(iii) 3% /3.

D’apres le critere d’Eisenstein, g(x) est irréductible sur Q. Donc f(x) l'est également.

Pour la plupart de polynomes entiers, on ne peut pas trouver un premier p qui vérifie les
conditions du critere d’Eisenstein. Le résultat suivant nous permet de changer les coefficients

d’un tel polynome.

4.1.13. Proposition. Soit f(x) € Q[z] non constant. Si a,b € Q avec a non nul, alors
f(zx) est irréductible sur Q si, et seulement si, g(x) = f(ax + b) est irréductible sur Q.

Démonstration. D’abord, comme a # 0, on voit que ( f(ax+b)) = 9(f(x)). Supposons
premierement que f(z) = fi(z)fa2(z), ou fi(z), fo(z) € Q[z] avec O(f1), O(f2) > 0. Alors

g(x) = flaz +b) = folax +b) fr(az +b) = gi()g2(2),

ou gi(x) = fi(ax +b). Comme 0(g;(z)) = A(fi(z)), on voit que g(x) est réductible sur Q.
Supposons réciproquement que g(z) est réductible sur Q. Alors

o (o= D) =o () =1 (0 0] = s

ce qui est réductible sur Q. Ceci acheve la démonstration de la proposition.
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Exercice. Vérifier que

est irréductible sur Q.
Démonstration. Remarquons que le critere d’Eisenstein ne s’applique qu’aux polynomes

sur Z. Ainsi, on écrit

flz) = é (82% — 62 — 1)

et considere g(r) = 8x® — 6z — 1. Dans ce cas, on ne peut pas trouver un premier p qui
satisfait aux conditions énoncées dans le critere d’Eisenstein. Ainsi, on doit appliquera la

propoisition 4.1.13 pour changer les coefficients. En remplacant x par x — 1, on trouve
g(r — 1) = 8% — 242 + 18z — 3 := h(x).

Maintenant, 3 est premier tel que
(i) 3| —3,18, —24;
(i) 3 /8
(iii) 3% J-3.
D’apres le critere d’Eisenstein, h(x) est irréductible sur Q. D’apres la proposition 4.1.13,

g(x) est irréductible sur Q. Par conséquent, f(x) est irréductible sur Q.
4.2 Extensions de corps

Rappelons qu’un corps est un anneau commutatif dont tous les élements non nuls sont in-
versibles. En outre, un sous-anneau d’un anneau est un sous-ensemble qui contient I'identité

et est stable pour ’addition, la soustraction et la multiplication.

Partout dans cette section, E désigne un corps. En particulier, E' est un anneau.

4.2.1. Définition. Un sous-ensemble F' de E s’appelle sous-corps de E si les conditions
suivantes sont vérifiées:

(1) lp € F, et

(2) a+b,a—b,a-b,a-b(lorsque b # 0g) € F pour tous a,b € F.

Remarque. Un sous-corps de E est un sous-anneau qui est stable pour l'inversion.

Exemple. Considérons le corps C des nombres complexes.

(1) Z est un sous-anneau de C, qui n’est pas un sous-corps.

2) On voit que Q, R sont deux sous-corps de C.

(2)
(3) Si F est un sous-corps de C, on a vu dans MAT153 que Q C F.
(4) Dans MAT153, on a vu que Q[i] = {a+bi | a,b € Q} est un sous-corps de C.
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4.2.2. Lemme. Si F' est un sous-corps de E, alors I’ est un corps pour 'addition et la

multiplication induites de celles de E comme suit:
+:FXxF—F:(a,b)—~a+b

et
- FxF—F:(a,b)—a-b.

Démonstration. D’apres la définition, F' est stable pour ’addition et la multiplication
de E. Ainsi, les opérations ci-haut définies sont bien des opérations sur F. En outre,

(1) Comme 1p € F,onaOg =1 — 1g € F.

(2) Sia€ F,alors —a=0gp—a€F.

(3) Sibe Favecbh#0p,alorsbt=1p-b"! € F.

Ainsi, F' est un corps avec O = Og et 1p = 1. Ceci acheve la démonstration du lemme.

4.2.3. Définition. Si F' est un sous-corps de E, on dit que E : F est une extension de

corps, ou bien, E est une extension de F'.

Exemple. (1) Comme E est un sous-corps de E, on a une extension de corps E : E.
(2) Considérant les sous-corps Q et R de C, on obtient trois extensions de corps R : Q,

C:R, et C:Q.

Soit E : F' une extension de corps. D’apres le lemme 4.2.2, F' est un corps. Maintenant,

E est un espace vectoriel sur F', noté pE, pour 'addition
+:EXE—FE:(0,f)—a+p
et la multiplication externe
tFxE— FE:(a,a)— ax.
Remarque. Dans I'espace vectoriel pF, les vecteurs sont les éléments de E et les scalaire
sont les éléments de F.

Exemple. Considérons 'extension de corps C : R. En MAT153, on a vu que C est un

espace vectoriel sur R pour ’addition
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

et la multiplication externe
c(a+ bi) = (ca) + (cb)i.
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4.2.4. Définition. Soit E : I’ une extension de corps. On définit son degré comme

étant la dimension de I’espace vectoriel pE, noté [E : F].

Exercice. Trouver [C : R], le degré de I'extension de corps C : R.
Solution. Par définition, [C : R] = dim(gC). Dans MAT153, on a vu que {1,i} est une
base de I'espace vectoriel gC. Ainsi, [C: R] = dim(gC) = [{1,i}| = 2.

Etant donnée une extension de corps ' : F', comme pFE est un espace vectoriel non nul,
on a vu dans MAT153 que dim(pE) > 0. C'est-a-dire, [E : F] > 1.

4.2.5. Lemme. Soit F : F' une extension de corps. Alors [E : F| = 1 si, et seulement
si, B =F.

Démonstration. Supposons premierement que £ = F. Alors {1z} est une base de
I'espace vectoriel gE. Donc, [E : F| = dim(gFE) = 1.

Supposons réciproquement [E : F] = 1. C’est-a-dire, dim(zF) = 1. Ainsi, toute base de
rE ne contient qu'un élément, disons, {a} est une base de pE.

En particulier, 15 s’écrit comme une combinaison linéaire de v a un coefficient dans F,
c’est-a-dire, 1 = aa pour un certain a € F. En particulier, a est non nul. Par conséquent,
a = a ' Comme F est un sous-corps de E, on voit que a=! € F. Ainsi, a =a~! € F.

Considérons un élément quelconque 5 € E. Comme {a} est une base de pE, on a § = b
pour un certain b € F. Comme F' est stable pour la multiplication, § = ba € F. Ceci donne

E C F, et donc, E = F. La preuve du lemme s’acheve.

Exemple. (1) Considérons l'extension de corps R : R. D’apres le lemme 4.2.5, on voit
que [R: R} =1.

(2) Considérons l'extension de corps R : Q. Comme Q # R, d’apres le lemme 4.2.5, on
voit que [R: Q] > 1.

4.2.6. Définition. Une extension de corps E : F est dite finie ou infinie si [E : F]
est fini ou infini, respectivement. Dans ce cas, on dit aussi que E est fini ou infini sur F,

respectivement.

Exemple. (1) Considérons l'extension de corps C : R. On a vu que [C : R] = 2. Ainsi,
C est fini sur R.

(2) Considérons I'extension de corps E : E. D’apres le lemme 4.2.5, [E : E] = 1. Ainsi,
E est toujours fini sur F.

(3) On verra que l'extension R : Q est infinie.

Le résult suivant sera tres utile dans le calcul de degré d’extension de corps.
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4.2.7. Théoreéme de la base téléscopique. Soient F, L deux sous-corps de F avec
F C L. Alors, 'extension F : I est finie si, et seulement si, les extensions F : L et L : F

sont toutes finies; et dans ce cas,
[E:F|=[FE:L|[L:F].

Démonstration. Supposons premi¢rement que F : F' est finie, disons [E : F] = n.
C’est-a-dire, dim(pE) = n. Comme F' C L, on voit que L est un sous-espace vectoriel de
rE. D’apres un résulat du MAT153, on a

[L: F] =dim(rL) < dim(pE) = n.
En outre, prenons une base {aq,...,a,} de pE. Pour tout « € E, on a
a=aa+ -+ a,ap, ol ay,...,a, € F.
Comme F C L, on a aussi on a
a=aio) + -+ apQ,, ol ay,...,a, € L.

Donc l'espace vectoriel  F est engendré par aq, ..., a,. D’apres un résultat du MAT153, on
a dim(LF) < n. Clest-a-dire, [E : L] < n.

Supposons réciproquement que [E : L] = r et [L : F] = s. Clest-a-dire, dim(,F) = r
et dim(pL) = s. Prenons une base {f1,...,5,} de L E et une base {v,...,7s} de pL. On
prétend que B = {f;7;|1 < i <11 < j < s} est une base de pE. En effet, tout « € E
s'éerit a = Y71 bif, ou b; € L. En outre, by = Y7 ¢ijv;, o ¢ € F, pouri = 1,...,7.

Ceci nous donne
o = szﬁz = Z (Z cij’)/j> ﬁz = chij(ﬁi’w)’ ou Cij - F.
=1 =1 7j=1 =1 j=1

Ainsi 'espace vectoriel pE est engendré par B. Il reste a montrer que B est une famille libre.

Supposons que

ZZCLU(ﬁfY]) = 0, ou Q45 e F.

i=1 j=1
Alors
T S S
Z (Z aij’y]) 51 = O, Ofl Zaij’yj € L
i=1 \j=1 j=1
Comme fy, ..., [, sont linéairement indépendants sur L, on a

s
Zaij’yj = 0, ou Clij c F,

j=1
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pour ¢ = 1,...,r. Comme 71,...,7s sont linéairement indépendants sur F', on a a;; = 0,
pour tous 1 < 7 < ;1 < i < r. Ceci montre que B est libre sur F'. Donc, B est une base
de pE. Par conséquent, [E : F] = rs = [E : L][L : F]. Ceci acheve la démonstration du

théoreme.

4.2.8. Définition. Soit E : F' une extension de corps.

(1) Un élément a € E est dit algébrique sur F' s'il est une racine d’un polynéme non nul
sur I'; et transcendant sur F sinon.

(2) L’extension E : F est dite algébrique, ou bien, E est algébrique sur F, si tout élément

de E est algébrique sur F'.

Exemple. L’extension de corps E : E est algébrique. En effet, tout a € E est la racine

du polynoéme non nul z — o sur E.

Exercice. Considérer I'extension de corps R : Q. Vérifier que

V2+3V5eR
est algébrique sur Q.

Preuve. Posons a = v/2 + 3v/5. Alors o® = 2 + 3v/5. Donc, (o® —2)? = 45. Doy,
a® —4a® — 41 =0.
C’est-a-dire, « est une racine de 2° — 423 — 41 € Q[z]. Par définition, « est algébrique sur Q.

Exercice. Vérifier que 'extension C : R est algébrique.
Preuve. Pour tout o = a + by/—1 € C, avec a,b € R, on a (a — a)? = —b?. Donc,

a? —2aa+a®>+ b2 =0.

C’est-a-dire, o est une racine de z* — 2ax + a* + b* € R[z]. Ainsi, a est algébrique sur R.

Ceci acheve la preuve.
On accepte le résultat célebre suivant sans preuve.
4.2.9. Théoreme de Lindemann. Le nombre réel 7 est transcendant sur Q.
Exemple. L’extension R : Q n’est pas algébrique.

4.2.10. Lemme. Soit E : F' une extension de corps. Un élément o € E est algébrique

sur F' si, et seulement si, il existe n > 0 tel que {1,a,...,a"} est liée sur F.
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Démonstration. Par définition, a est algébrique sur F' si et seulement si, il existe
f(z) = ap+ arx + -+ + a,z™ € Flx] non nul tel que f(a) = 0, si et seulement si, il existe

agp, ai, ..., a, € F non tous nuls, tels que
a-l4+a-a+---+a, -a, =0,
c’est-a-dire, {1, ,...,a"} est liée sur F. Ceci acheve la démonstration du lemme.

Exercice. Vérifier que R : Q est une extension infinie de corps.

Preuve. D’apres le théoreme de Lindemann, 7 est transcendant sur Q. D’apres le lemme
4.2.8, {1,m, 72 ...,7", ..., } est une famille libre infinie dans gR. On a vu dans MAT153
que dim(gR) = co. C’est-a-dire, R est infini sur Q.

4.2.11. Proposition. Toute extension finie de corps est algébrique.

Démonstration. Soit £ : F' une extension de corps avec [F : F] = n < oo, c’est-a-
dire, le F-espace vectoriel E est de dimension n. Pour tout a € E, d’apres un résultat du
MAT153, {1,q,...,a™} est liée sur F' car elle contient n + 1 vecteurs. D’apres le lemme

4.2.10, a est algébrique sur F'. Ceci montre que E est algébrique sur F'. La preuve s’acheve.

Exercice. Considérer I'extension de corps Q[i] : Q, ot Q[i] = {a+bi | a,b € Q}. Vérifier
que Q[7] est algébrique sur Q.

Preuve. D’apres la définition, le Q-espace vectoriel Q[i] est engendré par 1,i. Sia,b € Q
sont tels que a-14+b-7 =0, alors a+ bi = 0. Comme a,b € R,onaa=0et b=0. Clest-
a~dire, {1,7} est libre sur Q. Ceci montre que {1,7} est une base de ¢Q[i]. Par conséquent,
[Q[i] : Q] = dim(gQ[é]) = 2. D’apres la proposition 4.2.9, Q[i] : Q est une extension
algébrique.

4.3 Extensions simples
Partout dans cette section, on se fixe une extension de corps F : F. C’est-a-dire, F est

un corps dont F' est un sous-corps.

4.3.1. Définition. Sout S un sous-ensemble de E. Le plus petit sous-corps de F

contenant F' et S, noté F'(S), s’appelle sous-corps engendré par S sur F.

Remarque. En d’autres termes, F(S) est le sous-corps de E satisfaisant les deux con-
ditions suivantes:

(1) F(S) est un sous-corps de E contenant F' et S;

(2) Si L est un autre sous-corps de E contenant F' et S, alors F'(S) C L.

76



Exemple. Si S C F, alors FI(S) = F.
Preuve. Dans ce cas, F' est un sous-corps de F contenant F' et S. Si L est un autre

sous-corps de E contenant F' et S, alors F' C L. Ainsi, F est le plus petit sous-corps de E
contenant F' et S. Clest-a-dire, F/(S) = F.

Exercice. Considérer extension de corps C : R. Montrer que R(y/—1) = C.

Preuve. Il est evident que C est un sous-corps de C contenant R et v/—1. Supposons que
L est un sous-corps de C contenant R et v/—1. Or, tout a € C s’écrit comme a = a+by/—1,
ol a,b € R C L. Comme L est un sous-corps de C, on voit que o = a+b-+/—1 € L. D'o1,
C C L. Cest-a-dire, C = R(y/—-1).

Etant donnés deux sous-ensembles Sy, Sy de E, par définition, F (S1)(Ss) est le sous-corps
de E engendré par S, sur F(S;), c’est-a-dire, F'(S7)(S2) est le plus petit sous-corps de E

contenant F'(Sy) et Sy. Le résultat suivant sera pratique.

4.3.2. Lemme. Si 57,55 sont des sous-ensembles de E, alors
F(51)(82) = F(S1U S2) = F(53)(51).

Démonstration. Par définition, F'(S; U S3) est un sous-corps de E contenant F, S
et Sy. Comme F(S;) est le plus petit sous-corps de E contenant F' et S, on a F(S;) C
F(S1USs). Ainsi, F'(S; USs) est un sous-corps de E contenant F'(S7) et Sy. Par définition,
F(S1)(S2) C F(S1US,).

De l'autre coté, F'(S1)(S2) est un sous-corps de E contenant F'(Sy) et Sy. Comme F'(S})
contient F' et 57, on voit que F'(S7)(S2) est un sous-corps de F contenant F' et S; U Sy. Par
définition, F'(S;USy) C F(S1)(S5,). Par conséquent, F'(S1)(S2) = F(S1US,). Enfin, comme
SoUS; =51US,, on a

F(S2)(S1) = F(S2US1) = F(S1USy) = F(51)(52).
La preuve du lemme s’acheve.
Remarque. Pour tous aq, as,...,qa, € E, on a
Flag,ag,...,a,) = Flag)(ag) -+ (o),

ou F(ay) -+ (a;—1)(cy) est le sous-corps de E engendré par «; sur F'(aq) - (1), pour tout

1=2,...,n.

Exemple. Considérons I'extension C : R. On a

R(V2,V2,V2,i) = R(V2)(V2)(V2)(i) = R(V2)(V2)(i) = R(V2)(i)) = R(i) = C.



4.3.3. Définition. On dit que E : F est une extension simple (ou bien, E est simple

sur F'), si E = F(«) pour un certain élément o € F.

Exemple. Considérons l'extension de corps C : R. On a vu que C = R(y/—1). Ainsi,

C : R est une extension simple.

Exercice. Considérer le sous-corps Q(v/2,v/3) de R engendré par v/2 et /3 sur Q.
Montrer que Q(\/ﬁ, \/3) : Q est une extension simple.

Démonstration. Par hypothese, Q(\/Q, \/3) est le sous-corps de R engendré par deux
nombres /2 et /3 sur Q. On prouvera qu'il peut étre engendré par un nombre o sur Q.

Par définition, Q(\/ﬁ, v/3) est un sous-corps de R contenant Q, v/2 et /3. En particulier,
a=+vV2++V3 € Q(\/Z \/§) C’est-a-dire, Q(ﬁ, \/§) est un sous-corps de R contenant
Q et a. Comme Q(«) est le plus petit sous-corps de R contenant Q et «, on voit que
Q(a) C Q(3,v3).

D’autre part, o« — v2 = V3 et a — /3 = /2, et done, (o —v2)? =3 et (o —V/3)2 = 2.
C’est-a-dire,

o’ —20V2+2=0¢t a® —2aV3 +3 = 0.

Dot o # 0 et

\/5_052—1 \/§_a2+1

2c0 2c0
Comme Q(«) est un sous-corps de R contenant 1,2 et «, on voit que o> —1, a*+1, 2a € Q(«),
et par conséquent,
a?—1 o?+1
5o o € Q).
C’est-a-dire, Q(«) est un sous-corps de R contenant Q et v2,4/3. Comme Q(\/i, \/§) est le
plus petit sous-corps de R contenant Q et v/2,v/3, on a Q(v/2,v/3) € Q(c). Par conséquent,

Q(v2,v3) = Q(a). Clest-a-dire, Q(v/2,v/3) est simple sur Q.

Rappelons qu'un élément a € E est algébrique sur F' s’il est une racince d’un polynome

non nul sur F. Dans la définition suivante, on considérera un tel polynome de degré minimal.

4.3.4. Définition. Soit o € F algébrique sur F. Un polynome m(z) € F|x] s’appelle
un polynome minimal de o sur F si les conditions suivantes sont vérifiées:

(1) m(a) = 0.

(2) m(x) est monique (c’est-a-dire, son coefficient directeur est 1r).

(3) Si f(x) € Flx] est non constant avec f(«) = 0, alors d(m(x)) < 9(f(x)).

Remarque. (1) La condition (3) explique la minimalité de m(z).

(2) On verra plus tard que la condition (2) garantira I'unicité de polynéme minimal.

78



Exemple. Soit E : F une extension de corps. Si a € F, alors x — a est un polynoéme
minimal de a sur F.

Preuve. Il est evident que x—a € F[z] est monique dont a est une racince. Si f(z) € F[z]
est non-constant tel que f(a) = 0, alors d(f) > 1 = d(x — a). Par définition, z — a est un

polynome minimal de a sur F'.

Exercice. Considérer 'extension R : Q. Vérifier que v/2 € R est algébrique sur Q, et
donner un polynome minimal de V2 sur Q.

Preuve. D’abord, 2% — 2 € Q[z] est monique dont /2 est une racine. Soit f(z) € Q[z]
non constant avec f(v/2) = 0. Supposons au contraire que 9(f) < d(z? — 2) = 2. Alors
I(f) = 1. Cest-a-dire, f(x) = ax + b, ou a,b € Q avec a # 0. Maintenant,

0= f(vV2) =av2+b.

D’ou,

b
__€Q>
a

A(f). Cela implique que 22 — 2 est un polynéome

IN

une contradiction. Ainsi, d(z? — 2)
minimal de /2 sur Q.

Le résultat suivant ramasse des propriétés d'un polynome minimal d'un élément algébrique.

Rappelons que le produit de deux éléments non nuls d’un corps est non nul.

4.3.5. Lemme. Soit a € E un élément algébrique sur F', dont m(z) est un polyndéme
minimal sur F'.

(1) m(x) est irréductible sur F.

(2) Pour tout f(z) € Flx], on a f(«) = 0 si, et seulement si, m(z) | f(z).

Démonstration. (1) Supposons au contraire que m(z) est réductible sur F. Alors
m(z) = my(x)me(z), ot my(x), me(xz) € Flx] avec 0 < d(mq),d(my) < d(m). D’apres la
définition 4.3.4(1), on a

0 =m(a) = mi(a)me(a), ot mi(a), ma(a) € E.

Comme E est un corps, on a my(a) = 0 ou my(a) = 0. Ceci contredit la condition énoncée
dans la définition 4.3.4(3). Donc, m(x) est irréductible sur F.

(2) Soit f(z) € Flz]. En divisant f(x) par m(x), on obtient ¢(z),r(x) € F[z]| avec
d(r(x)) < d(m(x)) tels que

(*) f(x) = m(z)q(x) +r(z).
Si m(z) | f(z), alors r(z) = 0, et donc, f(x) =m(z)q(z). D’ou, f(a)=m(a)q(a) = 0.
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Supposons réciproquement que f(a) = 0. D’apres la définition 4.3.4(1), m(a) = 0. En

vue de I'équation (x), on a

Si r(z) # 0, d’apres la définition 4.3.4(3), d(m(z)) < I(r(x)), une contradiction. Ainsi,

r(z) =0, et donc m(z) | f(x). Ceci acheve la démonstration du lemme.

4.3.6. Corollaire. Soit a € F algébrique sur F.

(1) @ admet un seul polynome minimal sur F, noté m%(z).

(2) Si p(x) € Flx] est irréductible et monique tel que p(a) = 0, alors m%(z) = p(x).

(3) o € F i, et seulement si, d(m%(z)) = 1.

Démonstration. (1) Soient mi(x),me(x) deux polynoémes minimaux de « sur F.
D’apres le lemme 4.3.5(2), on a my(x) | ma(x) et ma(x) | my(x). Dowt, my(z) = ams(z) avec
a € F. Comme le coefficient directeur de mo(z) est 1p, le coefficient directeur de ams(x) est
a. Comme le coefficient directeur de my(z) est 1p, onaa = 1p. Clest-a-dire, my(z) = ma(x).

(2) Supposons que p(z) € F[z] est irréductible et monique tel que p(a) = 0. D’apres le
lemme 4.3.5(2), m%(z) | p(z). Comme p(zx) est irréductible sur F', on a p(z) = bm$%(z), ou
b € F. Comme p(z) et m%(z) sont moniques, on a vu que b = 1p. Ainsi m$.(z) = p(z).

(3) Si 0(m%(z)) =1, alors m%(z) =z +a, ona € F. Do, « = —a € F. Ceci acheve la

démonstration du corollaire.

Remarque. Le corollaire 4.3.6(2) sera tres utile pour trouver le polynéme minimal d’'un

élément algébrique.

Exercice. Considérer 'extension C: Q et a« = /1 — V2 eC.

(1) Vérifier « est algébrique sur Q.

(2) Trouver le polynome minimal de « sur Q.

Solution. (1) Par hypothese, o = 1 — /2, et donc, (a? — 1)? = (—v/2)?2 = 2. D’on,

at—2a2—1=0.

C’est-a-dire, « est une racine de 2% — 22% — 1 € Q[z]. En particulier, a est algébrique sur Q.
(2) On montrera que le polynome minimal de « sur Q est m(z) = 2 —22% —1. D’apres le
corollaire 4.3.6(2), il suffit de vérifier que m(z) est irréductible sur Q. Comme on ne peut pas
trouver un premier p qui satisfait a les trois conditions énoncées dans le critere d’Eisenstein,
on doit appliquer la proposition 4.1.13 pour changer les coefficients de m(x). Pour ce faire,
on considere
m(z 4+ 1) = 2* + 42% + 427 — 2 := g(2).
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En appliquant le critere d’Eisenstein avec p = 2, on voit que g(z) est irréductible sur Q.
D’apres la proposition 4.1.13, m(z) est aussi irréductible sur Q. D’apres le corollaire 4.3.6(2),

« _ 4 2
md(z) = 2 — 227 — 1.

4.3.7. Définition. Soit o € E algébrique sur F'. On définit le degré de o sur F' par

Exemple. Considérons a = v/1 —+/2 € C. On a vu que
mg(z) = 2* — 22" — 1.
Par définition, dg(a) = 4.

Exercice. Considérer I’extension de corps R : Q. Etant donnés un nombre premier p et
un entier n > 0, trouver le degré de {/p sur Q.

Solution. D’abord, {/p est une racine de 2™ —p € Q[z]. Ainsi, {/p est algébrique sur Q.
En vue du critere d’Eisenstein, 2™ — p est irréductible sur Q. D’apres le corollaire 4.3.6(2),

1" — p est le polynéme minimal de {/p sur Q. Par définition, dy(/p) = n.

Si a € E, par définition, F'(«) est le plus petit sous-corps de E contenant F' et o. Cette
définition ne décrit pas les éléments de F'(«). Lorsque « est algébrique sur F', on sera capable

de décrire explicitement les éléments de F'(«).

4.3.8. Théoréme. Soit £ = F(a) une extension simple de F. Si « est algébrique de
degré n sur F; alors {1p,a,...,a" '} est une base de pE. En particulier,

(1) [E: F] = 0p(a);

(2) E={ap+aia+ - +a, 12" |ag,ay...,a,_1 € F}.

Démonstration. Par hypothese, (m%(z)) = n. On voit aisément que I’ensemble

Fla] .= {f(a) | f(z) € Flz]}

est un sous-anneau de F contenant F' et o. On prédend que E = F[a].

On se fixe un élément non nul g € F[a]. Par hypothese, 5 = f(a), ou f(x) € F[z]. On
montrera que 1 € Fla]. En effet, d’apres le lemme 4.3.5(2), m%(x) [ f(z). Comme m$(x)
est irréductible sur F' par le lemme 4.3.5(1), m%(z) et f(x) sont co-premiers. Ainsi il existe
u(z),v(z) € Flz] tels que

fl@)u(x) + me(z)v(z) = 1.

Comme m%(«) = 0 par la définition 4.3.4(1), on a
1= f(@)u(a) + mi(a)o(e) = fla)u(a) = 5 - u(a).
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Dott, 7! = u(a) € Fla]. Ceci montre que F|a] est un sous-corps de E contenant F' et a.
Comme E = F(«), ce qui est le plus sous-corps de E contenant F et o, on a E C Fla].
Ainsi, F = F|a]. Il nous reste a montrer que {1p,a,...,a" 1} est une base de pF.

En divisant f(z) par m%(z), on obtient q(z),r(z) € F[z] avec O(r(x)) < n tels que
f(@) = mi(x)q(z) + r(2).
Ecrivons r(x) = by + by 4 - - - + by_12™ L, ot b; € F. Comme m$(a) = 0, on obtient

B = fla) =mg(a)g(a) +r(a) =r(a) =by - lp+bi-a+ - +biy-a"

Cela dit que le F-espace vectoriel E est engendré par 1p,a,...,a" L
Supposons au contraire que 1p, «,...,a" ! sont linéairement dépendants sur F. Alors,
il existe ag, ay,...,a,_1 € F, non tous nuls, tels que

ap-l+a-a+-+a,1-a" =0,

C’est-a-dire, g(z) = ag+ a1z + - - +a,_ 12" ! est un polynome non nul sur F, dont « est une
racine. Comme J(g(z)) < d(m%(x)), on obtient une contradiction a la définition 4.3.4(3).
Donc, {1p,a,...,a" '} est libre sur F. Ainsi, {1p,,...,a" '} est une base de pFE. La

preuve du théoreme s’acheve.

Exercice. Considérer le sous-corps Q(a) de C engendré par a sur Q, ou

1 -3

o=—= 4~

2 2
(1) Vérifier que Q(a) = {a + ba | a,b € Q}.
(2) Calculer (o +4)~! dans Q(a).

Solution. (1) Il nous faudra montrer que dg(a) = 2, c’est-a-dire, d(mg(x)) = 2. En

effet, comme o + % = —V2_3, on a (a+ %)2 = —%. D’ou,

a2+a+1=0.

Cest-a-dire, a est une racine de m(z) = 2 + v + 1 € Q[z]. On montrera que m(z) est

irréductible sur Q. Pour ce faire, on considere
m(z+1) = 2° + 3v + 3 = g(x).

En appliquant le critere d’Eisenstein avec p = 3, on voit que g(z) est irréductible sur Q.
D’apres la proposition 4.1.13, m(z) Uest aussi. D’apres le corollaire 4.3.6(2), on voit que
m?(r) = 2° + x + 1. Par la définition 4.3.7, dg(a) = 2. D’apres le théoreme 4.3.8(2), on
trouve que Q(a) = {a + ba | a,b € Q}.
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(2) Pour calculer (o +4)~!, on remarque a + 4 = f(a), ou f(z) = x + 4 € Q[z]. 1l faut
trouver u(x),v(x) € Q[z] tels que

(z +4u(z) + mg(z)v(z) = 1.

Pour ce faire, on appliquera I'algorithme d’Euclid. Comme d(z + 4) < 9(mg(z)), on divise

m(z) par x + 4. Cela nous donne
P +r+1=(zr+4)(z—3)+13.

Do,

3—=x 1
4). —= 2 1) — =1.
(x+4) E + (" +x+1) E

Remplagant x par «, on obtient

33—« 1
4) . —— 2 1) — =1
(oz-i— ) 13 -1—(04 +a+ ) 13
Comme o? + a + 1 = 0, on obtient
33—«
4 =1.
(a+4)- =3
D’ou 5
o
Ht=="—-—.
(a7 =313

4.3.9. Corollaire. Soit E : F une extension de corps. Soit m(z) un polynéme monique

sur . Si @ € E est une racine de m(x), alors m%(x) = m(z) si, et seulement si, d(m(z)) =

[F(«) : F.
Démonstration. D’apres théoreme 4.3.8, d(m%(z)) = [F(«) : F]. La necessité est
évidente. Supposons réciproquement que d(m(z)) = [F(a) : F] = d(m%(z)). Comme

m(a) = 0, d’apres le lemme 4.3.5, m%(z) | m(z). Ainsi, m(z) = a - m%(x) avec a € F*.
Comme m(z), m%(z) sont tous moniques, a = 1p. Clest-a-dire, m(z) = m%(x). La preuve

du corollaire s’achéve.

Exercice. Considérer extension C : Q avec o = /1 — /2 € C.

(1) Vérifier que Q(v/2) C Q(a).

(2) Trouver le polynéme minimal mg(ﬂ) (z) de o sur Q(v/2).

Solution. (1) Par hypothese, o® = 1 — /2. D'oll, v2 = 1 — a? € Q(a). Ainsi, Q(a) est
un sous-corps de C contenant Q et v/2. Par définition, Q(v/2) C Q(a).

(2) Considéron I'extension Q(c) : Q(+v/2). Comme o 4+ /2 — 1 = 0, on voit que « est
une racine de 22+ v/2 — 1 € Q(v/2)[z]. On montrera que me (@) = 2?2+ /2 — 1. 1 suffira
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de vérifier que [Q(a) : Q(v/2)] = 2. Considérant les corps Q € Q(v/2) C Q(a), d’apres le
théoreme 4.2.5, on a
Q) : Q) = [Q(») : Q(V2)][Q[V] : Q.

3

Rappelons que m?(z) = 2t — 222 —1et my 2(z) = 2% — 2. D’apres le théoreme 4.3.8, on a

Q) : Q = 0(mg(z)) = 4 et [Q(V2) : Q] = d(mY*()) =2.
Cela nous donne 4 = 2[Q(c) : Q(v/2)], et donc, [Q(c) : Q(v/2)] = 2. D’apres le corollaire,

m®  (z) =2 +vV2—1.

Qv2)

En appliquant le théoreme 4.3.8 et la proposition 4.2.9, on obtient le résultat suivant.

4.3.10. Corollaire. Soit F : F' une extension de corps. Si o € E, alors les conditions
suivantes sont équivalentes.

(1) « est algébrique sur F.

(2) [F(«) : F) est fini.

(3) F(«) : F est une extension algébrique.

Démonstration. En vertu du théoreme 4.3.8, 'énoncé (1) implique 1'énoncé (2); et
d’aprés la proposition 4.2.9; 'énoncé (2) implique I'énoncé (3). Enfin, il est trivial que

I'énoncé (3) implique ’énoncé (1). Ceci acheve la preuve du corollaire.

Exercices. Soit a = 2 — 3v/3 + 5v/9 — 7v/27 € R. Vérifier que « est algébrique sur Q.

Démonstration. On voit que
4 4 2 4 3 4
a:2—3\/§+5<\/§) —7<\/§> € Q(V3).

Etant une racine de z* — 3 € Q[z], le nombre réel V/3 est algébrique sur Q. D’apres le
corollaire 4.3.9, @(\4/3) est une extension algébrique de Q. En particulier, a est algébrique

sur Q.

Exercices. Vérifier que /7 est transcendant sur Q.

Démonstration. Posons a = /7. Alors 7 = o € Q(«). Ainsi, Q(7) € Q(a). Comme
7 est transcendant sur Q, d’apres le corollaire 4.3.10, [Q(7) : Q] = oo, et d’apres le théoreme
4.2.7, [Q(«) : Q] est fini. D’apres le corollaire 4.3.10, « est transcendant sur Q.

Etant donné un polynome de plusieurs variables f(z1, ..., x,) € Flay, ..., x,], on désignera
par Oy, (f) le degré de x; dans f(xy,...,zs). En tant que généralisation du théoreme 4.3.8,
le résultat suivant décrit les éléments d’une extension de F' engendrée par un nombre fini

déléments algébriques.
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4.3.11. Théoréme. Soit F = F(ay,...,q,). Sia,...,as sont algébriques sur F, alors

E est fini sur F' avec

E={flay, - a0 | flr,-- as) € Flay, -+ 2], 00,(f) < Op(ai)}-

Démonstration. Si s = 1, d’apres le théoreme 4.3.8, le résultat est valide. Supposons
que s > 1 et le résultat est valide pour s — 1. En particulier, [F(aq,...,as 1) : F)] est fini.
Comme «; est algébrique sur F', il est algérique sur F(aq,...,a, 1) de degré t < Op(ay).
Donc E = F(ay,...,as1)(as) est fini sur F(ay,...,as_1). D’apres le théoreme 4.2.5, E est
fini sur F.

En outre, d’aprés le théoréme 4.3.8, tout 3 € E s’écrit 8 = [y + fras + -+ -+ Br_1al™, ol
Bo, 81,y -y Bie1 € F(ag,...,as_1). Pour tout 1 < i <t — 1, par I'hypotheése de récurrence,
Bi = gi(au, ..., a5 1), ot g; € Flxy,...,151] avec Op;(g;) < Op(a;), pour j =0,...,5 — 1.
Maintenant

f(xla s 7ms—17$s) = 9o + g1%s + -+ gt—ll‘i_l S F[Ila .. axs—laxs]

telque B = f(ay,...,a ) et 0y, (a;) < Or(aj ), pour j = 1,...,s. Ceciacheve la démonstration

du théoréme.

Exercice. Considérer I'extension Q(ﬂ, \/§) : Q. Donner une Q-base de Q(\/§, \/3)

Solution. On a vu que mg(x) = 2? — 2 et még(x) = 22 — 3. D’apres la définition
4.3.7, 99(V/2) = 0(v/3) = 2. Remarquant que v/2-v/3 = v/6, d’apres le théoréme 4.3.11, on
obtient

Q(vV2,vV3) = {a+bvV2+ V3 +dvV6 | a,b,c,d € Q}.

Dongc, le Q-espace vectoriel @(\/5, \/5) est engendré par 1,v/2,v/3, v6. On montrera que
{1, V2,/3, \/6} est une base de Q(\/ﬁ, \/5) sur Q.
En effet, comme Q C Q(v/3) C Q(v/3,v2) = Q(v3)(v/2), d’apres le théoreme 4.2.5,

[Q(vV2,V3): Q] = [Q(vV2,v3) : Q(V3)][Q(V3) : Q] = 2[Q(V3)(V2) : Q(V3)].

Comme v/2 est racine du polynéme 22 — 2 sur Q(v/3), le polynéme minimal de /2 sur
Q(v/3) est de degré < 2. D’apres le théoréme 4.3.8(1), [Q(v/3)(v2) : Q(V/3)] < 2.

Supposons que [Q(v/3)(v/2) : Q(v/3)] = 1. D’apres le lemme 4.2.3, Q(+v/3)(v2) = Q(V/3).
En particulier, v/2 € Q(v/3). Comme dgy(v/3) = 2, d’aprés le théoreme 4.3.8(2), on voit que
V2 =a+bV/3aveca,be Q. Sib=0,alors V2 € Q, une contradiction. Donc b # 0. Comme

(V2 —-bV3)?=a? on a

2+ 3b% — ¢
V=" cq

une contradiction.
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Par conséquent, [Q(v/3)(v/2) : Q(v/3)] = 2, et donc [Q(v/2,v/3) : Q] = 4. Clest-a-dire, le
Q-espace vectoriel Q(\/§, \/§) est de dimension 4. D’apres un résultat du MAT153, on sait
que {1,v/2,v/3,v6} est une base du Q-espace vectoriel Q(v/2,v/3).

On conclut cette section par la solubilité par radicaux d’équations polynomiales com-
plexes. Etant donnée un extension de corps E : F, on s’intéresse aux éléments de £ qui sont
des racinces n-iemes des éléments de F'. Par exemple, le nombre complexe i est une racine

carrée du nombre réelle —1.
4.3.12. Définition. Une extension de crops F : F' est dite radicale s’il existe une suite
F=FKChnc---CF=F

de sous-corps de E telle que F; = F;,_1(«;) avec o € F;,_; pour un certain n; > 0, pour

1=1,...,7
Exemple. L’extension C : R est radicale. En effet, R C C = R(7) avec i € R.

Exercice. Vérifier que Q(«) : Q est une extension radicale, ou

a=1/5+ W

Démonstration. Par hypothese, o® = 5+ v/3++v2 ¢ Q. Plutot, o® € Q(3) on
B = /34 /2. Maintenant, £% = 3+ /2 ¢ Q, mais 8% € Q(v), ol ¥ = V2. Remarquant

que v2 = 2 € Q, on obtient une suite de sous-corps de C comme suit:

QCQ(v) cQ(v,8) CcQv,5,a)

avec 12 € Q, B2 =2+7€Q(7) et @® =5+ 3 € Q(v,8). Par définition, Q(v, 3, ) est une
extension radicale de Q est radicale.
Enfin, 8 =a® — 5 € Q(a). Done, v = 82 — 3 € Q(3). En vertu du lemme 4.3.2, on a

Q7. 8, a) = Q(a)(B)(7) = Q(a)(B) = Qa).
C’est-a-dire, Q(«) est une extension radicale de Q.

On dit qu’un élément de E est une expression radicale d’éléments de F' s’il est obtenu a
partir des éléments de F' par un nombre fini d’opérations d’addition, soustraction, multipli-

cation, division et extraction de la racine.

Exemple. (1) Considérons l'extension C : R. On voit que 1 + 2,/7i est une expression

radicale des nombres réels, mais il n’est pas une expression radicale des nombres rationnels.
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(2) Considérons l'extension C : Q. Un nombre complexe

{/5+7€/3-11¢§
3— V2T

est une expression radicale de nombres rationnels.

4.3.13. Proposition. Si F : F est une extension radicale, alors tout élément de F est
une expression radicale d’éléments de F'.

Démonstration. Considérons une suite de sous-corps de £ comme suit:

F:FO§F1§CF}:E

= Y

ou F; = F;_1(a;) avec o € Fj_j et n; >0, pouri=1,...,r.

IL est évident que tout élément de Fj est une expression radicale d’éléments de F. Sup-
posns que ¢ > 0 et tout élément de F;_; est une expression radicale d’éléments de F.
Par hypothese, a;—1 = a;" € F;—;. On note o; = n/a;—1. Comme «; est une racine de
" — a;_1 € Fj[x], il est algébrique sur F;_; de degré < n;. Pour tout 5 € Fj;, d’apres le
théoreme 4.3.8, on a

B =bo+ by a1+ -+ by, _1( ”«i/ai_l)”i_l, ou a;—1,bo,b1,...,bp,—1 € Fi_;.

Par I’hypothese de récurrence, a;_1, by, b1, ..., b,,—1 sont des expressions radicales d’éléments
de F', et donc, B l'est aussi. Par récurrence, tout élément de F est une expression radicale

d’éléments de F'. La preuve de la proposition s’acheve.
Exemple. Considerons I'extension radicale C : R. Tout nombre complexe
a+bv—1 ,
ou a,b € R est évidemment une expression radicale des nombres réels.
4.3.14. Définition. Un polynome complexe non constant
flz) =ap+ a1z + -+ apa”

est dit résoluble par radicaux si ses racines sont contenues dans une extension radicale de

Q(ap, aq, ..., ap), le sous-corps de C engendré par les coefficients de f(x) sur Q.

Remarque. En d’autres termes, un polynome est résoluble par radicaux si ses racines
s’obtiennent a partir de nombres rationnels et ses coefficients par un nombre fini d’opérations

d’addition, de soustraction, de multiplication, de division et d’extraction de racines.
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Exercice. Vérifier que tout polynome complexe quadratique est résoluble par radicaux.
Preuve. Posons f(z) = az® +bx + ¢, ot a # 0. Si § est une racine carrée de b* — 4ac,

alors les racines de f(x) sont

b+ —b—0

2a » $2= 2a

I =
Considérons la suite de sous-corps de C suivante:

Q(a,b,¢c) C Q(a,b,c,d) = Q(a, b, c)(d)

olt 62 = b* — 4ac € Q(a,b,c). Ainsi, Q(a,b,c,d) est une extension radicale de Q(a,b,c) et

contient les deux racines de f(x). Par définition, f(x) est résoluble par radicaux.

On accepte sans preuve le résultat célebre suivant, dont la deuxieme partie s’appelle
théoréeme d’Abel, qui régle une question de tres long temps si toute équation polynomiale est

rsoluble par radicaux.

4.3.15. Théoreme. (1) Tout polynome complexe non constant de degré < 5 est
résoluble par radicaux.
(2) Pour tout entier n > 5, il y a des polynémes complexes de degré n qui sont non

résolubles par radicaux.

Exercice. Vérifier que le polynome g(z) = 2* — 102® + 23 est réoluble par radicaux.
Démonstration. Les non-zero coefficients de g(x) sont 1,—10,23. On doit trouver
une extension radicale de Q(1, —10,23) = Q, qui contient toutes les racinces de g(z). Pour

trouver les racines, on factorise
(2%)2—2-5-2%+ 5% — 5%+ 23
(a® =52 = V2"
= (® = (6+v2)(a* - (5-Vv2))

(x — V5 +V2)(x+V5+V2)(xr — V5 —V2)(z+V5—2).

D’ou, les racines de g(z) sont

:\/5+\/§;x2:—\/5+\/§;x3:\/5—\/§;x4:— 5—2

Posoant o = \/5; B =V>h+ V2 et v =115H— \/5, on obtient une suite de sous-corps de C

suivante:

g(z) =

Q € Qo) € Q(a)(B) € Qa)(B)(7) = Qla, 8, 7),

(i) * =2€Q;
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(i) B2 =5+ V2 € Q(«).
(iii) 7* = 5 — V2 € Q(a) € Q(a)(B).
Par conséquent, Q(«, f,7) est une extension radicale de Q(1, —10, 23) telle que

T =B,m0= 0,23 =7,14 = —7 € Q(c, 8,7).

Ceci acheve la preuve.

4.4 Construction géométrique

Cette section a pour but d’appliquer la théorie des corps pour répondre a des problemes
depuis tres longtemps sur la construction géométrique a la regle et au compas. On ne
s’'intéresse que les figures géométriques formées de points et de droites. Pour ce but, c’est
essentiel d’identifier les points du plan R? qui sont constructibles & la régle et au compas.
Ceci nous conduit a la construction suivante.

(1) Posons Py = {(0,0),(1,0)}, un ensemble de deux points de R*.

(2) Supposons que I'ensemble P, de points de R? est défini pour un entier n > 0. Désigons
par D,, 'ensemble des droites passant par deux points de P, et par C,, I’ensemble des cercles
de centre d'un point de P, et de rayon la distance entre deux points de P,.

(3) Posons P, 1 I'union des points de P, et des points qui sont un point d’intersection

(i) de deux droites distinctes de D,,,
(ii) de deux cercles distincts de C,, ou
(iii) d’une droite de D,, et d'un cercle de C,.

Ceci donne une suite infinie croissante d’ensembles de points de R? suivante:

PoCPLC CPuCee

Exercice. Trouver les ponts de P;.

Solution. Comme Py, = {(0,0),(1,0)}, on voit que Dy se compose d’une seule droite
D,, I'axe des x. En outre, Cy se compose de deux cercles C,Cs de rayon 1 et de centers
(0,0) et (1,0) respectivement.

On voit aisément que D, N Cy = {(—1,0),(1,0)} et D, N Cy = {(0,0), (2,0)}.

Maintenant, supposons que (z,y) € C; N Cy. On a alors

Pyt =1let (z—-1)>2+y* =1

Ceci nous donne
2 — (z—1)*=0.
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D’ou,

1
z=3.
Donc,
y=+tVvV1—2a%2= V3
Ainsi,

Par définition, on a

P = PoU(D,NC)U(D,NCo)U(C1NCY)
{(0,0),(1,0),(~1,0),(2,0), (3, 2), (3, —£)}.

2

4.4.1. Définition. (1) Un point p du plan est dit constructible si p € U, P,,.
(2) Une droite D du plan est dite constructible si D € U2 D,,.
(3) Un cercle C' du plan est dit constructible si C' € U2,

Exemple. (1) Passant par les (0,0), (1,0) de P,, 'axe des x est constructible.
(2) Les points (0,0), (1,0), (=1,0), (2,0), (1, %), ( ——) de P, sont tous constructibles.

2072 )1 \g
(3) On verra que le point (0, v/2) n’est pas constructible.

4.4.2. Lemme. Etant donnés des points constructibles pq,...,p,, des droites con-
structibles Dy, ..., Dy, et des cercles constructibles C1, ..., C}, il existe n > 0 tel que

PiyeesPr € Pu;Dy,...,D, € D,;C,...,Cs €C,.
Démonstration. Par définition,
pi €Pp,i=1,....,miD;€D,,,i=1,...,50C,€C,,i=1,...,1t.
Prenons n = max{n,...,n.;my,...,mgly, ..., ;}. Alors
eP,, CPyi=1...,mD;€D,,, CD,,i=1,...,50C,€C, CCpy,i=1,...,1.
La preuve du lemme s’acheve.
En tant que conséquence du lemme 4.4.2; on obtient le résultat suivant.

4.4.3. Proposition. Un point d’intersection de deux droites constructibles distinctes
(respectivement, de deux cercles constructibles distincts, d’une droite constructible et d'un
cercle constructible) est constructible.
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Etant donnés deux points p, g, on désigne par pq la distance entre p et q.

4.4.4. Lemme. Soit D une droite constructible. Si p est un point constructible, alors
la perpendiculaire, ainsi que la parallele, a D passant par p est constructible.

Démonstration. Par définition, D contient au moins deux points constructibles dont
au moins un est différent de p, noté p;. D’apres le lemme 4.4.2, p, p; € P,,, pour un certain
entier n > 0.

La droite D coupe le cercle constructible de centre p et de rayon pp; en p; et un autre
point, noté p,. En particulier, ps est constructible.

Les deux cercles constructibles de centre p; et de centre p, respectivement et de méme
rayon pipzse coupent en deux points, dont au moins un est différent de p, noté ps. En parti-
culier, p3 est constructible. Par conséquent, la droite D passant par p, ps est constructible.

Ceci est illustré par le diagramme suivant:

D

y4

D,
b b3

D2

Comme pip3= pap3, on voit que D; est perpendiculaire a D.
Comme on a vu, la droite Dy passe par p et perpendiculaire a Dy est constructible. Il

est évident que Dy est parallelle a D. La preuve du lemme s’acheve.

Exemple. L’axe des y est perpendiculaire a I'axe des x et passe par (0,0). D’apres le
lemme 4.4.4, il est constructible.

Dans MAT153, on a vu que les nombres complexes peuvent étre représentés par les points
du plan de sorte qu'un complexe a+bi correspond au point (a,b), ou a,b € R. C’est la raison

pourquoi certains problemes en géométrie peuvent étre résolus en algebre.

4.4.5. Définition. Un nombre complexe z = a + bi, ou a,b € R, est dit constructible si

le point (a,b) du plan est constructible.

Exemple. On a vu que

Pr = {(0,0), (1,0, (—1,0), (2,0), (1, L), (1, - L)}
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Ainsi, les nombres complexes

1, V3,1 _ V3,
0’1’_172’5+TZ’§_7Z'

sont tous constructibles.

4.4.6. Lemme. Etant donné un nombre réel a, les énoncés suivants sont équivalents:

(1) Le nombre a est constructible.

(2) Le point (a,0) est constructible.

(3) Le point (0, a) est constructible.

(4) Le nombre complexe pur ai est constructible.

Démonstration. Par définition, on voit que les énoncés (1) et (2) sont équivalents. De
méme, les énoncés (3) et (4) sont équivalents.

Supposons que le point (a,0) est contructible. Alors le cercle C' de center (0,0) et de
rayon a est constructible. Etant un point d’intersection de C' et I'axe des y, le point (0, a)
est constructible.

Supposons que (0, a) est un point constructible. De la méme fagon, on peut montrer que

(a,0) est aussi constructible. La preuve du lemme s’acheve.
Exemple. Comme 0, 1 sont constructibles, le complexe ¢ = v/—1 est constructible.

4.4.7. Lemme. Un nombre complexe a + bi est constructible si, et seulement si, a et b
sont tous constructibles.

Démonstration. Considérons le diagramme

(0,b) B (a,b)
0 (@0

ol 'axe des z et 'axe des y sont tous constructibles.

Le nombre complexe a + bi est constructible si, et seulement si, et seulement si, le point
(a,b) est constructible si, et seulement si, la droite passant par (a,0) et (a,b), ainsi si que
la droite passant par (0,b) et (a,b), sont toutes constructibles si, et seulement si, les points
(a,0) et (0,b) sont tous constructibles si, et seulement si, les nombres complexes a et b sont

constructibles. La preuve du lemme s’acheve.

4.4.8. Lemme. Si a,b € R sont constructibles, alors a & b sont aussi constructibles.

Démonstration. L’énoncé suit immédiatement du diagramme suivant:
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L | | |

1
o b a—>b a a—+b

La preuve du lemme s’acheve.

Exemple. On sait que 1,2 sont constructibles. Comme 3 = 1 4 2, d’apres le lemme
4.4.8, il est constructible.

Exercice. Si a + bi € C est constructible, vérifier que a — bi 1’est aussi.
Preuve. Supposons que a+bi € C est constructible. D’apres le lemme 4.4.7, les nombres
réels a, b sont constructibles. D’apres le lemme 4.4.8, —b = 0 — b est constructible. D’apres

le lemme 4.4.7, le complexe a — bi = a + (—b)i est constructible.

4.4.9. Lemme. Si a,b € R sont constructibles, alors ab est constructible.

Démonstration. D’apres la remarque précédente, on peut supposer que a, b sont tous

positifs. Considérons le diagramme suivant:

(0,z)
(0,b)

0 (1,0) (a,0)
Comme (1,0) et (0,b) sont constructibels, la droite D; passant par (1,0) et (0,b) est

constructible. Comme (a, 0) est constructible, la droite Dy passant par (a, 0) et parallele & D,
est constructible. Donc, (0,x), le point d’intersection de Dj et I'axe des y est constructible.
Ainsi, le nombre réel x est constructible.

Maintenant, le triangle de sommets o, (1,0) et (0, b) est semblable au triangle de sommets

0,(a,0) et (0,z). Par conséquent,

T a
b 1
c’est-a-dire, x = ab. La preuve du lemme s’acheve.

4.4.10. Lemme. Si 0 # a € R est constructible, alors a~! est constructible.

Démonstration. On peut supposer que a est positif. Considérons le diagramme suivant:

(0,1)

(0, )

0 (1,0) (a,0)
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Comme (1,0) et (a,0) sont constructibles, la droite D; passant par (1,0) et (a,0) est
constructible. Ainsi, la droite Dy passant par (1,0) et parallele a D; est constructible. D’ou,
(0, x) est constructible, et donc, le nombre x est constructible.

Maintenant, le triangle de sommets o, (1,0) et (0, ) est semblable au triangle de sommets

0,(a,0) et (0,1). Par conséquent,

ce qui est constructible. La preuve du lemme s’acheve.

4.4.11. Lemme. Si a € R" est constructible, alors y/a est constructible.
Démonstration. Comme a est constructible, d’apres le lemme 4.4.8, 1 + a est con-

structibe. D’apres les lemmes 4.4.9 et 4.4.10, 132 est constructible. Ainsi, le cercle C de

2
centre (0, %) et de rayon £ est constructible, illustré ci-dessous.

ouv = (1+a,0), u=(1,0) et p= (1,z). Comme u est constructible, d’apres le lemme 4.4.4,
la droite D passant par u et perpendiculaire a ’axe des x est constructible. Ainsi p, le point
d’intersection de C', D, est constructible. Ainsi, le nombre = est constructible.

Enfin, remarquant que le triangle de sommets o, u, p est semblable au triangle de sommets
P, u, v, ON a

T 1

a €T

Par conséquent, x = y/a. Ceci achéve la démonstration du lemme.

4.4.12. Proposition. (1) Les nombre réels constructibles forment un sous-corps de R.

(2) La distance entre deux points constructibles est un nombre constructible.

Démonstration. L’énoncé (1) découle des lemmes 4.4.8, 4.4.9 et 4.4.10.

(2) Supposons que p = (a,b) et ¢ = (¢,d) sont deux points constructibles. D’apres
le lemme 4.4.6, les nombres a, b, ¢, d sont constructibles. D’apres lemmes 4.4.8 et 4.4.9, le

nombre (a — ¢)? + (b — d)? est constructible. Maintenant, la distance entre p, q est

Via—c)?+ (b—d)?2.
D’apres le lemme 4.4.11, ce dernier est constructible. La preuve de la proposition s’acheve.

4.4.13. Définition. Un angle 6 est dit constructible s’il est entre deux droites con-

structibles.
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Exemple. Comme les axes des x et des y sont tous constructibles, les angles

T 3T

0. = 1. =
7277(’ 2

sont tous constructibles.

4.4.14. Lemme. Etant donné un angle 6, les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) L’angle 6 est constructible.

(2) Le nombre cos @ + isin 6 est constructible.

(3) Le nombre cos @ est constructible

Dans ce cas, l'angle g est constructible.

Démonstration. Posons Dy la droite passant par (0,0) et (cosé,sinf). Rappelons
que le cercle C' de centre (0,0) et de rayon 1 est constructible, ainsi que l'axe des z, est
constructible.

Par définition, I'angle 6 est constructible si, et seulement si, Dy est constructible si,
et seulement si, (cos@,sinf), un point d’intersection de C' et Dy, est constructible si, et
seulement si, le nombre complexe cosf + isinf est constructible si, et seulement si, les
nombres réels cosf et sin @ sont constructibles. Comme sin# = /1 — cos? 6, cette derniere
condition est équivalente a cos @ est constructible.

Enfin, rappelons que cos(x + y) = cosx cosy — sinz siny. En particulier, cos2z =

/1 2
cosx =+ w.

Suppose maintenant que cos @ est constructible. Alors

0 1+ cosf
——i«/—
cos2 2 ,

ce qui est constructible. Ainsi, I'angle g est constructible. La preuve du lemme s’acheve.

2cos?z — 1. Donc

Exemple. Comme (—%, %g) est un point construcble, d’apres le lemme 4.4.6, le complexe

2 2 1 3
Cos§+isin§:—§+§i

est constructible. D’apres le lemme 4.4.13, I'angle %’T est constructible.

4.4.15. Corollaire. Si z est un complexe constructible, alors ses racinces carrées sont
constructibles.

Démonstration. Soit z = a + bi non nul et constructible. Alors, (a,b) est un point
constructible, et donc, la droite D passant par (0,0) et (a,b) est constructible. Ecrivons z

sous la forme polaire z = r(cos @ +isinf), ou r est la distance entre (0,0) et (a,b), ce qui est

95



constructible. En outre, 8 est ’angle entre D et ’axe des x, ce qui est constructible. D’apres
la proposition 4.4.11(2) et le lemme 4.4.13, /7 est constructible et angle g est constructible.
Dans MAT153, on a vu que z admet deux racines carrées

2 =T Cosg—i-z'sing 2o = —A/T COSQ+iSinQ
b 2 2) 7T 2 2)°

ce qui sont constructibles. La preuve du corollaire s’acheve.

4.4.16. Théoreme. L’ensemble des nombres complexes constructibles est le plus petit
sous-corps de C, qui est stable pour I'extraction de racines carrées et pour la conjugaison.

Démonstration. Posons F' ’ensemble des nombres complexes constructibles. En vertu
des lemmes 4.4.8, 4.4.9 et 4.4.10, F' est un sous-corps de C qui est stable pour la conjugaison.
D’apres le corollaire 4.4.15, F' est stable pour 'extraction de racines carrées. Supposons
maintenant que F est un sous-corps de C qui est stable pour I'extraction de racines carrées
et pour la conjugaison. On veut montrer que F' C E. Pour ce faire, on montrera les énoncés
suivants.

(1)i=+-1€E.

En effet, comme F est un sous-corps de C, on a vu que Q C E. Comme FE est stable
pour l'extraction de racines carrées, ¢ € F.

(2) Pour tout a+bi € C, on a a+bi € E si et seulement si a,b € E.

En effet, si a + bi € E, alors a — bt € E par I'hypothese,. Ainsi, a € F, et donc, b € E.
Sia,b € E, comme i € FE par 'énoncé (1), on voit que a + bi € E.

(3) Si ax? + Bz + v € Elx] avec a # 0 , alors ses racines sont dans E.

En effet, on a vu dans MAT152 que les deux racines sont

_ B+ VB ey BBty
N 200 e 200 '

Comme FE est stable pour 'extraction de racines carrées, z1, 20 € F.

21

(4) Sia+bi,c+di € E, alors la distance entre les points (a,b) et (¢,d) appartient a E.
En effet, d’apres 'énoncé (2), a,b,c,d € E. Comme E est stable pour l'extraction de

racines carrées, on a

Va—2+(b—d2eE.

(5) Si (a,b) € P, avec n > 0, alors a+bi € E.

En effet, si n = 0, comme Py = {(0,0),(1,0)}, on a z =0 ou 1. L’énoncé (4) est valide.
Supposons que n > 0 et 'énoncé (5) est valide pour n — 1. Considérons les cas suivants.
(i) Le point (a,b) est le point d’intersection de deux droites L, et Ly de D,_;. Par

définition, L, passe par deux points distincts (aj, b;) et (¢;,d;) de P,_1, et donc,
(x)  (a—ay)(dj —b;) = (¢; —a;)(b—1by), j =1,2.

96



D’apres I'énoncé (2), ay,az, by, b, c1,co,dy,dy € E. En résolvant le systeme (x), on voit
que a,b € E. Ainsi, a+ bi € F.

(ii) Le point (a,b) est un point d’intersection d’une droite L passant par deux points
distincts (a1, b1) et (ag, be) de P,—; et d'un cercle de centre (¢o,dy) € P,—1 et de rayon g,

qui est la distance entre deux points de P,_;. Alors

(a—ai)(by—b1) = (ag—ai)(b—b)
(a—co)* 4+ (b—do)* = 75

D’apres les énoncés (2) et (4), a1, ag, by, be, o, do, 70 € E. Comme ay —ay # 0 ou by — by #
0, en résolvant le systeme ci-dessus, on voit que a,b € E. Donc, z =a + bi € E.

(iii) Le point (a,b) est un point d’intersection de deux cercles distincts Cy,Cy de C,,_1.
Par définition, C; est de centre (a;,b;) € P,_; et de rayons r;, la distance entre des points

de P,_1, j = 1,2. Comme deux cercles se coupent, (ay,b;) # (az, by). Par définition, on a
(a—a;)*+(b—1b;)* = T?, j=1,2
Ceci donne
(ag —a1)(2a — (a1 + az)) + (by — by)(2b — (by 4+ bo)) =11 — 73.

D’apres les énoncés (2) et (4), ay, az, by, by, 71,72 € E. Comme as —ay # 0 ou by — by # 0,
en résolvant les équations ci-dessu, on voit que a,b € E. Par conséquent, z =a+ 0 € E.

Enfin, si a + bi € F, alors (a,b) est constructible. D’apres la définition 4.4.5, (a,b) € P,
pour un certain n > 0. D’apres 1’énoncé (5), a + bi € E. Ceci achéve la démonstration du

théoreme.

Remarque. Comme Q est le plus petit sous-corps de C, d’apres le théoreme 4.4.16, tous

les nombres rationnels sont constructibles.

Le résultat suivant donne un critere en termes de corps pour un point soit constructible

a la regele et au compas. Pour ce prouver, étant donné un sous-corps L de C, on note
L={a|a€clL},
ce qui est aussi un sous-corps de C.

4.4.17. Théoreme. Un nombre complexe 2z est constructible si, et seulement si, z €
Qay, g, ... ap), ol ay, g, ..., a, € C sont tels que

(1) af € Q;

(2) a? € Qay,...,q; 1), pour i =2,...,7.
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Démonstration. D’apres le théoreme 4.4.16, ’ensemble F' des nombres complexes con-
structibles est un sous-corps de C qui est stable pour les racines carrées et pour la conjugaison.
En particulier, Q C F.

Posons E I'ensemble des complexes satisfaisant a la condition énoncée dans le théoreme.

Fixons z € F non nul. Supposons que z € Q(ay, as, ..., a,), ot a? € Qet a? € Q(ay,...,a; 1),
pour ¢ = 2,...,r. On montrera les énoncés suivants.
(1) z € F.

1l suffit de prouver que Q(ay, @, ...,a,) C F. Par hypotheése, a? = ay € Q, d’'olt, ay
est une racine carrée de ag € F. Comme F' est stable pour les racines carrées, ay € F', et
d’apres la définition 4.3.1, Q(a;) C F.

Supposons que Q(ay, ..., a; 1) C F,avec1 < i <r. Comme a? = a; 1 € Q(ay,...,a; 1)
par 'hypothese, «; est une racine carrée de a;_y € F, et donc, a; € F. D’apres le lemme
4.3.2 et la définition 4.3.1, on a Q(ay,...,qa;) = Q(ay,...,a;1)(cy) € F. Par récurrence,
on a montré que Q(ay, ag, ..., ) C F.

(2) z€ E.

Comme «y, ..., a, sont algébriques sur Q, d’apres le théoreme 4.3.10, z = f(aq,...,®,),
ou f(zy,...,z,) € Qlxy,...,x,.]. D’apres un résultat de MAT153, on a

z=flag, .. a0) = f(@y,...,@) € Qa,...,a@).

Comme o2 € Q, on voit que af = a? = a? € Q, et

al=a?cQay,ay,...,0;1) =Q(ay,...,a1), pouri=2,...,7.

D’apres la définition, z € E.

(3) Si S est une racine carrée de z, alors g € E.

Posant o471 = 3, on a 8 € Q(ay,...,a, apy1), ot a2 € Q et o? € Q(ay,...,a;_1), pour
1=2,...,r,r+ 1. Par définition de F, on voit que § € E.

(4) E est un sous-corps de C.

Supposons que y € E, disons y € Q(b1, B2, ..., 5s), o B € Q et 57 € Q(By,. .., Bj-1),
pour j =2,...,s. Posant a;y; = 8, pour j = 1,...,s, on obtient

y:thyZ?yzil S Q(Oél, ey Oy Ol 1,y - - 7aT+s>7
ot a? € Q, et a? € Q(ay,...,q; 1), pouri=1,...,r +s. D’apres la définition de £, on a
y+z,yz,yz € E.

Ainsi, E est un sous-corps de C.
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D’apres les énoncés (2), (3) et (4), E est un sous-corps de C qui est stable pour 'extraction
de racines carrées et pour la conjugaison. D’apres le théoreme 4.4.15, ' C FE, et d’apres

lénoncé (1), £ C F. Donc, E = F. Ceci acheve la démonstration du théoreme.

Exercice. Vérifier que le nombre complexe suivant est constructibe:

a:\/11—2\/\/§—2f7—5\/1—2\/§.

Preuve. Posons o = \/5, Qg = \/7, Qg = \/g, s = VV2 =27 et as =V 1-— 23 et

ag = a. Alors a € Q(a, ag, as, ay, as, ag), ol

a?=2€Qa5=7€Q(m);03 =3 € Q(ag,m);a] = a1 — 25 € Q(ay, g, 3)

et
a2 =1—2a3 € Q(ay, ag, as, ay); af = 11 — 204 — bas € Q(ay, g, az, oy, as).
D’apres le théoreme 4.4.17, « est constructible.

Le résultat suivant nous permet de donner une réponse négative pour plusieurs de con-

structions géométriques a la regle et au compas.

4.4.18. Corollaire. Si z € C est constructible, alors
[Q(2) : Q] =2", oun >0.

Démonstration. Supposons que z est constructible. D’apres le théoreme 4.4.17; on a
z€Qag,ag,...,a.),outa? =as€Qet a? =a,_1 €Qay,...,q; 1), pour i =2,... 7.

Posons Fy =Q et F; = F;_1(o;) = Q(av,...,;), pour i = 1,...,r. On prédent que
[F;: Q] =2" oun; >0, pour:=0,1,...,r.

En effet, d’apres le lemme 4.2.3, [Fy : Q] = [Q : Q] = 1 = 2°. Supposons que cet énoncé est

valide pour i — 1 avec 0 < i < r. Comme af —

x? —a;_1 € F;_[z]. D’apres les définitions 4.3.7 et 4.3.4(3),

a;—1 = 0, on voit que «; est une racine de

OF;_, (i) = O(mp;_ (x)) € {1,2}.

D’apres le théoreme 4.3.8, [Fiy @ Fi] = Op,_, (o) = 2% avec ¢; € {0,1}. En vue du théoreme
4.2.7, on voit que
[F;: Q| = [F;: Fii)[Fioy : Q) = 2m1 e,

Par récurrence, on a montré I’énoncé. En particulier, [F, : Q] = 2™, ou n, > 0.

99



Maintenant, comme z € F,., on a Q(z) C F,.. D’apres le théoréeme 4.2.7,
2 = [F - Q] = [F - Q(2)][Q(2) - Ql.
D’ou, [Q(2) : Q] = 2" avec n > 0. Ceci acheve la démonstration du corollaire.

Exercice. Vérifier que le nombre réel /2 est non constructible.
Preuve. Il est évident que {/2 est une racine de ® — 2. Comme 2 est premier, d’apres
le critere d’Eisenstein, z° — 2 est irréductibe sur Q, et d’aprés le corollaire 4.3.6(2), on voit

que mgi(x) = 23 — 2. D’apreés le théoréme 4.3.8 et la définition 4.3.7, on a
[Q(V2): Q] = 8,(V2) = 8(m*(x)) = 3.

Comme 3 # 2" pour tout n > 0, d’apres le corollaire 4.4.17, /2 est non constructible. La

preuve s’acheve.

Rappelons que la quadrature du cercle signifie le suivant: étant donné un cercle quel-
conque, on construit a la regle et au compas un carré ayant le méme aire que le cercle

donné.

4.4.19. Théoreme. La quadrature du cercle a la regle et au compas est impossible.

Démonstration. Considérons le cercle unitaire

dont 'aire est . Supposons qu’on puisse construire a la regle et au compas un carré

a

dont I'aire est aussi 7, c’est-a-dire, a> = 7. Comme le carré est constructible, ses sommets
sont constructibles. D’apres la proposition 4.4.12(2), le nombre a est constructible. Donc, 7
est constructible. D’apres le corollaire 4.4.13, [Q(7) : Q] = 2", avec n > 0. En particulier,
7 est algébrique sur QQ, ce qui contredit le théoreme de Lindemann. La preuve du théoreme

s’acheve.

La duplication du cube signifie le suivant: étant donné un cube quelconque, on construit

a la regle et au compas un cube qui double le volume du cube donné.

4.4.20. Théoreme. La duplication du cube a la regle et au compas est impossible.
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Démonstration. Considérons le cube unitaire

1

dont le volume est 1. Supposons qu’on puisse construire a la regle et au compas un cube

a

de volume 2. Alors a® = 2. Clest-d-dire, a = /2. Comme le cube est constructible, ses
sommets sont constructibles. D’apres la proposition 4.4.12(2), a est constructible. Cepen-
dant, on a déja vu que v/2 est non constructible, une contradiction. La preuve du théoréme

s’acheéve.

La trisection de ’angle signifie le suivant: étant donné un angle quelconque, on construit

a la regle et au compas deux demi-droites qui partagent I’angle donné en trois angles égaux.

4.4.21. Théoreme. La trisection de 'angle a la regle et au compas est impossible.

Démonstration. Supposons qu’on puisse triséquer I'angle  a la regle et au compas.

Alors I'angle § est constructible. D’apres le lemme 4.4.14, b = cos § est un nombre con-

structible. Remarquons, pour tout angle 6, que
cos 30 = 4cos®§ — 3cos .

Posant 6 = §, on trouve que

1
463—3b:cosz:§.

3
D’ou, ; .
3
b’ — Zb —5= 0.
C’est-a-dire, b est une racine de
S5, 1
4 8

101



On a vu que ce dernier est irréductible sur Q, et d’apres le corollaire 4.3.6(2), il est le

polynome minimal de b sur Q. D’apres le théoreme 4.3.8, on a

cei qui contredit le corollaire 4.4.18. La démonstration du théoreme s’acheve.
4.5 Exercices

1. Considérer les polynomes rationnels suivants:
flx) =32 -2+ 222 +1, gx)=2"+2"+2—2.
Trouver le quotient et le reste de f(x) par g(z).

2. Déterminer les polynomes rationnels suivants sont réductibles ou irréductibles sur Q:
(1) =*+1; (2) a® —T2? + 3z + 3.

3. (1) Sim =py--p, OU p1,...,ps, avec 7 > 1, sont des nombres premiers deux a deux
distincts, montrer que /m est irrationnel. Indice: Appliquer le critere d’Eisenstein a
2
x°—m.

(2) Sia > 1 estun entier, montrer que y/a est un entier ou un nombre irrationnel. Indice:

2

A T’aide de la factorisation canonique, vérifier que a = n*m, avec n un entier et m = 1

ou un produit de nombres premiers deux a deux distincts.

3

4. Soient m, n des entiers non nuls avec m # 2. Montrer que 23 —mn2z +n? est irréductible

sur Q. Indice: Si a®+n3 = mn?a avec a un entier, & I'aide des décompositions canoniques

de a et de n, trouver une contradiction.
5. Si p est un nombre premier, montrer que
dp(r)=aP PP b+,
appelé polynome cyclotomique, est irréductible sur Q.

6. En sachant que Q[v/7] = {a+bv/7 | a,b € Q} est un sous-corps de C contenant Q, trouver
le degré de I'extension de corps Q[v/7] : Q. Indice: Montrer, & I'aide du numéro 3(1), que
la famille {1,/7} est libre dans le Q-espace vectoriel Q[v/7].

7. Considérer 'extension de corps R : Q. Vérifier que o € R est algebre sur Q, ou

a=1/5-v2- V2.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Soit z=a+bi € C, oua,b € R avec b # 0. Donner un polynome minimal de z sur Q.

Soit E : F une extension de corps de degré premier p. Montrer que F : F' est une

extension simple. Indice: Appliquer le lemme 4.2.5 et le théoreme 4.2.7.

Soit E : F une extension de corps. Soient m(x) € F|x] monique et @ € E tels que
d(m(z)) = [F(a) : F]. Si a est racine de m(x), montrer que m(z) est le polynome

minimal de « sur F.

Soient F, L des sous-corps d’un corps E avec ' C L. Si a € E est algébrique sur F,

montrer que « est algébrique sur L avec 0z (a) < Op(a).
Trouver le degré de lextension de corps Q(a) : Q, ot a € C tel que o = 3.

Considérer Q(a), le sous-corps de R engendré par a sur Q, oll & = /2 + /2.

(1) Trouver mg(x), le polynéme minimal de o sur Q. Indice: Calculer (o — 2)? et

appliquer le critere d’Eisenstein.
(2) Vérifier que Q(a) = {ap + a1 + axa® + aza? | ag, ay, as, az € Q1.
(3) Mettre (1 + a — a?)(3 + o?) sous la forme de la partie (2).

(4) Mettre (a? + a + 1)7! sous la forme de la partie (2). Indice: Appliquer Palgorithme
d’Euclide au couple (m(z), #* +x + 1).

(5) Déterminer si v/2 appartient & Q(«) ou non. Indice: Calculer [Q(v/2) : Q).

Considérer le nombre réel a = /2 + /2.

(1) Trouver le polynéme minimal de « sur Q.
(2) Donner linverse de o' — a? + 2o — 1 dans Q(«).

(3) Trouver le polynome minimal de o sur Q(v/2). Indice:
Q(v2,0): Q(V2)] = [Q(V2,0) : Q(V2, V2)][Q(V2, V2) : Q(V2)]

Considérer le corps Q(v/5, /7).

(1) Trouver le polynéme minimal de v/5 sur Q(v/7). Indice: Vérifier que v/5 & Q(v/7).
(2) Donner une base du Q-espace vectoriel Q(v/5, V7).

(3) Vérifier que Q(v/5,v/7) : Q] est une extension simple. Indice: Considérer le nombre

V5, VT

Considérer les nombres réels o = /2 et § = /3.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

1) Vérifier que 8 € Q(a) et a & Q().
2) Trouver le degré [Q(a, 5) : Q.

(1)
(2)
(3) Vérifier que {1, 3, 8%, a, a3, af%} est une Q-base de Q(a, ).
(4) Montrer que 'extension Q(«, ) : Q est simple.

Montrer que /7 et 7 + /7 + 1 sont transcendants sur Q.

Soient L : F' et E : L deux extensions algébriques de corps. Montrer que E : F' est une

extension algébrique.

Donner une extension radicale de Q qui contient le nombre suivant:

{/7—6\5/3— 13v/11.

Vérifier que f(z) = 2% — 1023 + 23 est soluble par radicaux.

Soient L : F et F : L deux extensions radicales de corps. Montrer que F : F' est une

extension radicale.

Soit F' un sous-corps de C. Si o € C avec [F(«) : F] = 2, montrer que F(a) = F(f) avec
p*eF.

Si a € C est de degré 2 sur Q, montrer que « est constructible. Indice: Considérer le

polynome minimal de « sur Q.

Vérifier que le nombre complexe suivant est constructibe:

\/\/3—56—2\/5—4\/—_7.

Montrer qu’on peut construire un pentagone régulier a la regle et au compas.

Déterminer lequel des polygones suivants est constructible a la regle et au compas.
(1) Décagone régulier (10 cotés).
(2) Hendécagone régulier (11 cotés).
Indice: La question est de déterminer si la racine n-ieéme primitive de I'unité
2r . . 27
(n = cos — +isin —
n n

est constructible ou non. Pour (1), remarquer (jo est une racine carrée de (5.
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Chapitre V: Algorithme PageRank

Le but de ce chapitre est d’étudier ’algorithme PageRank, ce qui est inventé par Larry
Page et utilisé par Google pour mésurer 'importance de chacune des pages web d’un réseau
internet de sorte que la page la plus importante apparait en premier. Il s’agit d'une appli-

cation de valeurs propres et de vecteurs propres de matrices colonne-stochastiques.
5.1 Valeurs propres et vecteurs propres
Le but de cette section est de faire un petit rappel de valeurs propres et de vecteurs

propres de matrices du cours MAT253.

5.1.1. Définition. Soit A € M, (R). Un nombre réel Ay est une valeur propre de A
s'il existe un vecteur non nul uy € R" (c’est-a-dire, une matrice de type n x 1) tel que

Aug = Agug. Dans ce cas, ug est dit vecteur propre associé a .

Exemple. Considérons la matrice carrée réelle
11
A= .
11 1 0 1

Ainsi, la valeur 0 est une valeur propre de A et le vecteur

()

est un vecteur propre de A associés a cette valeur propre 0. En outre, on voit aussi que

(2)(5)

sont des vecteurs propres de A associés a 0.

On voit que

On étudiera comment les valeurs propres d’'une matrice carrée. Pour ce faire, on introduit

la notion suivante.
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5.1.2. Définition. Soient A € M, (R) et A une variable. On appelle
X,(A) =det(A — ML) = (=1)" X" 4+ ap A"+ -+ ag X+ ag
polynome caractéristique de A.
Voici la méthode promise pour trouver les valeurs propres.

5.1.3. Théoréme. Une valeur \g € R est une valeur propre de A € M, (R) si, et

seulement si, Ay est une racine de x , ().

Exercice. Trouver les valeurs propres de A, ou

A:(;—i).

Solution. D’apres le théoreme 5.1.3, on calcule

1-X -1

) =det(A—A) =
GO =det(a-am) = |0 T

Effectuant les opérations L, + Lo et Cy — (', on obtient

3—XA 0
2 2—-A

1-X -1
2 4— A\

3—X 3-2A
2 4=

Xa(A) = =B-ME2-2)

D’apres le théoreme 5.1.3, les valeurs propres de A sont 2 et 3.

5.1.4. Corollaire. Si A € M,(R), alors A et AT ont les mémes valeurs propres.
Démonstration. Un résultat du MAT253 dit qu’'une matrice et sa transposée ont le

méme déterminant. Ainsi,
xa(A) = det(A — A,,) = det(A — A,)T = det(AT — AIL,) = xar(N).

D’apres le théoréme 5.1.3, A et AT ont les méme valeurs propres. La preuve du corollaire

s’acheve.
Remarque. En général, A et AT n’ont pas les mémes vecteurs propres.

Exemple. Considérons



On voit aisément que Au = 4u, mais

5
ATy = ( 3) = au, pour tout a € R.

D’ou, u est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 4, mais u n’est pas un vecteur

propre de AT

Le résultat suivant dit comment trouver les vecteurs propres d’une matrice associés a une

valeur propre donnée.

5.1.5. Théoréme. Soit A € M,(R). Si Ay est une valeur propre de A, alors uy € R"
est un vecteur propre de A associé a g si, et seulement si, ug est une solution non nulle du

syseme homogene (A — A\ol,,) X = 0.

Remarque. Comme les solutions du systeme homogene (A — A\gl,,)X = 0 forment un
sous-espace vectoriel de R", toute combinaison linéaire non nulle de vecteurs propres de A

associés a Ay est un vecteur propre associé a Ag.
Soit A € M, (R). Pour tout polynéme réel f(A) =7, a;\’, on pose

f(A) = CL()]n + (llA +--F CLTAT S Mn<R)

5.1.6. Proposition. Soient A € M, (R) et f(\) € R[A].

(1) Si A est une valeur propre de A, alors f(\g) est une valeur propre de f(A).

(2) Si ug est un vecteur propre de A associé a \g, alors ug est un vecteur propre de f(A)
associé a f(Ag).

Démonstration. Supposons que ug est un vecteur propre de A associé a une valeur

propre \g. Comme Aug = Agug, on a

AQ’LLD = A(AUO) = A()\()Ug) = Ao(AUO) = )\0()\0’&0) = )\gUO

En général, on a A'ug = Njug, pour tout ¢ > 0. Posant f(A) = >, a;\’, on obtient

T T

f(A)U() = Z CLZ'AiUO = Z&iABUQ = (Z aZA6> Uy = f()\o)U,()
1=0

i=0 =0
C’est-a-dire, f(Ag) est une valeur propre de f(A), associé auquel ug est un vecteur propre

de f(A). La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. Considérons f(\) =3 — XA+ A% et

() ()
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On voit que Au = 2u. C’est-a-dire, u est un vecteur propre de A associé a la valeur propre
2. D’apres la proposition 5.1.6, u est un vecteur propre associé a la valeur propre f(2) =5

de la matrice

10 1 -1 -1 -5 1 4
A)=3L—A+A*=3 — + = :
J(A) =38l = A+ (0 1) (2 4) (10 14) (8 13)
Effectivement, on a
1 —4 LY 5 _s 1
8 13 -1/ \ -5/ -1 )

5.2 Matrices colonne-stochastiques

En théorie des probabilités, une matrice stochastique est la matrice de transition d’une
chaine de Markov. Dans cette section, on s’intéresse aux transposées de matrices stochas-

tiques. D’abord, une matrice réelle A = (a;;)mxn est dite

(1) positive si a;; > 0, pouri=1,....,m;j=1,...,n;
(2) non négative si a;; > 0pouri=1,....m;j=1,...,n;
(3) non positive si a;; < Opouri=1,....,m;j=1,...,n.

Il est évident que le produit de deux matrices réelles non négatives est non négatif.

5.2.1. Définition. Une matrice non négative A € M,,,(R) est dite colonne-stochastique

si les termes de chaque colonne de A somment a 1; ou bien, si
A +---4+ A, = (17... ’1)7
ou Ay, ..., A, sont les lignes de A.

Remarque. On voit que A est colonne-stochastique si, et seulement si, chaque colonne

de A est colonne-stochastique.

Exemple. (1) Toute matrice-identitié I,, est colonne-stochastique.

0,2 0,4 0,7
0,8 0,6 0,3

est colonne-stochastique, et ses colonnes

0,2 0,4 0,7
0,8 )\ 0,6 /) \ 03
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sont toutes colonne-stochastiques.
On étudiera les propriétés de matrices colonne-stochastiques.

5.2.2. Lemme. Soient des matrices colonne-stochastiques Aj,..., A, € Mp,«,(R). Si

ai, ..., a, € R sont non négatifs tels que Z;Zl a; = 1, alors la matrice
a A+ -+ a A

est colonne-stochastique.

Démonstration. Posons A = a1 A; +---+a,A,. Comme les a; sont non négatifs, A est

non négative. On partage les matrices A; en lignes comme suit:

Aia
Ai: ,izl,...,r.
Ai,m

Comme A; est colonne-stochastique par I’hypothese, on a
Aip+- o+ A = (1, ,1).
On a maintenant que

CL1A171 + -+ CL,«ATJ
A:alAl—i—---—l—arArz
alAl,m +-+ arAr,m

dont les lignes somment a

ZZQZAZ’]:ZQZZAZ’]:ZGZ(L’1): (Zaz> (17,1):(1,,1)

=1 i=1 i=1 i=1

C’est-a-~dire, A est colonne-stochastique. La preuve du lemme s’acheve.

Exemple. Considérons deux matrices colonne-stochastiques suivantes:

0,2 0,4
0,8 '\ 0,6 )
Considérant i et %, on trouve

1{02\ 3[04 0,35
— _.I_ — = ,
1\ 08 ) 1\ 056 0,65
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ce qui est aussi colonne-stochastique.

5.2.3. Lemme. Si A € M,,,x»,(R) et B € M,,»,(R) sont colonne-stochastiques, alors AB
est colonne-stochastique.
Démonstration. Ecrivons A = (A;,---,A,) et B = (By,---,B,) en colonnes. En

outre, écrivons B = (b;j)nxp- D’apres les lemmes 3.1.5(1) et 3.1.4(2), on obtient

AB = (AB, ..., AB,),

ABj:ble1+"'+bnjAn7 J:L?p

Comme A est colonne-stochastique, Aq,..., A, sont colonne-stochastiques. Comme B
est colonne-stochastique, by; +---4b,; =1, pour j =1,...,n. D’apres le lemme 5.2.2, AB;
est colonne-stochastique, pour j = 1,...,p. Clest-a-dire, AB est colonne-stochastique. La

preuve du lemme s’acheve.

Remarque. Si A € M,(R) est colonne-stochastique, d’apres le lemme 5.2.3, A" 'est

aussi pour tout r > 0.
Le résultat suivant est essentiel pour l'algorithme PageRank.

5.2.4. Proposition. Si A € M,(R) est colonne-stochastique, alors la valeur 1 est une
valeur propre de A.

Démonstration. Soient Ay, ..., A, les lignes de A. D’apres le lemme 3.1.4(2),
(1’... 71)A:A1+...+An:(17... ’1).
En transposant les membres de ces équations, on trouve

1 1 1
AV =1 =1
1 1 1

Ainsi, 1 est une valeur propre de A”. D’apres le corollaire 5.1.4, 1 est aussi une valeur propre

de A. La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. Considérons la matrice colonne-stochastique
0,2 0,4
A= ’ ’ .
0,8 0,6
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0,2—X\ 0,4

=(0,2—-X)(0,6 —X) —0,32=X%—0,8\—0,2.
0,8 0,6\

xa(A) =

Comme y4(1) =1-0,8—0,2 =0, on voit que 1 est effectivement une valeur propre de A.

Lorsqu’une matrice colonne-stochastique est positive, ses vecteurs propres associés a 1

ont des propriétés tres spéciales.

5.2.5. Lemme. Soit A € M,(R) colonne-stochastique et positive. Alors tout vecteur
propre de A associé a 1 est non négatif ou non positif.

Démonstration. Posons A = (a;j)nxn, 00 a;; > 0 pour tous 1 <4, j < n. Comme A est
colonne-stochastique, Y a;; =1, pour j =1,...,n.

Supposons que u = (a;),x1 est un vecteur propre de A associé a 1. Comme Au = u,

d’apres la définition de la multiplication de matrices, on a
n
g ajja; = a;, pour ¢ =1,...,n.
j=1
Supposons au contraire que les valeurs ay, . . . , a, sont de signes mélangés. Comme a;; > 0,

les valeurs a;1aq, ..., a;,a, sont aussi de signes mélangés, pour tout 1 < ¢ < n. Comparant

les valeurs absolues, on voit que

n
E CLijCLj
=1

n
< g la;;a;|, pouri=1,...,n.
J=1

Cela nous donne

n

Slel=Y

=1

n

E aijaj

J=1

n n n n n n
S g =3 e = 3 (z) 1= las,
J=1 =1 \i=1 j=1

i=1 j=1 3

une contradiction. La preuve du lemme s’acheve.

Remarque. Le lemme 5.2.5 n’est pas valide si A n’est pas positive. Considérons, par

exemple, la matrice colonne-stochastique non positive

10
L= .

Elle a un vecteur propre associé a 1 suivant:



dont les termes sont de signes mélangés.

5.2.6. Proposition. Soit A € M,(R) colonne-stochastique et positive. Tous les deux
vecteurs propres de A associés a 1 sont linéairement dépendants (c’est-a-dire, 'un est un
multiple de l'autre).

Démonstration. Supposons au contraire que A admet deux vecteurs propres linéairement

indépendants u = (a;)nx1 €t v = (b;),x1 associés a 1. Posons
a=a;+ - +apetb=b +--+b,.

D’apres le lemme 5.2.5, a4, ..., a, sont tous positifs ou tous négatifs. En particulier, a # 0.

Comme {u, v} est libre, on voit que
w = av — bu = (ab; — ba;),x1 # 0.

Comme u, v sont deux vecteurs propres de A associés a 1, le vecteur w l’est aussi. Posant

w = (¢;)nx1, ON &
i+ Fep=alby+---+0b,) —blay +---+a,) =ab—ba=0.

D’ou, ¢y, ..., c, sont de signes mélangés. Ceci contredit le lemme 5.2.5. La preuve du lemme

s’acheve.

Remarque. La proposition 5.2.6 n’est pas valide si A n’est pas positive. Considérons,

par exemple, la matrice colonne-stochastique non positive

10
L= .

Elle a deux vecteurs propres linéairement indépendants associé a 1 suivants:

()G)

On va généraliser la proposition 5.2.6. Pour ce faire, on introduit la notion suivante.

5.2.7. Définition. Une matrice non négative A € M,(R) est dite éventuellement
positive si
I+ A+ A

est positive pour un certain entier r > 0.
Remarque. Une matrice positive est éventuellement positive.
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Exercice. Déterminer laquelle des matrices colonne-stochastiques suivantes est éventuellement

positive
L 0 0 01
A= < 01 ) ; B=11 0 0
010

Solution. (1) Pour tout r > 0, on a
+1 0
L+A+-- + A =(r+1)= " ,
0 r+1

ce qui est non positive. D’ou, A est non éventuellement positive.

(2) On voit que

[3+B: ,[3+B—|—BZZ

O = =
e =)
— O
o R S
— = O
===
+
_ o O
O O =
oS = O
I
e e
— =
— =

D’ou, B est éventuellement positive.
Le résultat suivant garantit I’algorithme PageRank fonctionne.

5.2.8. Théoreme. Soit A € M,(R) colonne-stochastique et éventuellement positive.
Alors A a un unique vecteur propre colonne-stochastique associé a 1.
Démonstration. Par hypothese, I + A + --- + A" est positive pour un certain r > 0.

On a alors une matrice positive

1 1
r+1 r+1 r+1

A" = B.
r+1

Comme les A’ sont colonne-stochastiques; voir (5.2.3), on déduit du lemme 5.2.2 que B est

colonne-stochastique. Remarquons que B = f(A), ou

1 1 1
A) = AFee b ——\.
f<) r+1+7’—|—1 + +r—|—1

D’apres la proposition 5.2.4, A admet un vecteur propre ug = (a;),x1 associé a 1. D’apres
la proposition 5.1.6, ug est un vecteur propre de f(A) = B associé a f(1) = 1. D’apres le
lemme 5.2.5, a; < 0 pour tout 1 <7 < n ou a; > 0 pour tout 1 < i < n. Comme ug est non

nul, a; +---+a, <0, ou bien, a; + ---+ a, > 0, respectivelement. Alors

1
Vg = ———u
YT at o ta

est un vecteur propre de A associé a 1. Posant vg = (b;)nx1, on voit que
a;

bj=————>0, pourt=1,...,n,
ap+ -+ ap
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tels que
n n

Zblzz a; :al—l—-“—i—an:L
i:1a1+...+an a1+...+an

=1

C’est-a-dire, vy est colonne stochastique et non négatif.

Supposons que wy = (¢;)nx1 est aussi un vecteur propre non négatif de A associé a 1
avec ¢; + --- + ¢, = 1. D’apres la proposition 5.1.6, wy est un vecteur propre de B associé
a 1. D’apres la propisition 5.2.6, wg = avy pour un certain a € R. On a alors ¢; = ab; pour

1=1,...,n,et

1= ici = iabi =a (Zn:bz> =a.
i=1 i=1 i=1

C’est-a-dire, wg = vg. Ceci acheve la démonstration du théoreme.

Exemple. Considérons la matrice colonne-stochastique positive suivante:

0,2 0,4
A= ’ ’ .
0,8 0,6
1
2
est un vecteur propre de A associé a la valeur 1. Par conséquent,

()

est le seul vecteur propre non négatif de A associé a 1 dont les termes somment a 1.

On a vu que

Wi Wi

5.3. Algorithme PageRank

Un réseau de pages web se compose d’un nombre fini de pages et des liens entre eux. Un
moteur de recherche affiche les pages de ce réseau selon leur importance de telle sorte que la

page la plus importante apparait en premier.

Le PageRank, inventé par Larry Page, est ’algorithme utilisé par Google pour déterminer
I'importance de chacune des pages d'un réseau. Pour établir le modele mathématique, on

doit représenter un réseau de pages web par un graphe orienté comme suit.

5.3.1. Définition. Un réseau de n pages web est représenté par un graphe orienté tel

que défini ci-dessous:
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(1) Les pages sont représentées par les entiers 1,2, ... n.

(2) Un lien de la page ¢ vers la page j sera représenté par une fleche ¢ — j.

Exemple. Le graphe orienté suivant représente un réseau de 4 pages web et 8 liens
-

X

[2]—[4].

Pour appliquer I'algebre linéaire, on a besoin de matrice.

5.3.2. Définition. Soit W un réseau de n pages 1,2,...,n. Soit [; le nombre de liens
sortant de la page j, pour j = 1,2,...,n. On définit la matrice des liens de W comme suit:
L= (lij>nxn7

ou
l { %, s’il existe un lien de la page j vers la page ;
— J
ij

0, sinon.

Exemple. Soit W le réseau de pages web représenté par le graphe orienté
—

X

2] —[4].

On voit que [y =3, 13 =2, I3 =1 et Iy = 2. La matrice des liens de W est donnée par

0011
1
L5000
1 1 1
3 320 3
%%00

La matrice des liens d'un réseau de pages web est toujours non négatif. On étudiera
quand cette matrice est éventuellement positive. Pour ce faire, on donnera une déscription

de ses puissances en termes du graphe orienté du réseau.

5.3.3. Lemme. Soit W un réseau de pages web, dont L = (l;;)nx, est la matrice des

liens. Pour tout entier p > 1, posons

_ (71
v (1),
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Alors li(f ) >0 si, et seulement si, le graphe orienté de W contient un chemin

J Ji Jp—1 {

de longueur p de la page j vers la page 1.

Démonstration. D’abord, li(f ) > 0 pour 1 < 14,7 <n. On procede par récurrence sur p.

D’apres le définition, l;; > 0 si, et seulement si, il existe une fiche j — 7. Ainsi, le résultat
est valide pour p = 1.
Supposons que le résultat est valide pour un certain p > 1. Comme LP™! = LLP, on a

lz(fﬂ) = Z likll(f;‘)-
k=1

Comme likl,(g) > 0 pour tout 1 < k < n, on voit que lg’ﬂ) # 0 si, et seulement si,

(p)
li’jpleNj
1 < jp, < nsi, et seulement si, il existe une fleche j, — ¢ et un chemin de longueur p suivant:

# 0 pour un entier 1 < j, < n si, et seulement si, [;;, # 0 et l](-z?j = ( pour un entier

j jl e jp—l jpa

pour un entier 1 < j, < n si, et seulement si, il existe un chemin de longueur p + 1 suivant:

J J1 Jp—1—=Jp — 1.
La preuve du lemme s’acheve.

Exemple. Soit W le réseau des pages web représenté par le graphe orienté

[1]=—=1[3]

X

2] —[4].

Soit L la matrice des liens de W. Comme il y a un chemin de longuer 2 de la page 3 vers la
page 2, le (2, 3)-terme de L? est positif. Mais, il n’y a aucun chemin de longeur 3 de la page
3 vers la page 2, le (2, 3)-terme de L3 est nul. Enfin, comme il y a un chemin de longeur 3

de la page 1 vers la page i, pour i = 1,2, 3,4, la premiere colonne de L? est positive.
Le résultat suivant dit quand la matrice des lignes d'un réseau est colonne-stochastique.

5.3.4. Lemme. Soit W un réseau des pages web dont L est la matrice des lignes. Si

chaque page de W admet au moins un lien sortant, alors L est colonne-stochastique.
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Démonstration. Posons L = (I;j)nxn, qui est non négative. Supposons qu'il existe

l; (> 0) liens de la page j vers les pages i1, ...,4;,, pour tout j = 1,...,n. Par définition,
1 o« . . . .
lij = o siie {i,...,0};
0, sinon.
D’ou,

n L L
1 .
Zlij = Zlipvj = ZZ_ =1, pourj=1,...,n
i=1 p=1 p=1 7
C’est-a-dire, L est colonne-stochastique. La preuve du lemme s’acheve.

Voici une condtion pour que la matrice des lignes d'un réseau de pages web soit éventuellement

positive.

5.3.5. Définition. Un réseau de pages web est dit fortement conneze si toutes les deux

pages distinctes i, j peuvent étre rejointes par un chemin comme suit:

i J1 Js J-

Remarque. Un réseau de pages web est fortement connexe si, et seulement si, son

graphe orienté admet un cycle orienté passant par toutes les pages.

5.3.6. Proposition. Soit W un réseau de pages web. Si W est fortement connexe, alors
sa matrice des lignes est colonne-stochastique et éventuellement positive.

Démonstration. Soit L = (I;;)nxn, la matrice des liens de W. Supposons que le graphe
orienté de W contient un cycle passant par toutes les pages de W. En particuleir, toute page
admet au moins un lien sortant. D’apres le lemme 5.3.4, L est colonne-stochastique.

En vertu du cycle, pour tous 1 < ¢,7 < n, il y a un chemin de la page ¢ vers la page j
de longueur r;; > 0. D’apres le lemme 5.3.3, le (4, j)-terme de L™ est positif. Posant r le

maximum des r;; avec 1 < 4,7 < n, on voit que
I+L+- 4L
est positive. La preuve de la proposition s’acheve.

Exemple. Soit W le réseau de pages web représenté par le graphe orienté

[1]=—[3]

X

2] —[4].
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On a vu que la matrice des liens est

001 3
I £ 000
P304
300

ce qui n’est pas positive. Comme le graphe orienté contient un cycle

]—[2]—[4]—[3]—[1]

qui passe toutes les 4 pages, W est fortement connexe. Pout 1 < i,5 < 4, il existe chemin

de la page i vers la page j de longueur < 4. Ainsi, Iy + L + L? 4+ L3 + L* est positive.

L’algorithme PageRank attribue a chaque page une valeur entre 0 et 1, appelée score
dimportance, selon le principal suivant: le score d’importance d'une page est d’autant
plus grand qu’elle a un grand nombre de pages importantes la référengant. On donnera

la définition précise comme suit.

5.3.7. Définition. Soit W un réseau des pages 1,...,n. Soit [; le nombre de liens
sortant de la page j, pour j = 1,...,n. A chaque page i, on donne une valeur z; avec

0 < z; < 1, appelée score dimportance de la page i, de sorte que

i=1

et
x.
T, = Z l—], pourt=1,...,n.

Jji J

Dans ce cas, le vecteur

T

T

s’appelle un vecteur des scores d’importance.

Exemple. Considérons le réseau de pages web suivant:

[1]=—=[3]

X

2] —[4]
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On voit que ;1 =3, I3 =2, I3 =1 et [4, = 2; et la matrice des liens est

001%
1000
Lo
L1

Si 1, x9, x3, x4 sont des scores d’importance des pages 1,2, 3,4 respectivement, alors

_ z3 Z4
Iy = T T3
— 1
To = 3
r3 = % —+ 9%2 + %
— z2
Ty = F o+ 3
C’est-a-dire,
001 3
T A
1
i) . 3 000 i)
3 11 9 1 3
3 2 2
T T
4 1 1 0 0 4
3 2

Le résultat suivant donne l'interprétation algébrique d’un vecteur des scores d’importance.

5.3.8. Proposition. Soit W un réseau de pages web dont la matrice des liens est L.
Un vecteur des scores d’importance de W est un vecteur propre colonne-stochastique de L

associé a 1.

Démonstration. Soit L = (l;j)nxn. Si 21, ..., 2, sont les scores d’'importance, alors

T n T1

J E . .

:EZZZ VR lijxj:(lila"'alin) : i=1,....n.
Jj—i lj —
j .
D’ou

T Ly -+ Ly T
LT Ly - lon T

Ceci acheve la démonstration de la proposition.
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En général, un réseau de pages web n’admet aucun vecteur des scores d’importance. Le

résultat suivant dit que c’est le cas pour les réseaux fortement connexes.

5.3.9. Théoreme. Soit W un réseau de pages web, dont L est la matrice des liens. Si
W est fortement connexe, alors
(1) L admet un vecteur propre ug associé a 1;

(2) Si a est la somme des termes de ug, alors

1
V= —U
a

est le seul vecteur des scores d’importance de W.

Démonstration. D’apres la proposition 5.3.6, L est colonne-stochastique et éventuellement
positive. D’apres la proposition 5.2.4, L admet un vecteur propre ug associé a 1. En vertue

de la preuve du théoreme 5.2.8,

1
V= —Ug
a

est le seul vecteur propre de L associé a 1, qui est non négatif et colonne-stochastique.

D’apres la proposition 5.3.8, v est le seul vecteur des scores d’importance de W. La preuve
du théoreme s’acheve.

Exemple. Donner le vecteur des scores d’importance du réseau de pages web suivant:

[1]==[3]

X

2] —([4]

Solution. La matrice des liens est donnée par

O N O -

1
0
0
0

t~

I
Wl Wik Wi~ O
N o= O O

D’apres la proposition 5.3.8, il s’agit de trouver un vecteur propre non négatif de L associé
a 1, dont les termes somment a 1.

On commence par trouver un vecteur prore de L associé a 1. D’apres le théoreme 5.1.5,
on doit résoudre le systeme homogene

(L—I)X =0.
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D’apres un résultat du MAT153, on doit échelonner la matrice

-1 0 3
-1 0 o0
L=li= S S
3 2 2
Pl oo

Pour faciliter le calcul, on élimine premierement les fractions en effectuant les opérations
2L, 3Ly, 6L3 et 6L4. Ceci nous donne

2 0 2 1 1 =3 0 0\ g o4or, (1 -3 0 0
-3 0| LiesLy, | —2 0 2 Ls—2L, | 0 =6 2
2 3 -6 3 S, 2 3 6 3| Ls—2L1 | 0 9 —6 3
2 3 0 -6 2 3 0 -6 = 0 9 0 -6
) 1 -3 0 0 1 -3 0 1 =30 0
Laosbal g g g o |72y 3 0 o |0 30 2
— Li+2L, -
. 0 3 —2 0o 0 -2 3 0 0 2 -3
§L3 — —Lg
0 -6 2 1 0o 0 2 -3 0 00 0
100 —2
Li+L,| 0 3 0 =2
— 00 2 -3
000 0

Cette derniere matrice représente le systeme homogene échelonné suivant:

h - 2ys = 0
3Y2 - 2y = 0
2y3 - 3?J4 = 07
dont 'inconnue libre est y,. Pour éviter les fractions, en posant y, = 6 on obtien une soultion
Y1 =12y, = 4y3 = 9554 = 6.

C’est-a~dire, L a pour propre associé a 1 le vecteur suivant:
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dont les termes somment a 31. Ainsi,

12
1| 4
31| 9

6

est le vecteur propre non négatif de L associé a 1, dont les termes somment a 1. Par

conséquent, les scores d’importance des pages sont donnés par

12 4 9 6

.1'1:3—1, 1’225, .1'3:3—1, [I§'4:3—1.

C’est-a-~dire, le moteur de recherche affiche les pages de ce réseau de 'ordre suivant: page 1,

page 3, page 4, page 2.

5.4. Exercices

1. Considérer la matrice réelle suivante:

Vérifier que la valeur 2 est une valeur propre de A; et calculer sa multiplicité géométrique.

2. Dans chacun des cas suivants, trouver la valeur réelle de a pour que la valeur 3 soit une

valeur propre, et dans ce cas, calculer la multiplicité géométrique de 2.

123 321
(1) 312 |; (2) a 1 3
2 1 a 2 31

3. Montrer qu'une matrice carrée A est inversible si et seulement si la valeur 0 n’est pas

valeur propre A.

1
4. Soit A une matrice inversible. Montrer que si )y est une valeur propre de A, alors " est
0
une valeur propre de A~!,
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5. Montrer, d’apres la définition, que la valeur 1 est une valeur propre avec mg(1) = 1 de la

matrice suivante:

11 1
n n n
11 1
n n n

A=1 . . .
11 1

n

nxn

6. Calculer, d’apres la définition, la multiplicité géométrique de la valeur propre 1 des ma-

trices colonne-stochastiques suivantes:

01000 0,03 0,88 0,03 0,03 0,03
1000 0 0,88 0,03 0,03 0,03 0,03
W |ooo1 ], (2) | 0,03 0,03 0,03 0,88 0,455
0010 % 0,03 0,03 0,88 0,03 0,455
1000 0 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03

7. Considérer la matrice colonne-stochastique et eventuellement positive suivante:

A:

o = O
_— O O
[ s

Trouver son vecteur propre colonne-stochastique associé a la valeur propre 1.

8. Soit W un réseau des pages web représenté par le graphe orienté suivant:

[1]—[2]

| X

[3]—1[4]

(1) Donner la matrice des liens L de W.
(2) Sans calculer les puissances de L, a 'aide du lemme 5.3.3, trouver un entier p tel que
P 40 et LM+ = 0.

9. Soit W un un réseau des pages web représenté par le graphe orienté suivant:

[1]—[2]—I3]

VAN

[4]—[5]—/6]
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(1) Donner la matrice des liens L de W.

(2) Sans calculer les puissances de L trouver, a l’aide du lemme 5.3.3, un entier p tel que
LP 40 et LM+ = 0.

10. Soit W un réseau de pages web représenté par le graphe suivant:

[1]=I[3]

I

[2]==[4]

(1) Donner la matrice des liens L de W.
(2) Vérifier que W est fortement connexe.

(3) Donner le vecteur des scores d’importance de WW.
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