MAT 153: Introduction a I’algebre linéaire 1
Chapitre I: Corps

Les objets d’étude d’algebre sont des systemes algébrigues, c’est-a-dire, les ensembles dans
lesquels on peut effectuer des opérations arithmétiques. Les premiers systemes algébriques
qu’on étudiera sont des corps. On commence par introduire et étudier le corps des nombres
complexes. Remarquons que les nombres complexes sont utilisés dans plusieurs domaines
des sciences appliquées comme la théorie du controle, la mécanique quantique et I’analyse

du signal.
1.1. Nombres complexes

D’abord, rappelons un peu I'histoire du développement des nombres. Considérons I’ensemble
des nombres naturels

N:{071727"‘7n7"'7}’

ce qui est muni d’une addition et d’'une multiplication, c’est-a-dire, pour tous a,b € N, on a
a+ b,ab € N. Mais, N n’est pas stable pour la soustraction. Par exemple, 1 — 2 ¢ N, car
2+ n # 1 pour tout n € N. Apres I'introduction de nombres négatifs, nous avons 1’ensemble

des nombres entiers
Z={0,£1,£2,....4n,..., },

dans lequel on peut effectuer 'addition, la soustraction et la multiplication. Mais, il n’est
pas stable pour la division. Par exemple, 1 +2 & Z, car 2z # 1 pour tout x € Z. On a donc

introduit les fractions. En conséquence, on obtient I’ensemble des nombres rationnels

Q:{%\m,neZ,n#O},

dans lequel on peut effectuer I’addition, la soustraction, la multiplication et la division. Mais,

il n’est pas stable pour les limites. Par exemple,

. no 1
lim E — =e,
n—00 k=0 k'
ce qui n’est pas rationnel. En introduisant les nombres irrationnels, on obtient I’ensemble

des nombres réels R, c’est-a-dire, 'union des nombres rationnels et des nombres irrationnels.

Alors R est stable pour toutes les opérations ci-haut mentionnées. Cependant, R n’est pas



stable pour l'extraction de racine. Par exemple, v/—1 € R. En effet, pour tout a € R, on a
a? > 0. En particulier, a®> # —1. Pour obtenir un ensemble des nombres stable pour toutes

les opérations arithmétiques ci-haut mentionées, on introduira les nombres complexes.
1.1.1. Définition. Un nombre complexe, ou bien complexe, est une expression formelle
z=a-+bi, abeR,

ou
(1) le symbol i s’appelle unité imaginaire;
(2) le nombre réel a s’appelle partie réelle de z, notée a = Re(z);
(3) le nombre réel b s’appelle partie imaginaire de z, notée b = Im(z).

En outre, deux nombres complexes a + bi et ¢ + di sont dits égauzr si a = c et b =d.
Notation. L’ensemble des nombres complexes sera noté C = {a + bi | a,b € R} .

Remarque. (1) Si Re(z) = 0, on dit alors que z est imaginaire pur, et on note z = bi.
Par exemple, 0+ 3i = 3i, 0+ v/2i = v/2i.

(2) Pour brieveté, on écrit 1i = i; et done, 0+ 1i = 1.

(3) On identifie a € R avec a + 0i € C. En particulier, 0 = 0 + 0i. De ce point de vue,

un nombre reél est un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle. Par conséquent,

R CC.

Exemple. (1) 24 3i,4 + 1i,4/2 4+ 0i,0 + /5, 0+ 0i, (—6) + (=7)i € C.
(2) Re (V2 +0i) = v2 et Im (V2 + 0i) = 0.
(3) Re ((—=6) + (=7)i) = —6 et Im ((—6) + (=7)i) = —7.

Exercice. Trouver a,b € R tels que (a? — a) + (a + b*)i = 1.
Solution. Soient a,b € R tels que (a* — a) + (a + b?)i = 4. Par définition, on a

Re[(a® — a) + (a + b%)i] = Re(i) et Im[(a* — a) + (a + b*)i] = Im(7).

C'est-a-dire, a> —a =0 et a +b* = 1. Comme a(a —1) =0,onaa=0oua—1=0. Si
a =0, alors b = £1. Sinon, a = 1. Ainsi b> = 0, et donc b = 0. En conclusion, les couples

(a,b) qu’'on cherche sont les suivants:

a=0,b=1a=0,b=—-1;a=1,b=0.

On définira les opérations arithmétiques sur les nombres complexes.
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1.1.2. Addition. Pour z = a + bi,w = ¢+ di € C, on définit la somme de z et w par

z+w = (a+c)+ (b+ d)i.

Remarque. Pour tous a,b € R, on a

a+bi = (a) + (bi).

Exemple. (v2+3i) + (24 (—=4)i) = (V2 +2) + 3+ (=4))i = (24 v2) + (- 1)i.
Le résultat suivant est évident.

1.1.3. Proposition. Soient z,w,v € C.

(1) (commutativité) z + w = w + z.

(2) (associativité) (z +w) +v =z + (w + v).
(3) (neutralité) z + 0 = z.

Remarque. (1) 0+ z = z, pour tout z € C.

(2) Grace a 'associativité, on définit la somme de trois complexes z,w et v par
z+w+v=(24+w)+v.
(3) Plus généralement, pour zj, z9,- -+ , 2, € C avec n > 2, on définit

zitzt = (st 2) +2) + 0+ 2em1) 2

1.1.4. Proposition. Si z =a+ i € C, alors

appelé opposé de z, est le seul nombre complexe tel que z + (—z) = 0.
Démonstration. Il est evident que z+(—2) = 0. Siw = c+di € C est tel que z+w = 0,
alorsa+c=0et b+d=0. D'ou, c = —a et d = —b. C’est-a-dire, w = —z. Ceci acheve la

démonstration de la proposition.

Remarque. (1) Pour tout z € C, on a (—z) + 2z = 0.
(2) Pour tout b € R, on a —(bi) = (—b)i.

Exemple. —0=0et —(2+4 (=3)i) = (=2) + (—(=3))i = (—2) + 3i.
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1.1.5. La loi de simplification. Soient z,w,v € C. Si z +v = z + w, alors v = w.

Démonstration. Supposons que z +v = z+w. Alors (—2)+ (2 +v) = (—2) + (2 + w).
Il découle de l'associativité que ((—z) + z) + w = ((—2) + 2) +v. Ainsi 0+ w =0+ v, et
donc v = w. Ceci acheve la démonstration.

La soustraction de nombres complexes est définie dans le résultat suivant.

1.1.6. Proposition. Si z,w € C, alors il existe un unique v € C tel que w +v = z.
Dans ce cas, on écrit v = z — w, appelé différence entre z et w.
Démonstration. Posant v = (—w) + 2z, on a

wHv=w+ ((—w))+2)=(w+(—w))+2=0+2 =z

Soit v; un autre nombre complexe tel que w + vy = 2. Alors w + v; = w + v. D’apres la
loi de simplification, on a v; = v. Ceci montre 1'unicité de v. La preuve de la proposition

s’acheve.
Remarque. (1) Si z =a+bi,w = c+ di € C, alors
z—w=2z+(—w)=(a—c)+ (b—d)i.

(2) Si z,w € C, alors z —w = 0 si et seulement si z = w.
(3) Sia,b €R,alors a+ (—b)i = (a) — (bi). Par exemple, 5+ (—3)i =5 — 3i.

Exemple.
(V2+3i)—(2+4i) = (vV2-2)+ (3—4)i = (V2 —2) + (—=1)i = (V2 — 2) + (—i).
1.1.7. Multiplication. Pour z = a + bi,w = ¢+ di € C, on définit le produit de z et w

par
z-w = (ac — bd) + (ad + be)1.

Remarque. (1) Si a,b € R, alors a-b = ab.
(2) S’il n’y a aucun risque de confusion, on écrit z - w = zw.
(3) Si a,b € R, alors a+ bi = (a) + (b-1).

Exemple. (1) i-i=(0+19)(0+1i)=(0-0—-1)+(0-14+1-0)i =—1.
(2) (24 3i)(4 — 5i) = 23 4 2i. Remarquons que

(24 30)(4 — 5i) # (2-4) + (3- (=5))i.
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On rassemble des propriétés de la multiplication de nombres complexes dans la proposi-
tion suivante.

1.1.8. Proposition. Soient z, w,v € C.

(associativité) (z - w)-v =z - (w - v).

(distributivité) z - (w £ v) =z -w+x z - v.
(neutrahte) l-z=z
(=

1) z=—=z.

z-w = 0 si, et seulement si, z =0 ou w = 0.

Démonstration. Les premiers quatre énoncés découlent facilement des propriétés des
nombres réels. On vérifiera seulement les trois derniers énoncés.

B)Onaz+(-1)-z=1-24+(-1)-2=[14+(-1)]-2=0-2 = 0. Par définition,
(1) - z2=—z.

(6) Posons z = a+ bi et w = c+ di, ou a,b,c,d € R. Par définition, on a

2w = (ac — bd) + (ad + be)i.

Supposons que z = 0. Par définition, a = b = 0. D’ou, ac —bd = 0 et ad + bc = 0. Par
définition, z-w = 0. Si w =0, alors z - w = w - z = 0. Ceci montre la nécessité.

Pour la suffisance, supposons que z - w = 0 et z # 0. Par définition,
(%) ac —bd =0 et ad + bc = 0.

D’ol, a’c — abd = 0 et bad + b*c = 0. D’on, (a® + b*)c = 0.

Maintenant, comme z # 0, on a a # 0 ou b # 0. Comme a, b sont réels, a® + b> > 0. En
particulier, a® 4 b* # 0. Comme (a®+ b*)c = 0, on voit que ¢ = 0. En vue des équations (),
on voit que bd = 0 et ad = 0. Ainsi, (a® + b?)d = 0. Encore comme a? + b? # 0, on a d = 0.
Ceci montre que w = 0.

(7) Supposons que z # 0 et zu = zv. Alors z(u —v) = zu — zv = 0. D’apres I"énoncé (6),

u — v = 0, c’est-a~dire, u = v. Ceci acheve la démonstration.

Remarque. (1) Dans la pratique, on calcule le produit en utilisant la distributivité et
la reglei-7 = —1.
(2) En particulier, r(a + bi) = (ra) + (rb)i, pour tout r € R.

(3) Pour z,w,v € C, grace a ’associativité, on peut définir
zwov = z(ww).
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(4) En général, pour 2, 29, ..., 2, € C avec n > 2, on définit

2129 zn = (- ((2122)23) ** * Zn—1) Zn.-

Exemple. En utilisant la distributivité, on trouve

(2 + 30)(3 — 20) = 2(3 — 20) + (31)(3 — 2i) = 6 — 4i + 9i — 6i2 = 6+ 5i — 6(—1) = 12 + 5i.

1.1.9. Définition. Soient w, z € C avec z # 0. Si q € C est tel que
z-q=w,

alors ¢ est unique. Dans ce cas, ¢ est appelé quotient de w par z et noté g = 7.

Exemple. Comme (2 + 3i)(3 — 2i) = 12 + 5i, on a

12 + 5i 12 + 5i
£ 2430 =
513 L ETTE Ty,

3—21 =

On montrera que le quotient % existe toujours pour tous w,z € C avec z non nul. On

commence par le cas particulier ou z est réel.

1.1.10. Lemme. Soient w, z € C avect z non nul.
(1) Siw=a+bi et z=r avec a,b,r € R, alors

= =—+ -1

r r r

w a+bi a b,
; +

~ existe si, et seulement si, 7> existe. Et dans ce cas,

(2) Si v € C est non nul, alors %

w wv
z zZU

Démonstration. (1) D’apres la proposition 1.1.8(3), on a
a b, a b\ . .
re{—+-1 :<r-—>—|— r-—\)i1=a+bi.
roor r r

a b. a+bi

-7 =

D’ou,

r r T



(2) Supposons que v # 0. D’apres la proposition 1.1.8(6), zv # 0. Si ¢ € C, alors

q =
wv = (2q)v = (zv)q, c’est-a-dire,

si, et seulement si, w = zq. Comme v # 0, on voit que w = zq si, et seulement si,

wv
q=—
zZv

Ceci acheve la démonstration du lemme.

Exemple.

2-v6i 2 6

T—E—Ei:\/_—\/gi.

Exercice. Calculer %

Solution. Remarquons que i -i = —1 € R. D’apres le lemme 1.1.10(1), on a
N 14
(3—?—2-) i +3Z:1—3z’.
11 —1
D’apres le lemme 1.1.10(2), on a
34 3 )
By

1 21

On étudiera comment calculer le quotient d’un complexe par un autre complexe non nul.

Pour ce faire, on a besoin de la notion suivante.
1.1.11. Définition. Pour z = a + bi € C, on définit le conjugué de z par

zZ=aqa— bi.

Exemple.

2—3i =243, —V2+V3i=—-V2-V3i.

1.1.12. Proposition. Soient z = a + bi,w = c+ di € C.

1)z =2 Quw+z=w+2z.
(3) wz = wz. (4) 2z=a*+b* € R.
(5) z = 0 si, et seulement si, z = 0.

(6) z = Z si, et seulement si, z € R.

Démonstration. On ne montrera que les énoncés (4) et (6), car les autres énoncés sont

faciles a vérifier.



(4) D’apres la définition, on a
z- 2= (a* = b(=b)) + (a(—b) + ba)i = (a* + b*) + (—ab + ab)i = a* + b*.
(6) Siz=a+0bi € R, alors b=0, et donc z =a. Do, z=a—-bi=a—0i =a = z.

Réciproquement, supposons que z = z, c’est-a-dire, a + bi = a — bi. Alors b = —b, et donc
2b = 0. Par conséquent, b = 0, et ainsi, z = a € R. Ceci acheve la démonstration de la

proposition.

1.1.13. Proposition. Soient z = a + bi,w =c+di € C. Si z # 0, alors Y existe et
z

— = i.
2z a?+0b%  a?+b?

w wz ac+bd ad-—be.
z

Démonstration. Si z # 0, alors z # 0 tel que

wz  (ac+bd) + (ad —bc)i  ac+bd — ad—bc.

2z a? + b? a2+ b2 a2+b21'

Or, d’apres le lemme 1.1.10(2), on a
w ac+bd ad—bc,

— = i.
z a2+b2+a2+b2

Ceci acheve la démonstration.

Exemple.
3+5z‘_(2+3z’)(3+5z’)_6+9z‘+10z‘—15_—9+19z’__3+§i
23 (2+30)(2—3i) 22 + 32 13 13 137

1
1.1.14. Définition. Si z € C est non nul, alors — est appelé inverse de z, noté 271,
z
Exemple. L’inverse de 1 4 ¢ est
1 J—
141

N =
N | .

1.1.15. Lemme. Soient z,w € C avec z # 0.
(1) z- 27t =1.

(2) L =w-z7".

(3) Si w # 0, alors (zw)™!' =z w™!.



1
1= 2.~ = 1. Ensuite, on a

z

Démonstration. D’apres la définition, z - 2~
(w-zY-z=wl'2)=w-1=w.
Ainsi 2 =w- 27" Siw # 0, alors
(zw)(z7'w ™) = z(ww )zt =227 =1,
D’ou,

2w
Ceci acheve la démonstration de la proposition.

Exercice. Trouver I'inverse de (2 4 ¢)(3 — 7).

Solution. D’apres le lemme 1.1.15(3), on a

(2+)B—i) =2+ '(3-i) "= X g TR T L

1.2. Représentation géométrique

Il est bien connu que les nombres réels peuvent etre représentés par les points d’un axe.
Le but de cette section est de représenter les nombres complexes d'une fagon géométrique.
Comme un nombre complexe dépend de deux variables indépentantes, c’est-a-dire, la partie
réelle et la partie imaginaire, on a besoin de deux axes dont I'un est horizontal et I'autre
est vertical. L’axe horizontal est appelé aze réel, noté Re(z), et 'axe vertical est appelé aze
imaginaire, noté Im(z). Le plan ainsi repéré s’appelle plan compleze ou plan d’Argand. Dans
ce plan, on représente un nombre complexe z = a + bi par le point (a,b), ou bien, par le

vecteur de l'origine au point (a,b), et vice versa.

~ Re(z)



1.2.1. Définition. Soit z = a + bi € C. Remarquant que a® + b> > 0, on définit le
module de z par

2] = Va? + b2,

ce qui est la racine carrée réelle non négative de a® + b2

Remarque. (1) |z| est la longueur du vecteur représentant z.

(2) Si z € R, alors |z| est la valeur absolue de z.

Exemple. |2 — 2i| = V2 + (—2)2 = /6.

1.2.2. Lemme. Soient z,w € C.

(1) |z] = 0 si, et seulement si, z = 0.

(2) (Inégalité du triangle) |z + w| < |z| + |w].

Démonstration. Posant z = a + bi, on a |z| = Va2 + b2. Alors |z| = 0 si, et seulement
si, |z|? = 0 si, et seulement si, a®+b? = 0 si, et seulement si, a®> = 0 et b* = 0 si, et seulement
si, a =0 et b =0 si, et seulement si, z = 0. Ceci établit I’énoncé (1).

Ensuite, remarquons que la somme z + w est représentée par la somme des vecteurs

représentant z et w, illustré comme suit:

A zZ 4+ w

~ Re(z2).

o

D'ou, |z +w| < |z| + |w|. Ceci acheve la démonstration.

1.2.3. Définition. Soit z € C non nul. Un angle # entre I’axe réel positif et le vecteur
représentant z s’appelle argument de z, noté § = Arg(z), ce qui est illustré par
Im(2)

A

0 ~ Re(z)
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Remarque. Si ¢ est un argument de z, alors 6 + 2kw l'est aussi, pour tout k € Z.

Exemple. (1) Comme 0 est un argument de 1, I'angle 2k7 'est aussi, pour tout k € Z.

(2) Comme 7 est un argument de ¢, I'angle 2km + 7 'est aussi, pour tout k € Z.

1.2.4. Proposition. Soit 2z = a + bi € C non nul. Si 6 est un argument et r est le
module de z, alors

z =r(cosf +isinb),

qui s’appelle forme polaire de z.

Démonstration. L’hypothese est illustrée par le diagramme suivant:

|
|
|

5 i Re(z2).
Considérons le triangle droit de sommets 0,a et z. Par définition, cosf est le rapport
entre la longueur du coté adjacent a 6 et la longueur de 'hypoténuse. Et sin @ est le rapport

entre la longueur du coté opposé a 6 et la longueur de I'’hypoténuse. C’est-a-dire,
a b
cosf = —; sinf = —.
r r

Ceci nous donne a = rcosf et b = rsinf. Par conséquent,
z =r(cosf +isinb).
La preuve de la proposition s’acheve.

Remarque. (1) Ayant une infinité d’arguments, un complexe non nul a une infinité de
formes polaires.

(2) Par contre, z = a+bi avec a,b € R, s’appelle forme algébrique de z, ce qui est unique.

Exemple. Comme 1 et i sont de module 1 et ont pour argument 0 et 7, respectivement,

on voit que

1 =1(cos0+isin0); i =1- (cos%—kisin%)
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sont formes polaires de 1 et de i, respectivement.

On étudiera comment trouver une forme polaire d’'un nombre complexe non nul. Pour ce

but, on fera un petit rappel de la trigonométrie.

1.2.5. Proposition. Si 6, ¢ sont des angles, alors
(1) cos?d +sin?f = 1;

(2) cos(0 + ¢) = cosf cos ¢ — sin 0 sin ¢;

(3) sin(f + ¢) = sin 6 cos ¢ + cos 0 sin ¢;
(4)

4) cosf = cos ¢ et sinf = sin ¢ si, et seulement si, § = ¢ + 2k7, pour un certain k € Z.

Exemple. (1) cos(§ +0) = cos 5 cosf) —sin § sinf = —sin 6.
(2) sin(F + 0) = sin § cos 0 + cos § sin ) = cos 6.

On désignera par R™ I'ensemble des nombres réels strictement positifs.

1.2.6. Corollaire. Si z = r(cosf + isinf) avec r € R*, alors il s’agit d’'une forme
polaire de z.

Démonstration. Comme 2z = a + bi avec a = rcosf et b =rsinf, on a

|z| = \/(rcos )2+ (rsinf)? = \/7“2(00829 + sin?f) = V2 = Ir| =r.

En outre, # est un angle tel que

rcosf a
cosf = = -
r r
et )
. rsind b
sinf = = —.
r r

Par définition, # est un argument de z. Ceci acheve la démonstration du lemme.
Remarque. Sir, s € RT et 6, ¢ sont des angles, alors
r(cosf + isinf) = s(cos ¢ + isin @)
si, et seulement si, r = s et ¢ — 6 = 2k7, pour un certain entier k.
Exemple. (1) On voit que
ﬁ(cosg + isin g), 3 (cos(—g) + isin(—%))
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sont des complexes sous la forme polaire.

(2) Aucun de complexes

(2)< 7T+..7T> 3< T ..7T) 4< 7T+..7T> 0( 7T+..7T>
— CoS — sin — COS — — 181N — CoS — sin — CcoS — sin —
3 zmg , 3 zmg , 3 21112 , 3 21113

n’est sous la forme polaire.

Voici un tableau du sinus et du cosinus de certains angles spéciaux dans le premier

quadrant.
T T T 0w
g ([0 — — - =
6 4 3 2
cosf |1 Lﬁ @ 1 0
2 2 2
1 V2 V3
ind - — — 1
sinf | 0 5 5 5

En appliquant la proposition 1.2.5 et le tableau ci-dessus, on obtient le résultat suivant,

qui nous permet de trouver le sinus et le cosinus des angles spéciaux dans les autres quadrants.

1.2.7. Proposition. Si 0 est un angle, alors

(1) cos(m — @) = — cos b, sin(m — ) = sin 6;

(2) cos(m + 0) = — cosb; sin(m + 0) = —sin6;

(3) cos(2m — 6) = cos 0 sin(2r — 0) = —sin 6.
Exemple.

(1) (=2)(cos 5 + isinE) = 2 (cos(m + §) + isin(m + %)) = 2 (cos & +isin 1) .
(2) 5(—cosZ +isinZ) =5 (cos(m — %) +isin(r — I)) =5 (cos 2 + isin 2T) .

(3) 3(cos % —isinZ) =3 (cos(—%) 4 isin(—F)) .

Voici un procédé pour trouver une forme polaire d’un nombre complexe non nul.

1.2.8. Théoreéme. Soit z = a + bi un nombre complexe non nul.
1. Calculer le module r = v/a? + b2.
2. Trouver un angle ¢ entre 0 et 7 tel que

K

cos ¢ =
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3. Un argument 6 de z sera donné par

o, si a>0etb>0;
T—¢, sia<0etb>0;
T+ ¢, sia<0etb<0;
2t — ¢, si a>0etb<O.

4. Enfin, z = r(cos @ + i sin ) est une forme polaire de z.

Exercice. Trouver une forme polaire de z, ou
(1) z=1+74; (2) z=1—+/3i.

Solution. (1) r = 12+ 12 = /2 et cos ¢ = \/Li = ‘/75, sin ¢ = \/iﬁ = ? Donc ¢ = Z.
Comme a > 0 et b > 0, on voit que ¢ est un argument de z. Ainsi

1+i:\/§(cos%+isin£)

est une forme polaire de z.

_ _ _ : _ V3 _
(2) r = /12 4+ (=V/3)2 = 2 et cosp = 3, sing = ¥2. Donc ¢ = . Comme a > 0 et

b<0,0=21—¢= %’r est un argument de z. Ainsi

1—\/§i:2(cos5§+isin5§)

est une forme polaire de z.
La forme polaire facilite les opérations arithmétiques des nombres complexes.

1.2.9. Proposition. Soient z = r(cos +isinf) et w = s(cos ¢ + isin ¢), deux nombres

complexes sous la forme polaire.
(1) zw = (rs) [cos(0 + ¢) + isin(f + ¢)].
(2) 2 = Z[cos(f — ¢) +isin(d — ¢)].
Démonstration. (1) On a

zw = (rs)(cosf + isinf)(cos ¢ + isin @)
= (rs)[(cosfcos¢ —sinfsin @) + i(cos sin ¢ + sinf cos ¢)]
= (rs)[cos(0 + @) + isin(0 + ¢)],

ou la derniere égalité découle de la proposition 1.2.5(2) et (3).
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(2) Posons v = Z[cos(0 — ¢) +isin(f — ¢)]. D’apres la partie (1), on a
w-v=(s- g)[cos(gb—l—e — ¢) +isin(é + 0 — ¢)] = r(cos + isin6) = z.

D’apres la définition du quotient, v = Z. Ceci acheve la démonstration de la proposition.

1+1

=5 et de (1 +14)(1 —+/36);

Exercice. (1) Trouver une forme polaire de

(2) Calculer COS% et sin 17T—2

Solution. On a vu que

™

1+i:\/§(cosg+isinz), 1 — /31 = 2(cos( 3)+z’sin(—g)).

4

(1) D’apres la proposition 1.2.9(2), on a premierement

1+ V2

T T o 7r))>_\/§ T LT

— (cos(— —(—==)) +isin(——(—%))) = —(cos — +isin —),

1—v3i 2 4 3 4 3 2 12 12
et ensuite,
(14i)(1—V3i) =2v2 (cos(g - g) + zsm(% — g)) =22 <cos(—12) 4+ isin(—%))

(2) D’apres la partie (1), on a

™

(1+1)(1 — V3i) = 2v2 <cos% ~isin =

> = (2V/2) COS% — (2V/2sin %) i
De T'autre coté, a ’aide de la forme algébrique, on a
(1+4)(1 —V3i) = (1+v3) + (1 — V3)i.

D’ou,
2\/5005% =1+ \/§; —Zﬂsin% =1-+3.

Par conséquent,

P 14V3 VB+VB 1 1=V G-\

coS — = = ; osin— =

12 22 4 12 22 4

L’énoncé suivante est une conséquence immédiate de la proposition précédente.
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1.2.10. Corollaire. Soient z,w € C non nuls.

(1) Jzw| = |z] - [w]; (2)  Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w);
z| 2| z\ B
@ |ol=r (1) Arg (=) = Arg(2) - Arg(w).
On définira les puissances d'un nombre complexe comme suit.

1.2.11. Puissance. Soit z € C. Pour n > 1, on définit

n fois

Si z # 0, on définit 2° = 1 par convention; et pour tout n > 0, on pose

2= ()™

Remarque. Pour tous m,n > 1, on a
Zm+n — Zmzn et (Zm)n — Zmn7
qui sont valides pour tous pour tous m,n € Z, lorsque z # 0.

Le résultat suivant nous dit comment calculer les puissances d’'un nombre complexe en

utilisant la forme polaire.

1.2.12. Théoréme de de Moivre. Soit z = r(cosf + isinf), un nombre complexe

sous la forme polaire. Pour tout n € Z, on a
2" = r"(cosnb + isinnb).

Démonstration. D’abord, on montrera par récurrence que le théoreme est vrai pour

tout n > 0. C’est évident si n = 0. Supposons que n > 0 et le théoreme est vrai pour n. Or
2" = 2" = (r™r) (cos(nf + 0) + isin(nf + 6)) = " [cos(n + 1)0 + isin(n + 1)d].

Ceci montre que le théoreme est vrai pour tous les entiers non négatifs. En outre

_ 1 1(cosO0+isin0) 1 o B N
1_ 1 _ _ 1 B - . B )
2 = . (080 1 sin0) " (cos(0 — ) +isin(0 — 0)) = r~ (cos(—6) + isin(—0)) .
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Enfin, pour tout n > 1,
2= ()" = (7“’1 (cos(—0) + isin(—G)))n =r " (cos(—n)f + isin(—n)f) .
Ceci acheve la démonstration du théoréeme.

Exercice. Calculer (1 + 7).

Solution. On a vu que 1+ ¢ pour forme polaire

14+i= \/i(cos% —i—z’sin%).

D’apres le théoreme de de Moirve, on a

(1+4) = \/§IOI(COS W + isin Yr)
= 2%0y/2 [cos(2F + 24r) + isin(ZF + 247)]
= 250,/9 (cos %’r + ¢sin %”)
= 20V (- - i) = —2% - 2%,

1.2.13. Définition. Soient z € C et n > 1 un entier. Si w € C tel que w™ = z,
alors w s’appelle racine n-ieme de z; et racine carrée ou cubique de z au cas n = 2 ou 3

respectivement.

Remarque. Pour tout n > 1, le complexe nul 0 a une seule racine n-ieme, c’est-a-dire,

Exemple. Comme > = (—7)? = —1, on voit que 7 et —i sont deux racines carrées de
—1.

Afin de montrer que tout nombre complexe admet des racines n-iemes, on rapelle le

résultat bien connu suivant.

1.2.14. Lemme. Soit n > 1 un entier. Si 7 € R, alors il existe un unique s € R™ tel
que s™ = r. Ainsi, s est la seule racine n-ieme réelle positive de r, et on note s = /r.

Démonstration. Considérons la fonction f(z) = 2™ — r définie sur U'intervale [0, 4o0].
Alors f(0) = —r<0et f(r+1)=(r+1)"—r>(r+1)—r>0. Comme f est continue, il
existe s avec 0 < s <1+ 1 tel que f(s) =0, c’est-a-dire, s" =r.

En outre, f'(z) = nz"™' > 0 pour tout x > 0. Ainsi, f(x) est strictement accroissante
sur [0, +oo[. Donc, si t € [0,400] est tel que s < t out < s, alors 0 = f(s) < f(t) ou
f(t) < f(s) =0. Ainsi s est unique tel que f(s) = 0. Ceci acheve la preuve du lemme.
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Exemple. Pour tout n > 1, on a v/1 = 1.

Pour étudier les racines n-iemes de complexes en général, on acceptera sans preuve le

résultat sur les entiers suivant, appelé algorithme de division.

1.2.15. Théoreme. Soient a, b des entiers. Si b > 0, alors il existe deux entiers uniques
q et r tels que
a=bqg+r 0<r<hb.

Remarque. (1) Les entiers g et r dans le théoreme 1.2.15 s’appellent quotient et reste,
respectivement, de a divisé par b. On note g = gy(a) et r = ry(a).

(2) Si rp(a) = 0, on dit que b est un diviseur ou facteur de a.

Exercice. Trouver le quotient et le rest de —19 divisé par 5.
Solution. D’abord, en divisant 19 par 5, on a 19 =5 x 3 + 4. Donc

—19=5x(-3)—4=5x(-3)=5+(5—4)=5x(—4)+ 1
Ainsi ¢5(—19) = —4 et r5(—19) = 1.
Voici la méthode pour trouver les racines n-ieme complexes d'un complexe non nul.

1.2.16. Théoréme. Soit z = r(cosf + isinf), un complexe sous la forme polaire. Si

n > 0 est un entier, alors z admet exactement n racines n-iemes

0+2kr . 0+ 27
S — 4+ s8I —
n

zk:{ﬁ(co ), k=0,1,...,n—1.

Démonstration. D’abord pour tout k avec 0 < k <n — 1,

0 + 2km)n M) = r(cos 0 + isin ).

2= ()" (COS 0+ 2km)n + ¢sin
n
Donc zg, z1, ..., z,—1 sont des racines n-iemes de z.
Ensuite, supposons que z, = z; pour certains j, k avec 0 < j < k < n. Alors
0+2kr  O0+2j7  2(k—j)m

= = 2lm, pour un certain | € Z.
n n n

Comme 0 < @ < 2m,on al=0. Dou, £k = 7. Ceci montre que zg, 21, ..., 2,_1 sont

deux a deux distincts.
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Enfin, soit w = s(cos¢ + isin¢) une racine n-ieme de z. Alors w™ = z, c’est-a-dire,
s"(cosng + isinng) = r(cosf + isinf). Donc s = r et ng = 0 + 2lw pour certain entier
[. Comme s > 0, on a s = {/r. En outre, ¢ = %. D’apres 'algorithme de division,
l=ng+k, ouqkéeZavec)0<k<n-—1 Dou¢= “% + 2gm. D’apres la proposition
1.2.5(4),

= Zk.

0+ 2k 0+ 2k
w = W(COS%—H’Sinu)

Cecl acheve la démonstration du théoréme.

Exercice. Trouver les racines carrées de 1.
Solution. On écrit 7 sous forme polaire 7 = 1 - (cos § + isin §). D’apres la proposition
1.2.16, les racines carrées de i sont

240 240 2 2
20:ﬁ<cos7r/T++isin7r/T+) :cos%qLisin%: ngz%

et

242 242 5 5 2 2
21 :ﬁ(cosﬂ#+isinﬂ#) :coszﬂ%—isinf:—%—ig.

1.2.17. Corollaire. Pour tout n > 1, il y a exactement n racines n-iemes de 1:

2k 2k
Cos—ﬂ+isin—7r, k=0,1,...,n—1,
n n

qui partagent le cercle unité en secteurs égaux d’angle 2%
Démonstration. On a 1 = 1- (cos0 + isin0). D’apres le théoreme 1.2.16, les racines

n-iemes de 1 sont

0+42kr . . 0+ 2kmw 2kw .. 2km
c0OSs ——— +18sln ——— = CcoS —— + 1 SIn ——,
n n n n
pour k=0,1,...,n — 1. La preuve du corollaire s’acheve.

Remarque. Pour tout entier n > 1, on appelle

2r . 2m
(n = cos — + 18in —
n n
racine n-ieme primitive de I'unité, car toutes les autres racines n-iemes de 1 sont des puis-

sances de (,.

Exemple. Les racines cubiques de 'unité sont

2 2 1 3 4 4 1 3
cos0+2sin0 = 1; cos%—i—isin% = —5—1—%'&'; cos%—i—isin% = —5—\/7—2'.
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Rappelons que si a est un nombre réel, alors I’exponentielle de a est

a o0 G/k
et = Z —
k=0 k!

De la méme fagon, on définit exponentielle d’'un nombre complexe z par

. o ok ‘ 0o ok
ef = E — = lim E —.
k=0 k! n—00 k=0 k!
On accepte sans preuve le résultat suivant.

1.2.18. Proposition. (1) Si z,w € C, alors

(2) Si 6 € R, alors € = cos + isin 6.

Remarque. (1) Pour tout § € R, on voit que ¢ se trouve sur le cercle unité.

(2) Si z = a+ bi est un complexe sous la forme algébrique, alors
e = e%(cos b + isinb).

1.2.19. Définition. Soit z = r(cosf + isinf), un complexe sous la forme polaire.
D’apres la proposition 1.2.18(2), on a

appelé formule d’Fuler de z.

Exemple. (1) 1 —v/3i =2 (cos(—%) + isin(—%)) = 2e~5".
(2)1+i= \/§(COS% +isint) = V2eid,
(3) Les racines n-iemes de 1'unité sont

2k 2k x,
COS—W—f-Z'Sin—W:e%Z, k=0,1,...,n—1.
n n
1.3. Corps

Dans les sections précédentes, on a introduit les nombres complexes et étudié leurs
opérations arithmétiques. On a vu que ces opérations satisfont a certains axiomes. Cet

exemple nous conduit a la notion abstraire d'un corps.
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1.3.1. Définition. Un corps est un ensemble non vide K muni d’une addition
+:KxK— K:(a,b)—~a+b

et d’'une multiplication
K xK—K:(a,b)—a-b

telles que, pour tous a,b,c € K,
L’addition satisfait aux axiomes suivants:
(1) (commutativité) a + b = b + a.
(2) (associativité) a + (b+¢) = (a +b) + c.
(3) Il existe un zéro, noté Ok, tel que a + O = a pour tout a € K.
(4) Tout a € K a un opposé, noté —a, tel que a + (—a) = Og.
La multiplication satisfait aux aziomes suivants:
(5) (commutativité) a-b=b- a.
(6) (associativité) a-(b-c) = (a-b)-c.
(7) 11 existe identité, noté 1k, avec 1x # Ok, tel que 1k - a = a pour tout a € K.

1

(8) Tout a € K avec a # 0x admet un inverse, noté a™', tel que a-a™! = 1.

Les deux opérations sont compatibles:
(9) (distributitvité) a- (b+c¢)=a-b+a-c.

Notation. S’il n’y pas de risque de confusion, on écrit 0 = Ox; 1 = 1g; a-b = ab.

Remarque. (1) Un corps a au moins deux éléments distincts, par exemple, O et 1k.
(2) Un corps K a un seul zéro et un seul identité.

(3) O est un opposé de Og; et 1 est un inverse de 1.

(4) Pour a,b € K, on définit différence entre a et b par

a—b=a+(-b).
(5) Grace a 'associativité, pour a,b,c € K, on peut définir
a+b+c=(a+0b)+ec.
(6) En générale, pour ay,as,...,a, avec n > 2, on définit

ap+ag+ - +a, = (a1 +a)+az)+- - +an1)+ a,.

Exemple. (1) Q, R, C sont des corps pour 'addition et la multiplication usuelles.

21



(2) Z n’est pas un corps pour les opérations usuelles.
Le résultat suivant ramasse des propriétés élémentaires d’un corps.

1.3.2. Proposition. Soit K un corps avec a,b,c € K.
)Sia—i—b—a—l—c alors b = c.

)
)
) (—1x)a = —a.
(5) Si ab = ac avec a # 0, alors b = c.
)
)
)

Tout élément non nul a un seul inverse.

(8

Démonstration. (1) Sia+b=a+c¢, alors (—a) + (a+b) = (—a) + (a+ ¢). Ceci donne
((—a)+a)+b=((—a)+a)+c. Donc O +b =0 + c. Ainsi b= c.

(2) Sid,a" € K telsquea+a =0eta+a” =0, alors a+a =a+a”. D’apres "énoncé
(1),onad =da".

(3) On a Oga + 0ga = (0x + Og)a = Oga = Oga + 0. Donc Oga = Ox. Supposons
ab=0g. Si a # Ok, comme a™! existe, onab=1-b=(a"ta)b=a"(ab) = a 0 = Ok.

(4)Ona(—1g)a+ta=(—1g)-a+1l-a = ((—1g)+1x)a = Oga = Ok. Ainsi (—1g)a = —a.

(5) Supposons ab = ac et a # 0. Alors a! existe et a™'(ab) = a~*(ac). Ceci donne
(e ta)b = (a=ta)c. Donc 1x - b= 1x - c. Ainsi b = c.
(6)
a # 0, d’apres 1'énoncé (5), o’ = d”.

(7) Par définition, on a

Soit a # 0. Sia’,a” € K tels que aa’ = 1i et ad” = 1k, alors aad’ = aad”. Comme

a(b—c) = alb+ (—c)) =ab+a(—c) =ab+a(—1k)c
= ab+ (—1lg)ac = ab+ (—ac) = ab — ac.
)

(8) Sia—b=c,alors a = a+((—b)+b) = (a+(—b)) +b = c+b = b+c. Réciproquement,
sia=b+c, alorsc=c+ (b+ (=b)) = (c+b)+ (=b) = a+ (=b) = a — b. Ceci acheve la

démonstration de la proposition.
Des maintenant, on étudiera plus des exemples de corps.

1.3.3. Proposition. Soit K C C. Alors K est un corps pour 'addition et la multipli-
cation usuelles si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont satisfaites.
(1)1 e K.
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(2) Sia,b € K, alors a+ b,a — b, ab,ab~!(lorsque b # 0) € K.

Dans ce cas, K s’appelle corps de nombres.

Démonstration. La necessité est évidente. Supposons maintenant que K satisfait aux
conditions énoncées dans la proposition. Si a,b € K, alors a + b,ab € K par hypothese.

Ainsi K est muni d’une addition
KxK—K:(a,b)—a+b
et d’'une multiplication
K x K — K :(a,b) — ab,

satisfaisant aux axiomes (1), (2), (5), (6), (7) et (9). Or 0 =1 —1 € K par hypothese. Si
ac€ K,alors —a=0—-a¢c€ K;etsia€ Knonnul,alorsa ! =1-a"! € K. Donc K est un

corps. Ceci acheve la démonstration de la proposition.
Exemple. Les ensembles Q, R, C sont des corps de nombres.

Exercice. Vérifier que Q[v2] = {a + bv/2|a,b € Q} est un corps de nombres.
Démonstration. Soient r = a + b\/§, y=c+ dv2 € @[\/5] Alors

cdy=(atc)+ (bxdV2, zy=(ac+2bd)+ (ad+bc)vV2 € Q[V2).

Supposons maintenant que y # 0, c’est-a-dire, ¢ # 0 ou d # 0. On veut montrer que
¢ —dy2 # 0. Clest vrai lorsque d = 0, car ¢ # 0 dans ce cas. Considérons le cas ot d # 0.
Sic—dv2 =0, alors V2 = ¢ € Q, une contradiction. Donc ¢ — dv/2 # 0 dans tous les cas.
Par conséquent, y(c — dv/2) = ¢ — 2d?> # 0. Or

r  (a+0v2)(c—dv2) ac—2bd  be—ad
y (c+dV2)(c—dv2) c*—2d? + 2 —2d2\/§€ @[\/E]

D’apres la proposition 1.3.3, @[\/5] est un corps. Ceci acheve la démonstration.

1.3.4. Proposition. Si K est un corps de nombres, alors Q C K. En particulier, K est
infini.

Démonstration. Par définition, 1 € K. Comme K est stable pour I’addition, on voit
que tout entier positif n appartient a K. Or0=1—-1¢€ Ket —n =0—n € K. Donc
7 C K.

En outre, pour tous m,n € Z avec n # 0, on a = = mn~! € K. Do, Q C K. Ceci

acheve la démonstration de la proposition.
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Remarque. La proposition 1.3.4 dit que Q est le plus petit corps de nombres.

On donnera des exemples de corps finis. Pour ce faire, on a besoin de la notion d’un
nombre premier. Soit n > 1 un entier. Il est connu que 1 et n sont toujours diviseurs positifs
de n. Si n n’a aucun d’autre diviseur positif, on dit alors que n est premier. Par exemple,

2,3,5,7,11,13, et 17 sont premiers, mais 1,4, 6, et 9 ne le sont pas.
On accepte sans preuve le résultat suivant.

1.3.5. Théoréeme de Bézout. Soient p,a des entiers avec p premier et 0 < a < p.

Posant ry = p et 71 = a, on effectue une suite de divisions comme suit:

o = "q 4+ 1o, 0<ry <y
71 = Too + r3, 0<ry <re
Ti—y = Ti—1Gi—1 + 1, 0<1ry <7rig;

Teo = Teaqea + 1 0<ry <
Tt—1 = Ty
Dans ce cas, r, = 1. En outre, r; = px; +ay;, avec x;,y; € Z, pour i = 2,...,t. En particulier,

pre +ay, = 1.

Remarque. Cette méthode pour résoudre 1’équation entiere
ar+by =1
s’appelle algorithme d’Euclide.
Exercice. En sachant que 29 est premier, trouver z,y € Z tels que

29z + 11y = 1.

Solution. On effectue les divisions suivantes:

29 = 11x2 + 7; (1)
11 = 7x1 + 4; (2)
7 = 4x1 + 3; (3)
4 = 3x1 + 1. (4
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Ceci donne
1

—
~

7T = 29x1 + 11 x (-2);
4 2 29 (1) + 11x3;
3 @ 29x2 4+ 11x(-5)
19 29 (=3) + 11x8.

Le résultat suivant sera pratique dans le calcul du reste.

1.3.6. Lemme. Soit p > 1 un nombre premier. Si a,b € Z, alors

(1) rpla+b) = ryp(rpla) +ry(b));

(2) mp(a - b) = rp(rp(a) - (b))

Démonstration. Posons 7,(a) = r et r,(b) = s. Alors, a = pc+r et b = pd + s, ol
c,d €.

(1) Posons rp,(r 4+ s) =t. Alors r + s = pm +t avec m € Z. D’ot,

a+b=plc+d+m)+t, 0<t<p.

Ainsi r,(a+b) =t =r,(r + s).
(2) Posons ry(rs) = t'. Alors, rs = pg+t' avec ¢ € Z. Or

ab = p(pcd +dr +cs+q) +t, 0 <t <p.
D’ou, rp(ab) =t" = r,(rs). La preuve du lemme s’acheve.
Exemple. On sait que 75(157) = 2 et r5(674) = 4. D’apres le lemme 1.3.6, on a
r5(175 +673) = r5(2+4) =1,

et
r5(175 X 673) = r5(2 x 4) = 3.

1.3.7. Théoreme. Si p un nombre premier, alors

Z,={0,1,...,p—1}

est un corps pour 'addition @ et la multiplication ® définies ci-dessous:
(1) a®b=ry(a+b);
(2) a® b =ry(ab).
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Démonstration. L’associativité de 'addition @ et celle de la multiplication ® découlent
du lemme 1.3.6. Soient a, b, c € Z,.

(1) Onaa®b=ry(a+b) =ry(b+a)=bPaeta®b=ry(ab) =ry(ba) =bO a.

(2) Deplus, a®0=ry(a+0)=aeta®l=ry(a-1)=a.

(3) Sia =0, alors —a = 0 € Z,. Sinon, 0 < a < p. Or p—a € Z, est tel que
(p—a)@a=ry(p—a+a)=r,(p)=0. Dolt, —a=p—a € Z,.

(4) Supposons que 0 # a € Z,. On veut trouver un inverse de a dans Z,. D’apres le
théoreme de Bézout, il existe x,y € Z tels que pr + ay = 1. En divisant y par p, on a
y=pqg+7r,0<r <p Orar=ay—pq=p(—r—q)+ 1. Donc r,(ar) = 1. Ceci implique

1

que r € Z, est tel que a ©® r = 1, c’est-a-dire, r = a~". Ceci acheve la démonstration du

théoréme.

Remarque. Pour tout 0 # a € Z,,
(1) —a=p—a
(2) sipr+ay =1 avec z,y € Z, alors a™* = r,(y).

On remarque que la théorie des corps finis est appliquée dans la théorie des codes.

Exemple. (1) Zy = {0,1}, dont 'addition et la multiplication sont données par les

tableaux suivants:

D
0
1

— OO
O R
— o|®
o OO
— O~

(2) Z3 = {0,1,2}, dont l'addition et la multiplication sont données par les tableaux

suivants:

o o= O P
o = OO
— O NN
o o= oG
o o oo
O = O

2
0
2
1

S N =

Exercice. Calculer I'inverse de 7 dans le corps Zig.

Solution. D’abord, on résout ’équation 7x+19y = 1. A Paide de I’algorithme d’Euclide,
on trouve
7x(—=8)+3x19=1.
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Donc l'inverse de 7 dans Zig est le reste de —8 par 19. Comme —8 = (—1) x 194 11, on a
7l =11.

Pour conclure cette section, on étudie les puissances d’un élément d’un corps.

1.3.8. Définition. Soit K un corps avec a € K. Pour tout entier n > 0, on pose

n fois
a"=aa---a €K,

et a’ = 1 par convention. Si a # O, pour tout n > 0, on pose

a = (a" )"

Remarque. Pour tous m,n > 1, on a
a™t" =a™a" et (a™)" = a™
ce qui sont valides pour tous m,n € Z lorsque a # Og.
Exemple. Dans le corps Zig, on a 7-' = 11. Par conséquent, 772 = 112 = 7 et
T3=72.71=7-11=1.

1.4. Polynoémes

Partout dans cette section, on se fixe un corps K.
1.4.1. Définition. Un polynome sur K est une expression formelle
f(@) = anz” + - + a1z + ao,

ou n(> 0) est un entier, et ag,a,...,a, € K.
Si a, # 0, on appelle n degré; et a,, coefficient directeur, de f(z).
Si a; = O pour tout 0 < i < n, on dit que f(z) est nul.

Remarque. Un polynome sur Q (respectivement, R, C) s’appelle polynéme rationnel

(respectivement, réel, complexe).
Le produit de deux polynomes est défini ci-dessous.
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1.4.2. Définition. Soient f(z) = apa™ + -+ @z +ag et g(x) = ba™ + -+ + bz + by

deux polynomes sur K. On définit leur produit comme suit:
f([[‘)g([ﬁ) - Cn+m17n+m + Cn+m_1(L’n+m_1 + -+ oz + o,

ou
ck:E abj, k=0,1,...,n+m.
i+j=Fk

Remarque. Dans la pratique, on utilise la distributivité pour calculer le produit.

Exemple. (1) Considérons deux polynomes f(x) = 223 — 3z + 2 et g(x) = 3z + 2 sur
Zs. Alors

flx)g(x) = (22° — 32 +2) - (32) + (22 — 32 +2) - 2 =2 +42° + 2% + 4.

(2) Pour o € C, on voit aisément que
(i) (z + a)(x — a) = 2% — o?;
(i) (z + a)? = 2% + 20z + .

1.4.3. Définition. Soit f(z) un polynome sur K. Pour tout a € K, on pose
fla) =a,a™ +---+aja+ag € K.
On appelle a racine de f(z) lorsque f(a) = Ok.
Notre but est de trouver, si possible, les racines d'un polynome.

Exemple. (1) Considérons le polynome réelle f(z) = 3z + 6. Pour tout a € R, on a
f(a) = 3a® + 6 > 6. En particulier, f(a) # 0. Ainsi, f(x) n’a aucune racine dans R.

2) Considérons le polynéme complexe f(z) = 322 + 6. On a
(
F(V2i) =3(V2i)? +6=3-2-+6=—6+6=0.

Ainsi, v/2i est une racince de f(z) dans C. De méme, on voit que —+/2i est aussi une racince

complexe de f(x).
(3) Considérons h(x) = 2*+ 1 sur Z3 = {0,1,2}. Comme h(0) = 1,h(1) =2 et h(2) = 2,

on voit que h(z) n’a aucune racine dans Zs.

Le réultat suivant est évident.

28



1.4.4. Lemme. Considérons un polynome sur K comme suit:
f(x) =ax+0.

Si a # 0, alors f(z) a une et une seule racince ¢ = —(a™'b).
Démonstration. Pour tout ¢ € K, on voit que f(c) = 0 si, seulement si, ca + b = 0 si,

et seulement si, ca = —b si, seulement si, c = —(a~'b). La preuve du lemme s’acheve.

Exercice. Trouver la racine du polynome f(z) = 7z + 3 sur Z,.

Solution. D’apres le lemme 1.4.4, f(z) a une seule racince

a=—(71-3)=—(11-3) = -14=5.

1.4.5. Lemme. Soit f(z) = g(z)h(x), avce g(x),h(x) des polynomes sur K. Alors
a € K est une racince f(z) si, et seulement si, a est une racince de g(x) ou h(x).

Démonstration. Pour tout a € K, on a f(a) = g(a)h(a). D’apres la proposition
1.3.2(3), f(a) = 0 si, et seulement si, g(a)h(a) = 0 si, et seulement si, g(a) = 0 ou h(a) = 0.

La preuve du lemme s’acheve.
Exercice. Trouver les racines du polynéme sur Z;; suivant:
f(x)=(x—=5)(z+7).

Solution. D’apres le lemme 1.4.4, la racince de x — 5 est 5, et celle de x + 7 est —7 = 4.

D’apres le lemme 1.4.5, les racinces de f(z) dans Zj; sont 5 et 4.

Pour trouver les racinces d’un polynome, on réduit le degré du polynome en utilisant le

résultat suivant, dont la preuve est omise.

1.4.6. Proposition. Soit f(z) un polynéme de degré n (> 1) sur K.
(1) Si f(a) =0 avec a € K, alors il existe un polynome de degré n — 1 tel que

fz) = (z = a)g(x).
(2) Le polynome f(x) admet au plus n racines dans K.

Remarque. On applique la proposition 1.4.6 pour trouver les racines d'un polynoéme

sur un corps fini par essai et erreur.
Exercice. Trouver les racines dans Zs du polynome f(z) = z* + 22 + 3.
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Solution. D’abord, f(1) = 0. En divisant f(z) par x — 1, on trouve
f(z) = (x — 1)g(x), ot g(x) = 2> + 2® + 22 + 2.
Comme g(—1) = 0, en divisant g(z) par x + 1, on trouve g(z) = (z + 1)(2* +2). Cela donne
flx)=(x —1)(z+1)(z* +2).

Comme a? + 2 # 0 pour tout a € Zs, on trouve x? 4+ 2 n’a aucune racine dans Zs. En

conclusion, les racinces de f(x) dans Zs sont 1 et 4.

Dés maintenant, on se concentre sur les polynéomes sur un corps de nombres. Comme on
a vu, il y a des polynomes réels qui n’ont aucune racine réelle. Ce phénomene disparait pour
les polynomes complexes, illustré par le résultat célebre suivant dont la démonstration est

trop avancée pour ce cours.
1.4.7. Théoréme fondamental d’algebre. Soit n > 1. Tout polyndéme complexe
f(z) =apa™ + -+ a1z +ag

de degré n admet exactement n racines complexes 1, ..., x,, en comptant les multiplicités.

Dans ce cas, f(z) se factorise comme suit :
f@) =an(z —21) - (2 — ).

Remarque. Grace a la propriété énoncée dans le théoreme 1.4.7, on dit que C est

algébriquement clos.

Exemple. Soit f(z) le polynome complexe de degré 3 a coefficient directeur 3, dont les

racines en comptant multiplicités sont 2 —i,2 — 4, et 3 + 2¢. Alors
f(z) =3(x — (2 —1))*(x — (3+2i)) = 32% — 212% + (57 — 6i)x — (52 — 184).

Exercice. Factoriser le polynéme complexe f(z) = z™ — 1 avec n > 1.

Solution. On a vu que f(z) a n racines distinctes ¢*, k =0,1,...,n — 1, on
2r . 2w
(p, = cos — + 18in —
n n

est la racine n-ieme primitive de I'unité. D’apres le théoreme 1.4.7, ils sont les seules racines

de f(z). Comme le coefficient directeur de f(x) est 1, on a

n—1

" —l=(r =)@ —=G) (=) =[] @ =¢).

k=0
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Considérant le cas ou n = 3, on a

¢ 27r+ 21 1+ .
— COS — Sl —17 — —— —1.
3 3 3 2

NP

Ainsi

P —l=(r - —-G)(r—-G)=(x—1) (x—i—%—gz) <x+%+§z)

Il n’y a aucune méthode générale pour trouver les racines d'un polynome complexe quel-

conque. Mais pour les polynomes complexes quadratiques, c’est toujours faisable.
1.4.8. Proposition. Soit un polynéme complexe quadratique
f(z) =az® + bz +c.

Posons A = b? — 4ac. Si VA est une racine carrée de A, alors les deux racines complexes de

f(z) sont données par

b+ VA b= VA

To =

e 2a 2a

Démonstration.
) _ ) c\ ) b b? P ¢
ar® +bxr+c = a(m +a—|—a)—a(x —1—2-%-x—|—4—a2—4—a2+a
2
N b\> b —dac . b\°> (VA
z+—) ———— | =a|lz+— ] — | —
2a 4a2 2a 2a

b VA b VA

Ceci acheve la démonstration de la proposition.

Exercice. Factoriser le polynome complexe 322 + 2x + 1.
Solution. D’abord, A =22 —4-3-1= —8. Or /=8 = /8- (1) = V8/—1 = 2V/2i.
Donc les racines du polynome sont

C—242v2i 1 V2, C-2-2V2i 1 2,

vy = =+ i, Tp=

2-3 3 3

—= — —1

2.3 3 3
Ainsi
V2

1
322+ 20 +1=3(x —z1)(x — 22) = (3x+1—x/§i)(w+§+?i).
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Pour conclure cette section, on donne un résultat tres pratique concernant les racines

rationnelles d’un polynome sur Z.
1.4.9. Proposition. Soit le polynome
f(x)=2"+ap 12" '+ +ax+ay, a;€Z
Si ¢ € Q est une racine de f(z), alors ¢ est un en entier et un diviseur de ay.
Démonstration. Tout ¢ € Q s’écrit ¢ = ¢, ot a € Z et b € N avec pged(a,b) = 1. Si

n an—l a
flq) = o Tan-1p g oty a0 =0,

alors
(%) a" 4 ap_1ba™ o ab" ra + agh™ = 0.
D’ou,
a" = b(—ap_1a"" — -+ arb" 2a — agh" ).

Ainsi, b divise a”. Comme pged(a,b) = 1, on a pged(a™,b) = 1. Ainsi b = 1, c’est-a-dire,

q = a € Z. En outre, d’apres I’équalité (), on a

n—1 n—2
—ap1a" = —ay).

ap = a(—a
D’oti, a est un diviseur de ag. Ceci acheve la démonstration de la proposition.
Exercice. Factoriser le polynome rationnel

f(z) =2® —42® +x +6.

Solution. D’abord, les diviseurs de 6 sont +1, +£2, +3, +6. Par essai-erreur, on trouve

que f(—1) =0. En divisant f(z) par z — (—1) =z + 1, on trouve
f(z) = (z +1)(2* — 5z + 6).

En appliquant la proposition 1.4.8, on obtient
2? =52+ 6= (v —2)(x —3).

D’ou
f(x) =@+ 1)z =2)(z = 3).

1.5. Exercices
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10.

11.

. Mettre sous la forme algébrique chacun des nombres complexes suivants:

13-4 @ 1 '
V3 4+ V2 (144)(—=1+4)(2+17)’

6 i, 6+i
241 2—i

(1)

(1+20)(=2414)  (1+4)(=1+1)

(3) (7+30) (1 —9) (1 + 34)(2i)

(4)

. Déterminer a,b € R tels que a(1 +1i) + b(2 — 5i) = —3 + 7i.

Soient z,w € C. Montrer, pour tout entier k£ > 0, que

(z+w)k = Z];:O (k> Pk

p

. Représenter chacun des nombres complexes suivants dans le plan d’Argand:

2—2i

1) @+ie-i); @ T

(3) —3<Cosg+isin%>.

. Trouver tous les nombres complexes z tels que z = 22.

1

Si z € C, montrer que z~' = Z si, et seulement si, |z| = 1.

Si z € C est tel que 2% = 16, trouver |z|. Indice: |2"] = |z|".

. Dans chacun des cas suivants, trouver une forme du complexe donner.

(1) z=-1, (2) w=—i.

. Mettre premierement sous la forme polaire et ensuite sous la formule d’Euler chacun des

nombres complexes suivants:

14+ V3i @ —1+/3i
2 3

3) -2 (cos% + isin %) :

(1)

7 7
Trouver cos % et sin 1—7; Indice: Calculer le produit (14-4)(1++/3¢) en utilisant la forme

polaire et la forme algébrique.

Dans chacun des cas suivants, calculer en utilisant la forme polaire et mettre le résultat

final sous la forme algébrique:

1+ﬁﬂ? g CLEVE)T (1Bt

1—i (1— )2 (1+14)2

(1) (1 =)™ (2) (
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Montrer, pour tout entier n > 1, les énoncés suivants:

(1) Q+i)"=v2" (Cos%—l—z’sin%); 2) (V3—i)n=2" (cos%—isin%).

Soit z = r(cos@ + isin#) un complexe sous la forme polaire. Trouver une forme polaire

de Zz.
Soit z € C tel que z + 27! = 2cos . Montrer que 2" + z~" = 2 cos né, pour tout n > 0.

Montrer les égalités trigonométriques suivantes:
(1)  cos30 = 4cos® — 3cosb; (2) sin30 = 3sinfd — 4sin® 6.

Indice: Poser z = cosf + isinf et calculer z? & aide de la formule du binéme et du

théoreme de de Moivre.
Donner le quotient ainsi que le reste de —576 divisé par 97.

1) Trouver les racines carrées de 1 — 1/3i.

2) Trouver les racines cubiques de —1 — v/3i.

4
5

Trouver les racines 4-iémes de —16.

(1)
(2)
(3) Trouver les racines 6-iemes de 1'unité.
(4)
(5) Trouver les racines 6-iemes de 1.

Soit @ un nombre réel positif. Si  est la racine n-ieme primitive de I'unité, montrer que

les racinces n-iemes de a sont {/a¢*, k=0,1,--- ,n— 1.
Montrer, pour tout z € C, que e# = e*. Indice: Utiliser la remarque (3) suivant la

proposition 1.2.18.

Montrer, pour tout angle 6, que

eif 4 =it ol _ =it
cos=—— et sinf=-——
2 21

Soit K un corps. Montrer, pour tous a,b € K, que

(1) —(co)=a; () —(ab)=(-ap=a(-b); (3) (@) =asiaro.
Considérer Q[v/5] = {a + b5 | a,b € Q}. En sachant que v/2,/5,v/10 ¢ Q,

(1) vérifier que Q[v/5] est un corps de nombres;
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

1-+5
2+ /5
(3) vérifier que v/2 ¢ Q[V/5].

(2) calculer

Montrer que K = {a + bi | a,b € Q} est un corps de nombres.

En sachant que 101 est premier, a ’aide de I’alorithme d’Euclide, trouver des entiers z,y

tels que
101z + 35y = 1.

Soit p un nombre premier. Montrer, pour a, b, ¢ € Z,, que
a®b®dc)=(a0b) & (adec).
Donner la table d’addition et la table de multiplication de Zs.

Calculer dans le corps Zq;:

(1) 5-6-7-844-51; (2) 3.-25—4.2241.

Résoudre 'équation 47x 4+ 89 = 0 sur le corps Zoy.

Soit K un corps. Si a € K est tel que a” = Ox pour certain entier n > 1, montrer que

a=20 K-
Factoriser le polynoéme sur le corps Zs suivant:

f(z) =2+ 32° + 2* + 4o + 3.

Dans chacun des cas suivants, trouver le polynoéme f(zx).
(1) f(z) a pour racines 3, 3,14, et —i, et pour coefficient directeur 2.

V3 V3

(2) f(z) a pour racines 1,1, 1, —% + 731', et —% — %4, et pour coefficient directeur 3.

Trouver les racines des polynomes suivants:
(1) (V2 = V3i)z + (2 - 30);

(2) 2* + (1 — 9). Indice: Utiliser le théoréme 1.2.16.
Factoriser les polynomes complexes suivants en produit de facteurs linéaires.

1
(1) 2*+22—-2;  (2) 2 —2*—x—2; (3) x2—|—(1+i)x+§;

(4) 2% +423+3; (5) 2t — 92 — 4z + 12.
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34.

35.

36.

Trouver les racines du polynéme 2% — 422 + 1.

Indice: Remarquer premiémement que x5 — 423 + 1 = (2® — 2)? — 3, et ensuite appliquer

le numéro 17.

Soient f(x) un polynéme réel. Montrer, pour w € C, que w est une racine de f(z) si, et
seulement si, w 'est également. En déduire que tout polynome réel de degré impaire a

au moins une racine réelle.

Soit un polynoéme sur un corps K suivant:

fx) = (x = a1)(x — ag) -~ (x = an).

Montrer que les racines de f(x) dans K sont aj,as,...,a,. Attention. Il faut, en parti-

culier, vérifier qu’il n’y pas d’autres racines que aq, ..., a,.
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Chapitre II: Matrices

Le but de ce chapitre est d’introduire les opérations arithmétiques sur les matrices et
étudier leurs propriétés. Applications des matrices se trouvent dans la plupart des domaines
scientifiques et du génie. Dans chaque branche de la physique, y compris la mécanique
classique, optique et mécanique quantique, elles sont utilisées pour étudier des phénomenes
physiques, tels que le mouvement des corps rigides. En infographie, elles sont utilisées pour

projeter une image en 3 dimensions sur un écran en 2 dimensions.

Partout dans ce chapitre, K désignera un corps.

2.1. Opérations matricielles

2.1.1. Définition. Une matrice de type m x n sur K est un tableau rectangulaire de

mn éléments de K rangés sur m lignes et n colonnes comme suit:

Cl 02 e Cn

aip Gz - Qlp Ly
Qo1 G2 -+ Q2 Lo
Am1 Am2 - Amn Lm

L’élément a;; s’appelle (4, j)-terme ol i est Iindice de ligne et j est 1'indice de colonne.

Deux matrices sont dites égales si elles sont du méme type et les termes en méme position
sont égaux.

La matrice est dite nulle, notée 0,,xy, si a;; = O pour tous 1 <i<met1<j<n.

La matrice est dite carrée d’ordre n si m = n. Dans ce cas, les termes aq1, a2, ..., Gy,
sont appelés termes diagonauz.

La matrice s’appelle matrice-ligne si m = 1; et matrice-colonne si n = 1.

Une matrice (a) de type 1 x 1 sera identifié avec I’élément a.

Une matrice sur Q (respectivement, R, C) s’appelle rationnelle (respectivelment, réelle,

compleze).

Notation. On désignera par M,,,(K) 'ensemble des matrices de type m x n sur K, et

par M, (K) l'ensemble des matrices carrées d’ordre n sur K.
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On définira les opérations arithmétiques sur les matrices. Il est a noter que ces opérations

seront partiellement définies.

2.1.2. Définition. Soient A = (aij)mxn, B = (bij)mxn € Mpmxn(K) et a € K. On
définit des opérations suivantes:

(1) (multiplication par un scalaire) a-A = (aij)mxn = A - a.

(2) (opposé) —A = (=a;)mxn-

(3) (addition) A+ B = (a;j + bij)mxn-

(4) (

soustraction) A — B = (a;; — bij)mxn-

Remarque.
(1) —A = (—1x)A.
(2) Si A et B ne sont pas du méme type, alors ni A+ B ni A — B n’est défini.

Exemple. Sur le corps Zs, on a

. 2 1\ (-2 -1\ [34)
<)_03_—0—3_02’

gt (21 g2 (323 _(13)

2) 03/ 03/ \3.033) \o4)’

o (231 421\ (2-43-21-1\ (310
<)131_342_1—33—41—2_344'

Le résultat suivant est évident.

2.1.3. Proposition. Soient A, B € men(K) et a,b € K.

(1) (ab)A = a(bA). (2) a Omxn St a = 0g ou A = Opyxen,.
(3) A+ B=DB+A. (4) (A+B)+C A+ (B+C).

(5) A+ 0pxn = A (6) A4 (—A) = Omxn.

(7) a(A+ B)=aA+aB. (8) (a+b)A=aA+DA.

Remarque. (1) Grace a l'associativité, pour A, B,C' € M,,x,(K), on peut définir
A+B+C=(A+B)+C.
(2) En générale, pour Ay, -+, A, € Myxn(K) avec r > 2, on définit

A+ A+ A= (A +A)+ -+ A1)+ A
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2.1.4. Multiplication. (1) Le produit d’une matrice de type 1 X n et une matrice de
type n x 1 est une matrice de type 1 x 1 définie par

b

by n
(a1 ag - an) = a11)1 + ang +--F anbn =: Zk—lakbk.

bn
(2) Si A = (aij) € Myxn(K) et B = (byj) € Myux,p(K), alors le produit de A et B est

défini comme étant AB = (¢;j)mxp, OU

blj
bgj n
cij = (i1 aig -+ Qin) _ = ajbij + aigbo; + -+ + appby,; =: Zkzla'ikbkzja
bn;
pourtousi=1,....,m; j=1,...,p.

Remarque. (1) Si A = 0%, 0u B = 0,5, alors AB = 0,,%-
(2) Si A, B € M,(K), alors AB € M,(K).

Exemple (1) Dans le calcul de la note finale du MAT153, les pondérations des devoirs,
de 'examen intra et de I'examen final sont 15%, 35% et 50%, respectivement. Si les notes des
devoirs, de ’examen intra et de ’examen final d’un étudiant sont 80, 56 et 75 respectivement,

alors sa note finale est donnée par

0,15
80 x 0,15 + 56 x 0,35+ 75 x 0,5 = (80, 56, 75) | 0,35
0,50
(2) Considérons les matrices complexes
243i 3—1 V2 2—i 2-3i
A= —2 31 0 , B= 0 341
1+2i V3+i 2 3 V2

Alors le (1,2)-terme de AB est le produit de la premiere ligne de A et la deuxiéme colonne
de B, c’est-a-dire,
2—3i
(2+3i3-iv2) | 3+i | =(+3)2-3)+B-)B+)+V2V2=25
V2
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En outre, le (3,1)-terme de AB est le produit de la troisieme ligne de A et la premiere colonne
de B, c’est-a-dire,
2—1
<1—|—2i\/§+z’2) 0 | =4+09
31

(3) Le produit suivant n’est pas défini.

100 10

010 0 1)
2 3 1 -5 2-1  3-(=5)
4 1 -3 4 7 4-(=3) 1-4 '

Pour définir une matrice identité, il est commode d’introduire le symbole de Kronecker

d;; avec 4,7 € N sur K, qui est défini par

L, st i=7;
0ij = o,
Og, sii#7.

A Taide de cette notation, on définit la matrice identité d’ordre n comme étant

O 1 --- Og
In - (5i‘)n><n -
OK OK 1K nxn

2.1.5. Proposition. Les énoncés suivants sont valides.

(1) Si A € Myun(K), alors Apyun = I, A = Al,.

(2) St A€ Mysn(K),B € My, (K) et C € M,y,(K), alors (AB)C = A(BC).
(3) Si A € Mysn(K), B € Myyp(K) et a,b € K, alors (aA)(bB) = (ab)(AB).
(4) Si A € Myxn(K) et B,C € M,y,(K), alors A(B+ C) = AB + AC.

(5) Si A, B € Myxn(K) et C € Myxp(K), alors (A+ B)C = AC + BC.

Démonstration. On ne vérifie que les deux premiers énoncés, car les preuves des autres

énoncés sont faciles et laissées comme exercices.
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(1) Posons A = (aij)mxn. Par définition, I, = (8;j)mxm €t I = (8;j)nxn. D’abord, on a
]mA = (dz‘j)mxm ou

m

dij = Zk:15ikakj - Zk;ﬂ-éikakj + diiai; = Zk;ﬁiOK “agg + 1k - ai = agy,

pour tous i =1,...,m;j=1,...,n. Ainsi [,,A = A. Ensuite, on a A, = (fij)mxn, OU

fij = Zkzlai’“a’“ﬂ’ - Zk#akaﬁik + aijlj; = ZkﬁOK “ @+ i 1 = ag,
pour tous i =1,...,m;j=1,...,n. Ainsi, Al,, = A.
(2) Soit A= (aik)pXm, B = (bkl)an et C' = (Clj>n><q- Alors AB = (dil)anu ou

m

dilzzaikbkla izl,...,p;lzl,...,m.

k=1

Donc (AB)C = (hij)pxq, OU

S
=1

=1 k=1 =1

aikbk:lclj-

IM:

IN

D’autre part, BC' = (fxj)mxq, OU frj = D1y bricij, pour tous 1 < k <met 1 < j < gq. Donc

A(BC) = (ij)pxq, OU

Gij = Z ik frj = Zaik (Z bszzj) = Z Z aigbric; = Z Zaikbklclj = hij.
=1

k=1 k=1 k=1 l=1 =1 k=1

Ainsi (AB)C = A(BC). Ceci achéve la démonstration de la proposition.
Remarque. (1) Si AB et BC' sont définis, grace a l’associativité, on peut définir
ABC := (AB)C.

(2) En générale, si Ay, .-, A, avec r > 2, sont des matrices telles que A;A;1 est défini,

pour i =1,...,r — 1, alors on définit
AjAg - A= (- (A1Ay) - A,y A,
(3) La multiplication matricielle n’est pas commutative. Par exemple,
11 01 0 2 ) 01 11 0 0
= , mais = :
0 0 01 00 01 00 0 0
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(4) Le produit AB peut étre nul sans que A ou B soit nulle. Par exemple,
0 1 11y (0+0 0+0Y) (00
0 1 0 0 0+0 0+0 00/
Exemple. D’apres la proposition 2.1.5(3), on a
SO\ (2 )L VE(VE (1) VR (VBo1 vl
Lo \2 2 2 2 1 v3/\1 1 4 \V3+1 V3-1)

2.1.6. Puissance. Soit A une matrice carrée d’ordre n sur K. Pour tout entier r > 1,

on définit

[\

r fois
AT =AA---A.

Si A # 0, on définit par convention A° = I,,.

Remarque. (1) A”A% = A" et (A")® = A™, pour tous r,s > 0.
(2) En général, (AB)" # A"B".

Exemple. (1) Pour tout entier » > 0, on voit que I}, = I,.

(2) Sur le corps Zs, on a

2 4 2
2 3 (44 2 3 [ 44 (10
o1/ \o1)"  \o1) \o1) \o1])
Exercice. Supposons que le nombre de résidents au Québec est constant et que chaque

année, 3% des habitants en ville déménagent & la campagne et 5% des habitants a la cam-

pagne déménagent en ville. Vérifier que

v} (0,97 0,05\ ( v
¢ | 10,03 0,95 co |’

ou v, et ¢, avec n > 0, sont les nombres de résidents en ville et a la campagne n ans apres
cette année, respectivement.
Démonstration. Chaque année, 97% des habitants en ville restent en ville, et 95% des

habitants a la campagne restent a la campagne. Pour tout n > 0, on a un diagramme comme

42



suit:
0,97

o] " (o]

03
,05

05

Cecl nous donne

Ups1 = 0,97v, + 0,05¢,
Ccnr1 = 0,03v, 4+ 0,95¢,.

C’est-a-dire,
Un 0,97 vy_1 + 0,05 cp_1 0,97 L[ 0.05 0,97 0,05\ [ vn_1
= = Up— Cpn—1= :
Cn 0,030v,_1 +0,95¢, 1 0,03 " 0,905 10,03 0,95) \ e,y
En particulier, on a
v\ (0,97 0,05 w )
a ] 1003 0095 o |’
2
v \ (0,97 0,05 v\ (0,97 0,05 o
Cs 0,03 0,95 1 0,03 0,95 c |
En général, on a
v, \ [ 0,97 0,05 Vo
e |\ 0,03 0,95 o |

2.1.7. Définition. Une matrice carrée A d’ordre n est dite nilpotente si A" = 0,,x,, pour

un certain entier r > 1.

Exemple. (1) La matrice nulle est nilpotente.

(2) La matrice rationnelle

2

I
o o o
o o
e S S

est nilpotente. En effet,

A% = A? =

o O O
o O O
o O =
o O O
o O O
o O O
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Exercice. Vérifier que la matrice

(i)

Démonstration. En effet, on a vu que A* = I. Supposons au contraire que A est
nilpotente, disons A” = 0 pour un certain r > 0. Alors A* = (AY)" = I" = I. Mais

At = (A")* = 0* = 0, une contradiction.

sur le corps Zs n’est pas nilpotente.

2.1.8. Définition. Une matrice carrée D = (d;;)nxn est dite diagonale si d;; = 0 pour
tous 1 <i,j < n avec i # j. Dans ce cas, on note D = diag{di1,...,dn}

Exemple. (1) Toute matrice identité I, est diagonale.

(2) Les matrices suivantes sont diagonales

0 0 0 000
0 v2 0 |, 000
0 0 5 000

2.1.9. Proposition. Soient D; = diag {ay,as,...,a,} et Dy = diag {by,ba,...,b,} des
matrices diagonales sur K.

(1) D1 4+ Dy = diag {ay + by,as + bs, ..., a, + b, }.

(2) D1Dy = diag {aiby, agbs, . .., anby,}.

Démonstration. L’énoncé (1) est évident. D’apres la définition, D1 Dy = (¢j)nxn, OU

Ci]’

O+---+0+a;-04+0---4+0, sii#j. 0, sii# J.

Ceci acheve la démonstration.

Exemple. Considere les matrices diagonales sur Zs:

0 0 2 00
D, = 201, Dy=1020
01 0 01
On a
0 00 2 00
Di+Dy=1 01 0 |, DiDy=1 01 0
0 0 2 0 01
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2.1.10. Définition. Soit A = (a;;) € Myxn(K). On définit la transposée de A comme
étant la matrice de type n x m suivante:

AT - (agj>n><m7

N / ; . g —
oua; =a;,t=1,...,n;7=1...,m.

Remarque. (1) La i-ieme ligne de AT est la transposée de la i-ieme colonne de A.

(2) La j-ieme colonne de AT est la transposée de la j-ieme ligne de A.

Exercice. A l'aide de la remarque ci-haut, trouver les transposées des matrices
01 2 23
A= ; B=1] 3 4
00 3
5 6

Solution. En transposant les lignes de A, on obtient

T 0 0
01 2
=110
0 0 3
11

Ensuite, en transposant les colonnes de B, on obtient

T
2 3
2 35
3 4 = .
3 4 6
5 6

2.1.11. Proposition. Soient A, B des matrices sur K et a € K.

(1) (AT)T = A,

(2) (aA)T = aAT.

(3) Si A+ B est définie, alors (A + B)T = AT + BT.

(4) Si AB est défini, alors (AB)T = BT AT.

Démonstration. On ne montrera que ’énoncé (4), comme les autres énoncés sont faciles
a vérifier. Soient A = (aig)mxn €t B = (bgj)nxp. Alors AB = (¢;ij)mxp avec ¢;j = 11 Gixby;
pour tous 1 < i < met 1 < j < p Donc, (AB)T = (cgj)pxm avec cgj = ¢;; pour tous
1<i1<petl1 <j<m.
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D’autre part, AT = (al})nxm avec al, = ap; pour tous 1 < i < netl <k < met
BT = (bj;)pxn avec b; = by pour tous 1 <k < pet 1 < j<n. Donc BTA" = (dj;)pxm, ol

n / / n n /
dij = Zk:1b““akj - Zk:1bkiajk - Zk:lajkbki =G Gy

pour tous 1 <i < p et 1 <j <m. Ainsi BTAT = (AB)?. Ceci achéve la démonstration de
la proposition.

Exemple. Soient

10
010
= ; =101
(001)
0 0
On a
00 100 0 1
A= 10 |; BY= . AB =
010 0 0
01
Maintenant,

Remarquons que

e}

00
ATBT =11 0 0
10

)

Dot (AB)T # ATBT.

2.1.12. Définition. Une matrice carrée A = (a;;)nxn sur K est dite
(1) symétrique si AT = A, ou bien, si a;; = a;; pour tous 1 < 4,5 < n;

(2) antisymétrique si AT = — A, ou bien, si a;; = —a;; pour tous 1 < 4,5 < n.

Remarque. (1) Une matrice diagonale est symétrique.
(2) La diagonale d’une matrice anti-symétrique sur C est nulle. Mais c¢’est pas nécessairement,

vrai si le corps est fini. Par exemple, la matrice sur Zy suivante est anti-symétrique:
11
11
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Exemple. (1) Considérons les matrices suivantes:

1 3 1 2
A= 2 4 |, B = 2
3 6 3 —4 6
On voit que
1 2 3 1 3
AT=1 25 4 | =AetB"=] 2 —4 | #B
3 4 6 3 6

Ainsi, A est symétrique et B ne ’est pas.

(2) Considérons les matrices suivantes:

02 3 1 2
C=| -20 -4 |, D=| -2 o0
-3 4 0 -3 -4 0
On voit que
0 -2 -3 1 -2 -3
CT=12 0 4|=-CetD"=|2 0 -4 | #-D.
3 —4 0 3 4 0

Ainsi, C est antisymétrique et D ne l'est pas.

2.1.13. Définition. Soit A = (a;j)nxn € M,(K). On définit trace de A comme étant

tI'(A) = Zé_laii € K.

Exemple. (1) tr(0,xp) = Ok.
(2) On a, sur le corps Zs,

—+
=
o = O

2 1
1 2 |1 =0+1+2=1+2=0.
2 2

2.1.14. Proposition. (1) Si A € M,,x,(K) et B € M,y (K), alors
tr(AB) = tr(BA).
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(2) Si A, B € M,(K) et a,b € K, alors
tr(aA + 0B) = atr(A) + btr(B).

Démonstration. On ne montrera que I'énoncé (1), car Uénoncé (2) est évident. Ecrivons
A = (aij)mxn €t B = (bij)nxn. Posons AB = (¢ij)mxm avec ¢;; = > ._ by et BA =

(dit)nxn avec dig = Y v | by;ay. Maintenant, on a

T S STy
tr(BA) = Z:Zldkk = Zzzlzzlbkiaik = Zilzzzlaikbki-

Donc tr(AB) = tr(BA). Ceci acheve la démonstration de la proposition.

et

2.2. Multiplication par blocs

En général, le calcul du produit de deux matrices de grandes tailles est ennuyeux. Mais
dans certains cas spéciaux, par exemple, les matrices contiennent beaucoup de termes nulls,
il facilitera le calcul si 'on partage les matrices en blocs. On commence par le partage des

entiers strictement positifs.

2.2.1. Définition. Soit n > 0 un entier. Un partage de n est un r-uplet (ny,--- ,n,),

avecr > letng,...,n. >0, tel quen=ny +no+---+n,.

Exemple. On obtient des partages de 5 comme suit:

5;(4,1);(1,4);(3,2);(2,3);(3,1,1);(1,3,1); (1,1,1,1,1).

2.2.2. Définition. Soit A = (aij)mxn € Myxn(K). Soient (mq,...,m,) un partage de

m; et (ng,...,ns) un partage de n. Posons 1y = 0 et m, = m,_1 + m,, en outre, ng = 0 et
Ng = Ng—1+ng, pourp=1,...,r;¢=1,...,s. Considérons les sous-matrices de A suivantes:
qu = (aij)rhp,1<i§ﬁzp;ﬁq71<j§ﬁq7p - ]-a e, q = ]-7 <oy S

Cela donne un partage de A comme suit:

All A12 T Als
A21 A22 e A28

A= : . . . == (Aij)rxs>
Arl A’r2 e Ars
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ou A;; s’appelle (i, j)-bloc, pour i =1,...,r;5=1,...,t.

Remarque. Dans une matrice partagée,
(1) les blocs dans la méme colonne de blocs ont le méme nombre de colonnes;

(2) les blocs dans la méme ligne de blocs ont le méme nombre de lignes.

Exemple. Les matrices suivantes sont partagées en blocs:

0112 01 2 0 1(2 0
11213 1, 112 3 1, 1 213 1
2134 213 4 2 3|4 2

Le résultat suivant dit comment utiliser la partage de matrices pour calculer le produit

de matrices, dont la preuve est omise.

2.2.3. Théoréme. Soient A = (A;;),«xs et B = (By;)sxt des matrices partagées sur K.
Si les colonnes de A sont partagées de la méme facon que les lignes de B, alors

(1) A;By; est défini pour tous 1 < <r; 1 <k <s;1<j <t

(2) AB = (Cyj)rxt, OU

Cij:ZkZIAikBkj7 121777”]:1771;

Remarque. Le mode de multiplication de matrices donné dans le théoreme 2.2.3

s’appelle multiplication par blocs.

Exemple.

0 0|1 0 O

1 -1 3|1 0 1 0 -1 3
0 0/]0 1 O

2 0 -1]0 1 0 1(2 0 -1
0 0|0 0 1 |=

1 2 312 0 2 01 2 3
1 0/0 0 O

2 3 415 3 5 3|2 4
0 110 0 O

Le résultat suivant nous dit comment multiplier une matrice a gauche par une matrice-

ligne ou a droite par une matrice-colonne.

2.2.4. Lemme. Soit A une matrice sur K.
(1) Si Ly, Lo, ..., Ly, sont les lignes de A, alors

(bl bQ R bm)A - blLl + b2L2 +--- 4+ mem
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(2) Si C1,Cy,...,C, sont les colonnes de A, alors

a1
a2
A . :(1101+(1202+“‘+6Ln0n.

Qn

Démonstration. (1) On applique théoreme 2.2.3 en partageant la matrice-ligne en

colonnes et A en lignes comme suit:

Ly
L,

(biby - bp)A = (b by |-+ | b ) — by Ly 4 byLo+ -+ + by L.

L

(2) On applique théoreme 2.2.3 en partageant A en colonnes et la matrice-colonne en

lignes comme suit:

a1 ai
a9 a2

Al 2(01‘02""‘071) = a0 + 0+ -+ + a,, O
Qn, n

Ceci acheve la démonstration du lemme.

Exemple.

(44, 0) ( 3; “?Zf ! T/g ) — (40)(30, =3, 1+ 1) +0(4, 4, V3) = (—12, —12i, —4 + 4i).

Le résultat suivant nous dit que le calcul du produit de deux matrices quelconques se

ramene aux cas traités dans le lemme 2.2 .4.

2.2.5. Lemme. Soient A € M,,,x,(K) et B € My, (K).
(1) Si By, By, ..., B, sont les colonnes de B, alors AB = (AB;, ABs,...,AB,).
(2) Si Ay, Ag, ..., A, sont les lignes de A, alors

A B
AsB
AB - 2. 2
A.B
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Démonstration. Pour montrer ’énoncé (1), on partage A en un seul bloc et B en
colonnes (Bj - - - B,). Pour montrer 1'énoncé (2), on partage A en lignes et B un seul bloc.

Maintenant, le résultat suit immédiatement du théoreme 2.2.3. Ceci acheve la démonstration

du lemme.
Exemple.
2 1
(1o)
1 2
10
2 1 2 1
01 - (o 1)
1 2 1 2
11
2 1
(11)
1 2

) a)-(GDE)- GO G D))

2.2.6. Corollaire. Soeint ey, ..., e, les lignes de I,,, et soient €], ..., e, les colonnes de
I,. Si A€ Myx,(K), alors
(1) e;A est la i-ieme ligne de A, pour i = 1,...,m;
(2) Aéej est la j-ieme colonne de A, pour j =1,...,n;
(3) eiAéf; est le (i, j)-terme de A, pour i = 1,...,met j=1,... n.
Démonstration. Soient L, ..., L,, les lignes et (1, ..., ), les colonnes de A. D’abord,
Ly €1 e1A
: =A=1,A= : A= :
Ly, em emA
Doue,A=L;,i=1,...,m. En outre, on a

(Cr-+-Co) = A= AL = A(e}, -+ ¢}) = (Ac], - Ac)).

Dot Ae; = Cj, j =1,...,n. Ceci montre les énoncés (1) et (2).
Enfin, écrivon A = (a;j)mxn) avec a;; € K. D’apres 'énoncés (1), ;A = L; = (a1, - - -, Gin),
et d’apres I'énoncé (2), L€ est la j-ieme colonne de L;, c’est-a-dire, a;;. Ceci acheve la

démonstration du corollaire.

o1



Exemple.

01 2 01 2 0 2

1 2 3 1 2 3 3
(0100) =(123), 0| =

2 3 4 2 3 4 ] 4

4 5 6 4 5 6 6

Le résultat suivant nous dit comment multiplier une matrice par une matrice diagonale.

2.2.7. Corollaire. Soit A une matrice de type m x n sur K.

(1) Si C4,...,C, sont les colonnes de A, alors

a - 0
A = (alclv"' 7anCn)-

0 - a,

(2) Si Ly, ..., L, sont les lignes de A, alors

bl s 0 blLl
: . A= :
0 - bn b L
Démonstration. On voit aisément que diag{ay,...,a,} = (a1€] -+ ae,,). Donc
Aare} -+ ane,) = (A(amre)) -+ Alaney,)) = (a1(Ae)) -+ an(Aey)) = (@G, -+ 5 anCh),

ot la derniere égalité suit du corollaire 2.2.6(2). Ceci montre I’énoncé (1). De la méme fagon,

on vérifie I’énoncé (2). Ceci acheve la démonstration du corollaire.
Exemple.

0 0

(32' 3 1+i> I _(—3 9 \/§+\/§¢>

4 i 2 S\ 4 3 2 '
7 \/_ 00\/5 ) )

2.2.8. Définition. Soit A = (aij)nxn € M, (K). On dit que A est
(1) triangulaire supérieure si a;; = 0 pour tous n > > j > 1;
(2) triangulaire inférieure si a;; = 0 pour tous 1 < i < j < n;

(3) triangulaire si A est triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure.
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Remarque. Une matrice carrée est diagonale si, et seulement si, elle est triangulaire

supérieure et triangulaire inférieure.

Exemple. Considérons les matrices suivantes:

V3 0 34 95

200 0 14i 0 5
3 -1 o0 |, !

0 0 -3 2
5 2 -3

0 0 0 -1

Alors la premiere est triangulaire inférieure, et la deuxieme est triangulaire supérieure.

2.2.9. Proposition. Si A € M, (K) est triangulaire dont la diagonale est nulle, alors

A™ = 0. En particulier, A est nilpotente.
Démonstration. On ne considere que le cas ou A est triangulaire supérieure. Dans ce

cas, A s’écrit comme suit:

0 a2 a3 -+ Aip-1 Qg

0 0 a3 ag n—1 Qon
A _ 0 0 0 ccr A3n—1 as n

0 0 0o --- 0 An—1,n

On procede par récurrence sur n. Si n = 1, alors A = (0), et donc A' = 0. Supposons

que n > 1 et la proposition est vraie pour n — 1. Posons

0 ap --- A1p—2  G1np-—1 a
in
0 0 - agpo2 aop "
2n
B == , C —
0 -+ 0 anona .
n—1,n
o --- 0 0

Alors

B C
A= )
0 0
Remarquons que B est triangulaire supérieure d’ordre n — 1 dont la diagonale est nulle.

Ainsi B"! = 0 par hypothese de récurrence. En particulier, B* = 0. Or

o B2 BC o B3 B2C A B B¢
Lo o )’ Lo o0 ’ ’ Voo 0 '
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En particulier, on a

B Bn—l

A — C _ 0 0 _0
0 0 0 0

Ceci acheve la démonstration de la proposition.

Exemple. Considérons la matrice

0 vV2 3 5
e 0O 0 2 0
0 0 0 3
0O 0 0 0
D’apres la proposition 2.2.9, A* = 04.4.
2.3. Rang

Le but de cette section est d’introduire la notion du rang d’'une matrice. On commence

par les matrices échelonnées et les opérations élémentaires sur les lignes de matrices.

2.3.1. Définition. Soit A une matrice sur K de lignes Li,...,L,,. On dit que A est
échelonnée si, pour tout ¢ = 2,...,m, la condition suivante est vérifiée:

Si L; est non nulle dont le premier terme non nul se trouve dans la colonne j;, alors L;
est non nulle done le premier terme se trouve dans la colonne j;_; avec j;_1 < j;.

Dans ce cas, le premier terme non nul d’une ligne non nulle s’appelle pivot de cette ligne.

Remarque. Soit A une matrice échelonnée de type m X n.
(1) Une ligne nulle de A ne contient aucun pivot.
(2) Chaque ligne, ainsi que chaque colonne, contient au plus un pivot. Par conséquent,

le nombre de pivots de A est plus petit ou égal a min {m,n}.

Exemple. (1) Une matrice-ligne est échelonnée.
(2) Une matrice nulle est échelonnée sans pivot.
(3) La matrice identité d’ordre n est échelonnée ayant n pivots.

(4) Les matrices suivantes sont échelonnées dont les pivots sont encadrés.

032 1 o0 Bl o1 2 11

0.?_3 00 o0f o | [ oo0o0][9 o1

00 )’ "To oo o [-7]]'[ 000 o000
0 0 [7] 2

0000 0 000000



(5) Les matrices suivantes ne sont pas échelonnées:

301 2
0 0
; 09011,
01
0 81 2

2.3.2. Définition. Les opérations suivantes s’appellent opérations élémentaires sur les

DO N
O =
O O N

lignes d’'une matrice sur K:
Type 1: Echanger deux lignes, notée L; <+ L; avec i # j.
Type 2: Additionner a une ligne un multiple d’une autre ligne, notée L; +aL; avec i # j.
Type 3: Multiplier une ligne par un élément non nul de K, notée al; avec a # 0.
En outre, on dit qu’une matrice A se réduit a une autre matrice B si cette derniere est

obtenue a partir de la premiere par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes.

Remarque. Les opérations élémentaires ne changent pas le type d’une matrice.

Exemple.

12 3 123 1 2 3 7 -8 -9
456 |2 78922 14 16 18 "2 14 16 18
789 45 6 4 5 6 4 5 6

On rassemble des propriétés des opérations élémentaires dans les deux résultats suivants.

2.3.3. Lemme. Toute opération élémentaire 7" sur les lignes d’une matrice est inversible.
Plus précisément,

(1) si T est L; > L; avec i # j, alors T~ est L; +> Ly;

(2) si T est L; + aL; avec i # j, alors T~ est L; — aLy;

(3) si T est aL; avec a # 0, alors T~ est a™'L;.

Démonstration. Soient Ay, As, ..., A, les lignes de A.

(1) On voit que

Ay A Ay
A, A; < i-ieme A,
A= e el o =4
Aj A; < j-ieme A
Am Am Am
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(2) On voit que

Ay Ay
Ai Ai"‘(lAj
A— : Lﬂfi : Lr_afj
A; 4;
Am Am
(3) On voit que
Ay Ay
Ai G,Ai .
A=+ [ 0 |
4 A;
A, A,
La preuve du lemme s’acheve.
Exemple.
3 4 1 2 3 4
6 7 | =789 12
9 12 4 5 6 7
4 1 2 3 4
T [ 12 15 18 21
9 12 7T 8 9 12
1 3 4 1 2 3
6 7 | = |0 -3 —6
9 12 7T 8 9

-9
12

4

2.3.4. Proposition. Soient A, B,C € M,,«,(K).

(1) A se réduit a A.

— N ~~
~N &~ =
oo Ot N co ot o

N TS

(2) Si A se réduit a B et B se réduit a C, alors A se réduit a C.

(3) Si A se réduit a B, alors B se réduit a A.

o6

co ot N

o O W

- e

—_
[\




(4) Si A se réduit a B, alors A = 0,,x,, si, et seulement si, B = 0, xp.

Démonsatrion. Les deux premiers énoncés sont évidents. Et 1'énoncé (3) est une
conséquence immédiate du lemme 2.3.3.

Supposons enfin que A se réduisant a B. Si A = 0, alors il est évident que B = 0.
Supposons que B = 0. Comme B se réduit a A, on voit que A = 0. Ceci acheve la

démonstration de la proposition.
On a maintenant le résultat fondamental suivant, dont la preuve est omise.

2.3.5. Théoreme. Toute matrice A sur K se réduit a une matrice échelonnée, appelée
forme échelonnée de A.

Démonstration. Posons A = (a;;)mxn. On procede par récurrence sur m, le nombre de
lignes de A. Sim = 1, alors A est échelonnée. Supposons que m > 1 et le théoreme est vrai
pour les matrices de m—1 lignes. Si A = 0, alors A est échelonnée. Sinon, supposons que s est
le plus entier tel que la s-ieme colonne est non nulle. En échangeant deux lignes si nécessaire,
on peut supposer que a5 7 0. En effectuant les opérations LQ—al_SlazsLl, e Lm—afslamsLl

a partir de A, on obtient une matrice de la forme

0 - 0 ag, 1541 " QAip

B 0 - 0 0 bogyr - bay _ By |
: Do : e C
0 <+ 0 0 bpsir by

ou B est la premiere ligne de B, et C' est la sous-matrice de B formée des m — 1 dernieres
lignes de B. Par I’hypothese de récurrence, on peut réduire C' a une matrice échelonnée Ej,
dont les pivots se trouvent dans les n — s dernieres colonnes. Maintenant, en effectuant les

mémes opérations élémentaires sur les m — 1 dernieres lignes de B, on obtient la matrice

E:<2>.

Cette derniere est échelonnée, car a;s # 0 et les pivots de E; se trouvent dans les n — s

dernieres colonnes de E. Ceci acheve la démonstration du théoreme.
Remarque. Si A est échelonnée, alors A est une forme échelonnée d’elle-méme.

Exemple.
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@ o122 7| lo1r2272%10 00]l1]2
1 5 01215 0 00 00

Comme on a vu, une matrice A peut posséder plusieurs formes échelonnées. Mais le
résultat suivant, dont la démonstration se trouve dans le chapitre IV, nous dit que le nombre

de pivots de ces formes échelonnées est un invariant de A.

2.3.6. Théoréme. Soit A une matrice sur K. Les formes échelonnées de A ont le méme

nombre de pivots. Ce nombre commun s’appelle rang de A, noté rg(A).

Remarque. Le rang d’une matrice échelonnée est le nombre de pivots, ou bien, le
nombre de lignes non nulles.

Exemple. rg(0,,xn) = 0 et rg(1,) = n.

Exercice. Trouver le rang de la matrice sur Zs suivante:

123 4
A=]21 2 3
401 1
Solution. On a
1234\ ., (1234 1 23 4
21232 o210 2% 10210
401 1 0240 0030

Ainsi le rang de A est égal a 2.

2.3.7. Lemme. Soit A une matrice de type m x n sur K.

(1) rg(A) < min {m,n}.

(2) rg(A) = 0 si, et seulement si, A = 0,1

(3) Si A se réduit a B, alors rg(A) = rg(B).

(4) Si B est obtenue a partir de A en supprimant des lignes nulles, alors rg(A) = rg(B).
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Démonstration. Soit £ une forme échelonnée de A.

(1) Comme une ligne ainsi qu’une colonne de E contient au plus un pivot, le nombre de
pivots de E est inférieur ou égal & m et a n. Par conséquent, rg(A) < min {m,n}.

(2) Supposons que rg(A) = 0. Alors F n’a aucun pivot, c’est-a-dire, E est nulle. Comme
A se réduit a F, d’apres la proposition 2.3.4(4), A est nulle.

(3) Supposons que A se réduit & B. D’apres la proposition 2.3.4(3), B se réduit a A.
D’apres la proposition 2.3.4(2), B se réduit a E. Cela veut dire que E est aussi une forme
échelonnée de B. Donc rg(B) = rg(A).

(4) En échangeant des lignes si nécessaire, A se réduit a une matrice de la forme (ﬁ )
Supposons que B se réduit a une matrice échelonnée E’. Alors (]g ) se réduit a la matrice
(El) par les méme opérations élémentaires. Remarquons que (EOI) est échelonnée de méme

0
rang que E’. Ainsi

rg(A) = g(%’) — 1g(F') = 1g(B).

Ceci acheve la démonstration du lemme.

Exercice. Calculer le rang de la matrice suivante

S OO ke O W
S N O Ot O B~

S O N O =
S Ot O W O N

Solution. D’apes le lemme 2.3.7(4), le rang de A est égal au rang de la matrice suivante:

oy
I
I R

2
3
5

o o W
-3 Ot

Cette derniere se réduit a la matrice échelonnée suivante:

1 2 3 4
C=101 23
0000

D’apres le lemme 2.3.7(3), rg(B) = rg(C) = 2. D’ou, rg(A) = 2.
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On donnera une interprétation algébrique d’opérations élémentaires. Pour ce faire, on a

besoin de la notion suivante.

2.3.8. Définition. On appelle matrice élémentaire une matrice obtenue a partir d'une
matrice identité par une seule opération élémentaire. Plus précisément, il existe trois types

de matrices élémentaires comme suit:

€1 1 0
€; 0 - 0 + i-iéme
Type 1: E;;= : =1 ; i<
e; 0 - 1 + j-ieme
e, 0 --- 0
€1 1 0
e; + ae; 0 0 < i-iéme
Type 2:  Ejj(a) = = i< J.
¢ 0 0 — j-ieme
en 0 1
€1 1 0
e; 0 0 + j-ieme
Ego=| =] P>
e; + ae; 0 0 < j-iéme
en 0 1
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el 1 - 0 -~ 0 --- 0
€i_1 0 0 0

Type 3 : Eia)=1 ae [=]10 -+ 0 a 0 --- 0 +— i-ietme a # 0.
€11 0 0 0 1 0
en 0 -+ 0 - 0 --- 1

Exemple. En effectuant les opérations élémentaires Lz + 2Lq,(—3)Ly et L1 <> Ly &

partir de I3, on obtient trois matrices élémentaires comme suit:

100 1 00 010
010 |=En®2); |0 -30][=E(3);]100]|=E.,.
2 0 1 0 01 001

2.3.9. Proposition. Soit A une matrice sur K de m lignes. Effectuer une opération
élémentaire sur les lignes de A est équivalent a multiplier A a gauche par la matrice élémentaire
d’ordre m correspondante.

Démonstration. Soit A une matrice de lignes Ay, As, ..., A,,. Soit e; la i-ieme ligne de

I,,. D’apres le corollaire 2.2.6(1), on voit que

€1 6114 Al

€; e;j A A, < i-ieme
E, ;A = A= =

e; e; A A; <« j-ieme

em emA A,

De la méme fagon, on trouve que

€1 €1A Al
Eija)A=| ei+ae; |A=] eA+tac;A | = | Ai+ad; | « i-icme .
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€1 6114 A1

E(a) A= ae; |A=| ag,A | =] a4;

em emA A,
Ceci acheve la démonstration de la proposition.

2.3.10. Corollaire. Si A, B € M,,x,(K), alors A se réduit a B si, et seulement si, il

existe des matrices élémentaires FE,, ..., Ey, E; telles que

B=F, - -EE A

1 2 Lo—314 1 2 —%Lz 1 2 L1—2L> 1 0
— — — :
3 4 0 -2 0 1 0 1
1 -2 10 10 12\ (10
0 1 0 —3 -3 1 34) \o1)’

2.4. Matrices inversibles

Exemple.

Ainsi

Tout élément non nul a de K admet un inverse b de sorte que ab = ba = 1. Ce n’est pas
vrai en général pour les matrices. Tout d’abord, pour que AB et BA soient définis et égaux,
A et B devraient étre carrées de méme ordre. Méme si A est carrée d’ordre n et non nulle,

il n’y a pas nécessairement une matrice B telle que AB = BA = I,,. Par exemple,
10 a b a b
= I
<0 0><cd) (0 0>7é2

2.4.1. Lemme. Soit A € M, (K). S’ existe B € M, (K) telle que AB = BA = I,,
alors B est unique. Dans ce cas, on dit que A est inversible et B s’appelle inverse de A, noté
B=A"1

pour tous a, b, c,d € K.
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Démonstration. Soient B,C € M, (K) telles que AB = BA =1, et AC = CA = I,.
Alors
B = BI, = B(AC) = (BA)C = I,C = C.

Cecl acheve la démonstration du lemme.

Exemple. (1) I, est inversible et 0,,, ne 'est pas.

B MR
(-
() -0

(3) Comme on a vue, la matrice
10
0 0

(4) Considérons les matrices suivantes:

a_ (L0005
010

On vérife facilement que AB = I, mais que A est non inversible.

on a, par définition, que

n’est pas inversible.

o O =
O = O

2.4.2. Lemme. (1) Si A € M,(K) est inversible, alors A n’a ni ligne nulle ni colonne

nulle; et en outre,
(A7) = A (A7) = (47
(2) Si Ay,..., A, € M,(K) sont toutes inversibles, alors
(Ap--A)P=A"1 AL

Démonstration. (1) Supposons que A € M, (K) est inversible. Si la i-ieme ligne A; de
A est nulle, d’aprés le lemme 2.2.5, la i-ieme ligne de AA™! est égale & A4;A~! = 0, ce qui

est absurde. D’une fagon similaire, A n’a auune colonne nulle.
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Et comme A™'- A= A-A"! =1, on voit que A™! est inversible et (A™!)"! = A. Enfin,
comme [ = [T = (A71- A)T = AT(A™HT et (AT AT = I, on voit que AT est inversible et
(AT)fl — (Afl)T_

(2) Sir =2, on a alors
(ASTATH(ALAY) = ASHATTAD Ay = ASHTAy = AP A, = L
De méme, (A;Ay)(A; A7) = 1. Ainsi A; Ay est inversible avec
(A1 A))t = AT AT

Supposons que 7 > 2et (Ay--- A1)t = At A7 Alors Ay - A = (A - A A,
est inversible et

(A A) P =[(Ar A DA = AT A AT = ATTATE AT

T

Ceci acheve la démonstration du lemme.

() -0

D’apres le lemme 2.4.2, on a

() =(6h) ) =
() (4
(o) -00)

2.4.3. Lemme. Soient A, B, des matrices sur K avec A inversible.
(1) Si AB=C, alors B= A~!C.

(2) Si BA=C, alors B=CA™".
(3) Si AB =0, alors B =0.

Exemple. On a vu que

et
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(4) Si AB = AC, alors B = C.

Démonstration. Si AB = C, alors A~'(AB) = A~'C. Donc (A"'A)B = A7'C. Ainsi
B = A7'C. Ceci montre I’énoncé (1). De méme, si BA = C, alors B=CA™L.

Si AB =0, d’apres lénoncé (1), B = A7'0 = 0. Ceci montre I’énoncé (3).

Si AB = AC, alors A(B—C) = 0. D’apres I'énoncé (3), B—C = 0. C’est-a-dire, B = C.

Ceci acheve la démonstration du lemme.

Le probleme se pose de savoir quand une matrice carrée est inversible et comment trouver

son inverse s’il existe.

2.4.4. Lemme. Une matrice élémentaire E est inversible avec £~ une matrice élémentaire
de méme type. Plus précisément, les énoncés suivants sont valides.

(1) Sii#j, alors E; | = E;.

(2) Sii#jetace K, alors Ejj(a)™ = Eij(—a).

(3) Si a € K est non nul, alors E;(a)™' = E;(a™).

Démonstration. (1) D’apres le lemme 2.3.3(1), E;; se réduit a I, par l'opération
L; < L;. Et d’apres la proposition 2.3.9, F; ;F; ; = I,,. Par définition, El_Jl =5 ;.

(2) Pour tout a € K, d’apres le lemme 2.3.3(2), E;;(a) se réduit a I,, par 'opération
L; —aL;. D’apres la proposition 2.3.9, E;;(—a)E;;(a) = I,. Remplacant a par —a, on trouve
Eij(—(—a))Eij(—a) = I,,, c’es-a-dire, E;j(a)E;j(—a) = I,. D'ov, (Eij(a))™! = Eij(—a).

(3) D’apres le lemme 2.3.3(3), E;(a) se réduit a I,, par 'opération a=' L;. D’apres la propo-
sition 2.3.9, E;(a~')E;(a) = I,,. Remplacant a par a™!, on trouve E;((a™ )" E;(a™!) = I,
c’est-a-dire, F;(a)E;(a™) = I,. D’ot, (E;(a))™" = E;(a™'). Ceci acheve la démonstration.

Remarque. D’apres le lemme 2.4.2(2), un produit de matrices élémentaires est in-

versible.

Exemple.
010\ /o010 100\ " 100
1o0o0| =[100]; o010 =| o10]:
00 1 00 1 2 0 1 20 1

00\ 1 00

030 =|o-Lo
0 01 0 0 1
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2.4.5. Corollaire. Soit A une matrice carrée sur K. Si A se réduit a une matrice B,
alors A est inversible si, et seulement si, B est inversible.

Démonstration. Supposons que A se réduit a une matrice B. Supposons que A est
inversible. D’apres le corollaire 2.3.10, il existe des matrices élémentaires F,., ..., E; telles
que (E,---E1)A = B. Comme E, --- E; est inversible, B l'est aussi.

Supposons réciproquement que B est inversible. D’apres la proposition 2.3.4(3), B se

réduit a A. Comme on a vu, A l'est également. Ceci acheve la démonstration du corollaire.

Exercice. Déterminer si la matrice suivante est inversible ou non:

1 2 3
A= 3 4 5
4 6 8
Solution. On voit que
1 2 3 1 2 3 1 2 3
345 |23 45 |"H[345]|=8B
4 6 8 3 45 0 00

Ayant une ligne nulle, B est non inversible. D’apres le corollaire 2.4.5, A est non in-
versible.

2.4.6. Lemme. Soit A une matrice échelonnée de type m x n. Si A admet n pivots,
alors m > n et les pivots sont aq1, agg, -+ , Gpp.

Démonstration. Supposons que rg(A) = n. Alors n < min {m,n} < m. Par définition,

les n pivots de A se trouvent dans les premicres n lignes. Soient ayj,, asj,, - - ., r;, les pivots.
Comme 1 < j; < Jp < --- < Jp < m, on trouve j; =1, jo = 2, ---, j, = n. Clest-a-dire,
a11, @29, -+ , Any sont les pivots. Ceci acheve la démonstration du lemme.

Exemple. Voici une matrice échelonnée dont chaque colonne admet un pivot

o O O O =
S O O =N
o O © ot W

2.4.7. Lemme. Si A € M,(K) est échelonnée de rang n, alors on peut réduire A a I,

en éliminant les termes au-dessus des pivots a partir du dernier pivot.
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Démonstration. D’apres le lemme 2.4.6, A est de la forme

11 aiz2 - a1n—1 A1n
0 azxp - a2,n—1 A2n,
;a7 0.
0 0 0 Op—1p—1 Qn—-1n
o o .- 0 G
En effectuant les opérations a;; 'L;;i=1,...,n, on obtient une matrice comme suit:
I by =+ bipa b
0 1 - byp-1 by
0 O 1 bn—1n
0 0 1
En effectuant les opérations L; — b;,L,,, i = 1,...,n — 1, on obtient la matrice suivante:
L b =+ bipa1 O
0 1 - byp O
0
0o 0 --- 0 1

On peut continuer ce procédé jusqu’a ce que 'on obtient la matrice identité I,,. Donc A se
réduit a I,,. Ceci achéve la démonstration du lemme.

Exemple.

1 2 —2 12 =2\ ... (120 100
—17. _

01 1|2 1o1 1| ™ o100 "™ 010

00 2 00 1 00 1 00 1

2.4.8. Théoreme. Soit A € M, (K). Les conditions suivantes sont équivalentes:
(1) A est inversible.

(2) rg(A) =
(3) A se réduit a I,,.
(4)

4) A se factorise en produit de matrices élémentaires.
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Démonstration. Soit £ une forme échelonnée de A.

Supposons que A est inversible. D’apres le corollaire 2.4.5, E est inversible. D’apres
le lemme 2.4.2(1), E ne contient aucune ligne nulle. Ainsi, £ admet n pivots, c’est-a-dire,
rg(A) = n.

Supposons que rg(A) = n. Clest-a-dire, F admet n pivots. D’apres le lemme 2.4.7, E se
réduit & 1,,. Ainsi A se réduit a I,,.

Supposons que A se réduit a I,,. D’apres la proposition 2.3.4(3), I, se réduit a A. D’apres

le corollaire 2.3.10, il existe des matrices élémentaires F,, ..., E; telles que

Enfin, supposons que A = E - - - E,., ou les E; sont élémentaires. D’apres le lemme 2.4.4,
les E; sont toutes inversible, et d’apres le lemme 2.4.2(3), A est inversible. Ceci acheve la

démonstration du théoréme.

Exemple. (1) On effectue des réductions suivantes:

12 =2\ oo (1 2 =2 12 -2
C=|13 1| 1o 1 1|" o1 1],
2 1 =5 0 -3 -1 00 2
Ainsi rg(C') = 3. D’apres le théoreme 2.4.8, C' est inversible.
(2) On effectue des réductions suivantes:
12 =2\ .., [12 -2 1 2 -9
D=|13 1| "™ o1 1|2 o1 1],
2 5 =3 01 1 00 0

Ainsi rg(D) = 2 < 3. D’apres le théoréme 2.4.8, D est non inversible.

Exercice. Factoriser, si possible, la matrice suivante en produit de matrices élémentaires:

(33)

Solution. On effectue des réductions suivantes:

1 2 Lo—3L1 1 2 —%Lz 1 2 L1—2Ls 1 0
— — — .
3 4 0 -2 01 0 1
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Ceci donne 1’égalité suivante:

()6 )60

SHREH ARGt
IE8Ith!

2.4.9. Théoreéme. Soient A, B des matrices de n lignes sur K. Si A est inversible, alors

(1) (A | B) s’échelonne a (I, | C), ot C' = A™'B;

(2) (A I,,) s’échelonne a (I,, | D), ou D = A~1.

Démonstration. Supposons que A est inversible. D’apres le théoreme 2.4.8(3), A
s’échelonne a I,,. D’apres le corollaire 2.3.10, il existe des matrices élémentaires F,, ..., E;

telles que (F, --- E1)A = I,,. Multipliant par blocs, on obtient

Ainsi

(Er---E)(A|B)=((Er--- E1)A|(E,--- E1)B) = (I | C).

C’est-a-dire, (A | B) s’échelonne a (1, | C'). Enoutre, (E, --- E))A=1,etC = (E,--- Ey)B.
Ainsi, E, -+ E; = A™1, et donc, C = A~ B. Ceci montre 'énoncé (1). Posant B = I, dans

I'énoncé (1), on obtient I’énoncé (2). La preuve du théoreme s’acheve.
Exercice. Calculer A7'B et A™! ou

A:<1 2)7 B:(Q 3 4>.
3 4 120

Solution. On doit échelonner (A | B) et (A | I). Pour ce faire, on peut échelonner une

matrice (A | B | I;) comme suit:

1202 3 410 1, 1 2] 2 3 4] 10

(A|B| L) = e
34|12 0/0 1 0 —2|-5 -7 —12|-3 1
—§_>L2<122341 0>L1_>2L2<10—3 4 —8] -2 1>
7 7 :
0 113 5 65 —3 0 1] § § 6] 5 —3
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Alors (A | B) et (A | I3) s’échelonnent respectivement aux matrices suivantes:

1 0]—-3 —4 -8 ; 1 0]-2 1
€ .
01| 3 I ¢ 01| 3 -1
—3 —4 -8 -2 1
-1 —1
AB:< 3 6),A :< _l>.
2 2 2

2.5. Exercices

D’ou,

N DN

1. Sur le corps Zgg = {0, 1,2,...,28}, calculer

9 379
1771 x [ — 15 x )
1 37 5 0 16

2. Considérer les matrices sur le corps Zg suivantes:

3 21 9

1 35 7 9 11 0 2 4 6

e 0 246 8 10 : B 1 57 8
1 6 5 8 12 5 9 2 15

13 5 7 9 11 17 5 7 9 11

7 11 0 13

Trouver le (4, 3)-terme du produit AB.

3. Calculer les produits de matrices complexes suivants:

2 1 2
301 2 01 0
() 1 0 907 5 0 0
0 8 1 2 ,
i —1 142
I .
v2 oo V1o Vis 2 1
[ S N V2 V2
2 | v» Vo VB 0 5 2
0o 2 3 Vo V1o
SRS BN
0 % —7m



. Considérer les matrices rationnelles suivantes:
1 2 — 2
A= , B= 3 8 et C= g .
3 6 2 3 1 -2
Vérifier que AB = AC mais que B # C.

. Considérer les matrices rationnelles suivantes:

() (27

Pour quelle valeur de x, a-t-on que AB = BA?

. Supposer que le nombre de résidents du Québec est constant; et chaque année, 2%
des habitants en ville déménagent a la campagne, et 4% des habitants a la campagne
déménagent en ville. Si les nombres de personnes qui habitaient en ville et a la com-
pagne en 2000 étaient 5 millions et 2 millions respectivement, quels seront les nombres de

personnes qui habiteront en ville et a la compagne en 20037

. (1) Soient A, B € M, (K). Si AB = BA, montrer la formule du binéme suivante:

(A+By =3 (D A*BT,

(2) Vérifier si équalité (A + B)* = A? + 2AB + B? est vraie ou non dans le cas suivant :

()0 (22)

. (1) Montrer, pour toute matrice A € M,,(K) et tout entier r > 0, que

(Lo+ Ay =3 (Z) A

Indice: Utiliser la partie (1) du numéro 7.

(2) Vérifier que la matrice rationnelle A est nilpotente, ou

A:

w NN O
- O O
o O O
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10.

11.

12.

13.

14.

(3) Calculer la matrice rationnelle B", ou r > 2 et

oy

Il
w N
B = O
[ e =)

Indice: Remarquer que B = I3 + A et appliquer les parties (1) et (2).

. Montrer, pour tout n > 1, que

1 -1 -1 a, b, by
1 1 =1 | =| b, an b, |,
1 -1 1 b, by an

ol
1 1
a, = g(2“+1 + (=)™, b, = —5(2" + (=)™ ).

(1) Considérer deux matrices symétriques suivantes:

(i) - (10)

Trouver la condition nécesaire et suffisante pour que AB soit symétrique.

(2) Est-ce que le produit de deux matrices symétriques de méme type est toujours
symétrique?

Soit A une matrice carrée complexe. Montrer que A = B + C' avec B symétrique et C'

antisymétrique. Indice: Vérifier que A+ AT est symétrique et A — AT est antisymétrique.

Soient A et B deux matrices symétriques de méme type.

(1) Montrer que A+ B et A — B sont symétriques.
(2) Si AB = BA, montrer que AB est symétrique.

Montrer, pour toute matrice A, que les matrices AA” et AT A sont symétriques.

Montrer, pour toutes A, B € M,,(C), que AB — BA # I,,.

Indice: Comparer la trace de AB — BA avec celle de I,,.
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15. A laide de la multipication par blocs, calculer le produit suivant:

000100
2 3 17 2 5 2 000010
5 6 0 13 3 1 000O0O0T1
0 4 7 6 0 3 1 00 00O
130 0 7 07 01 00O0O
001000

16. A l'aide des lemmes 2.2.4 et 2.2.5, donner la deuxieme ligne, ainsi que la troisieme colonne,

du produit de matrices complexes suivant :

2 1 2
301 2

0O 1 0
09 07

2 0 0
0 8 1 2 ] ,

7 —1 141

17. Calculer, a I'aide du lemme 2.2.5 et du corollaire 2.2.6, les produits de matrices suivants.

0010 144 0 V2—+3i 445 6-—7Ti 3—2i
) 0100 3—5i 7—6i 0 V11 3—4 1+5i
1000 0 4—2 6G+4 5-2 0 3i
0001 N 0 0 7T+2 0 T7T—8i
00001
1+i 7 4+5i 6—Ti 3—2i
3—5i 7T—6i 11 3—i 1+5i 000 10
(2) . . , 00100
0 4 —21 55— 0 31
V5 0 T7+2 0 T7-—28i 01000
10000

18. Calculer, a I’aide du corollaire 2.2.7, les produits suivants de matrices sur Zi:

3000 0

7000 7809 2 7809 2
0900 2938 0 293 8 0 06000
(1) :(2) 00700

0080 54 8 79 548 79
0009 0

000 6 3579 8 3579 8
00005
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19.

20.

21.

22.

23.

Soit A € M,(K). Montrer que AB = BA pour toute B € M,(K) si et seulement si
A = A, avec A € K. Indice: Considérer I'équation Ae;; = e;; A pour tous 1 < 4,5 <n

avec 1 # j.

Soit A = (aij)nxn une matrice carrée d’ordre n sur K. Montrer, pour tous i, ..., Zy;

ylv"'aynEKa que

hn
(T1,...,x)A | = Zlgi,jgnaij iy,
Yn
A Paide du numéro précédent,
(1) calculer
2 -1 0 Y1
(l’l,fEQ,xg) 0 -1 2 Y2 )
4 5 1 Ys
(2) trouver la matrice A telle que
Y1
(T1, 02, 23)A | 92 | = 21y1 — 421Y2 + 322y1 + T22y2 — 5T3Y2 + Tx3ys.
Y3

Soit A une matrice carrée qui est partagée comme suit:

A:<B (J>’
0 0

ol B est une matrice carrée. Montrer par récurrence que

B™ B"C
A" = )
0 0
pour tout n > 1. En déduire que A est nilpotente si, et seulement si, B est nilpotente.

Counsidérer la matrice carrée d’ordre n suivante:

010 -+ 00
oo01-.-- 00

A, = : (n>2)
0 01
0 0 00
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24.

25.

26.

27.

28.

Montrer que A" ! # 0 et A" = 0. Indice: Procéder par récurrence en utilisant la

multiplication par blocs et le numéro précedent.

Trouver le rang de chacune des matrices sur Zs suivantes:

1 -1 30 0 -1 2 4
2 12 3 -1 20 0 1 3 2
1 31 4 [|; 2 ; 3
(1) 2) 2 -1 4 0 ) 0 1 3 2
4 4 0
2 11 3 0 1 —1 2

Considérer la matrice complexe suivante :

0 -1 =z
0 0 -1 =z
1 -1 -1 =2

Vérifier que rg(A) > 3, et trouver les valeurs complexes de x pour que A soit de rang 4.

Counsidérer la matrice carrée sur K d’ordre n + 1 suivante :

1 a 0 -+ 0 0 0
O -1 a -+ 0 0 0
0 0 —1 - 0

A, = : ; S (n>1)
O 0 0 -+ -1 a 0
O 0 0 - 0 -1 a
Ay Qp—1 Gp_o -+ Gy Q1 G

Vérifier que rg(A) > n, et trouver la condition pour que A soit de rang n + 1.

Selon la valeur de a, déterminer le rang de la matrice suivante:

1 1 1—-2a 2(1+a)
A= 14a —(1+a) 2+a 0
2 —2a 3 2(1+a)
Dans chacun des cas suivants, trouver des matrices élémentaires E,., ---, Ey, E; telles

que F, --- EoF1 A est échelonnée, et en déduire le rang de A.
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29.

30.

31.

32.

33.

144 2 004
1
(1) =<2+2.5>; (2) A= 050 |;
1
V2 0 0
1 -1 2 -1
1 12 -3
s 55 _r 3 1 4 3
3) A= . (4) A=]| -5 -3 —6 -7
3 -1 2 —7
9 2 —4 9
1 23 -1
-1 1 1 1

Soient A = (A;---A,) et B=(By---B,) deux matrices sur K de méme type partagées
en colonnes. Soient A" = (4;,---A;, ) et B'= (Bj,--- B;,) avec j1,...,J, € {1,---n}. Si
A se réduit a B, montrer que A’ se réduit a B’. Indice: Utiliser le numéro précédent et

appliquer la multiplication par blocs.

Soient A, B des matrices sur un corps telles que AB soit défini. Si A se réduit a C' par des
opérations élémentaires sur les lignes, alors AB se réduit a C'B par les mémes opérations

élémentaires.

Soit A € M,(K) inversible. Si a € K est non nul, montrer que aA est inversible avec
(@A)t =a1A™L

Dans chacun des cas suivants, vérifier la matrice est élémentaire en indiquant ’opération
élémentaire a laquelle la matrice correspond, et donner I'inverse de la matrice a 1’aide du

lemme 2.4.4.

10000 100 +v20 1 00 0 0
00001 010 0 O 010 0 0

(1) 001 0O (2) 001 0 0 (3) 0 01 0 0
00010 000 1 0 000 3—-4i 0
01000 000 0 1 000 0 1

Soit une matrice diagonale D = {aq,...,a,}, ou ay,...,a, € K. Montrer que D est

inversible si et seulement si aq,...,a, sont tous non nuls; et dans ce cas, trouver D~!.

Indice: Appliquer le lemme 2.4.2 pour la premiere partie; et appliquer la proposition
2.1.9(2) pour la deuxieme partie.
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. Pour quelle valeur rationnelle de z, la matrice suivante, est-elle inversible?

1 2 3
1 5—=zx 1
2 4 T+ 3

. Déterminer si la matrice rationnelle

A=

W N
[ T e
N O N

est inversible ou non. Si oui, factoriser A en produit de matrices élémentaires.

. Comnsidérer les matrices sur Z- suivantes.

) 5 1 2 3
(1) <41>; (2) ;;(1)

Dans chacun des cas, factoriser la matrice en produit de matrices élémentaires.

. Soient A et B deux matrices sur K de méme type. Montrer que A se réduit a B si, et

seulement si, il existe une matrice inversible P telle que B = PA.

. Si possible, trouver 'inverse de la matrice suivante sur Zr :

Ot O Ot
ot = Ot Ot

1
2
6
3

W O W W

. Trouver I'inverse de chacune des matrices complexes suivantes s’il existe.

14+i 2—i Lo -
1 Z2—1
(1) <2+.1 ) (2) 01 0|:
! ! 10 1
1 1 2 -3 1123
29 3 6 -5 236 5
(3) ; (4)
3 -1 2 -7 332 1
6 3 10 —15 1131
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40. Trouver une matrice X telle que

112 3 1
2 3 6 5
X = 0
3 3 21 )
1131 0
41. Considérer la matrice sur Z, suivante:
o1 .--- 11
0 11
11 01
11 10
nxn

Montrer que A,, est inversible si et seulement si n est pair; et dans ce cas, trouver l'inverse

de A,,.

42. Trouver, pour tout n > 2, I'inverse de la matrice suivante:

1 0 0 0 0

p 00

A= 0P »p 00
pn—l pn—2 pn—3 e 1

Indice: Essayer premierement pour n = 2,3 pour avoir une conjecture, ensuite montrer

par récurrence la conjecture en utilisant la multiplication par blocs.

43. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Si une matrice partagée (A|By|---|B,) se réduit a
la matrice partagée (I,|C4|---|C,), montrer que C; = A™'B;,i=1,...,r.

44. A Daide du probleme précédent, calculer A™'B, A1C, et A™'D, ot

110 2 3 10 141
A=|l101|,B=|32]|.,c= 21 |,D=] 2-i
01 1 45 -1 7 1—i
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45. Soit A € M, (K) nilpotente.
(1) Montrer que A n’est pas inversible.
(2) Si A" =0 avec r > 0, montrer que (I — A)' =T+ A+---+ AL

(3) En appliquant la partie (2), calculer I'inverse de la matrice suivante:

o O O =
S O = Q
S = Q@ o
= o O

46. Soient A, B des matrices inversibles sur K. Montrer que

—1 -1
Cc A 0 B! . A C At —A-lCB!
B 0 At —ATICB™! 0 B 0 B

47. A Taide du numéro précédent, calculer I'inverse de la matrice rationnelle suivante:

-1 110
1 -1 01
-1 1 00
1 1 00

48. Considérer une matrice carrée sur un corps K suivante:

a11 a2 a3+ Qip—1 Ain
21 22 Q23 -+ G2n—1 0
Ap—-1,1 0np—12 0 T 0 0
1 0 o --- 0 0
Si ajp—it1 # 0 pour ¢ = 1,--- ,n, montrer que A est inversible. Indice: Procéder par

récurrence en utilisant le numéro 45.

49. Une matrice de Vandermonde est une matrice carrée de la forme suivante:

1 1 .. 1
a1 ag Qnp,
2 2 2
Vn = ay 5 a, >
n—1 n—1 n—1
a, %) ap,



oun > 2 et les a; sont deux a deux distincts. Montrer que V,, est inversible. Indice: A

I'aide du numéro précédent, appliquer la récurrence sur V7.

50. Soit A € M, (K). S’il existe B € M,,(K) telle que AB = I,,, montrer que A est inversible.
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Chapitre III: Systemes d’équations linéaires

Beaucoup de problemes dans les domaines des sciences et du génie se ramenent au
probleme de la résolution de systemes d’équations linéaires. Dans ce chapitre, on étudiera

les propriétés et la résolution des systemes d’équations linéaires.
Partout dans ce chapitre, K désignera un corps.

3.1. Définition. Un systeme d’équations linéaires sur K est un ensemble fini d’équations

linéaires comme suit:

a111 + a2y + -+ ApTn = bl
211 + Q%y + -+ +  AopTp, = b2
Um1T1 + AmaTs + o Gpa®n = b,

ou a;;,b; € K. Les z; s’appellent inconnues; les a;j, coefficients; et les b;, termes constants.

Une solution est un n-uplet (sq, $2,...,$,) d’éléments de K tel que
;181 + 82 + -+ A4Sy, = b, 1 =1,2,....m.

Le systeme est dit compatible s’il admet au moins une solution; et incompatible sinon.

Deux systemes sont dits équivalents s’ils ont le méme ensemble des solutions.

Remarque. Sil’on enleve une équation de la forme 0 = 0 d’un systeme d’au moins deux

équations linéaires, on obtient un systeme équivalent.

Exemple. (1) Considérons un systeme de deux équations linéaires & deux inconnues x
et y sur R suivant:
T + y = 2
Y
Un couple (a,b) € R? est une solution de ce systéme si, et seulement si, le point (a,b) du
plan R? est le point d’intersection de I'axe des x et la droite [ passant par les points (0,2)
et (2,0). Donc, ce systéme admet une seule solution (2,0). En particulier, le systéme est

compatible.

(2) Considérons le systeme sur Zz comme suit:

r + Yy
2 + 2y = 0.
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On vérifie facilement que (0,0),(2,1) et (1,2) sont des solutions de ce systéme.

(3) Le systeme complexe

V2r + (1+iy = 1
r + (1—-d)y = 0
Oy = 0

est équivalent au aysteme
V2 + (1+i)y =
r + (1—dy = 0.

(4) Le systéme rationnel suivant est incompatible:

r + y =
r + y = 2

(5) Les équations suivantes ne sont pas linéaires:
(@) z+y°=1; (b) x|+ 2y = 2; (¢) cosz+sinz = 1.
On appliquera la théorie des matrices pour étudier les systemes d’équations linéaires.
Pour ce faire, on introduira la notion suivante.

3.2. Définition. Soit un systeme d’équations linéaires sur K:

a1, + a12T9 + .- + AnTy, = bl
2121 + A929T9 + .- + A2 Ty = bz
(*)
Am1T1 + QmaXe2 + -+ AT, = bm
Les matrices
aix Q2 - Qip 11 Q2 - Qip by
Q21 Q22 -+  QA2p Q21 Q22 - QA2p by
et
Am1 Am2 - Amn Am1 Am2 - Amn bm

s’appellent matrice de coefficients et matrice augmentée du systeme respectivement.

Remarque. (1) Un systeme d’équations linéaires est uniquement déterminé par sa ma-

trice augmentée.
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(2) Toute matrice partagée (A|B) avec B une matrice-colonne représente un systéme

d’équations linéaires, dont (A|B) est la matrice augmentée.

Exemple. La matrice partagée sur Zs

321010
00141
00002

représente le systeme d’équations linéaires sur Zs suivant:

31’1 + 2[E2 + T3 =0
rs -+ 41’4
033'4 = 2.

3.3. Lemme. Un systeme d’équations linéaires

a11r1 + Q1exy + -+ AipTn, = b1
an Ty + Gewre + - 4+ AT, = b

(*)
Am1T1 + GmaZs + - Gpp®y = bm

est équivalent a 1’équation matricielle

aip G2 -+ Qin I by
21 Q22 -+ A2p T2 ba
= (%)
Am1 Am2 - Omp L, bm
de sorte que le n-uplet (sq, S, ..., s,) est une solution du systeme (x) si, et seulement si, la
matrice-colonne
S1
52
S'I’L

est une solution de 'équation (k).
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Démonstration. Un n-uplet (s1,s9, - ,$,) avec s; € K, est une solution du systéme

(%) si, et seulement si,

si, et seulement si,

si, et seulement si,

a1

a21

Qm1

si, et seulement si,

si, et seulement si,

est une solution de I’équation matricielle (xx). Ceci acheve la démonstration du lemme.

1151 + a12S2 + —+ A1nSn = b1
as181 + Q2282 + + ams, = by
Am1S1 + Am2S82 + + AmnSn = bm
1181 + @1282 + - - - + A1pSp by
2181 + @9282 + - -+ + A9, Sy b2
= . )
Am1S51 + Am2S2 + -+ AmnSn bm
Q12 A1n by
22 A2n by
s1+ So+ -+ Sy =
Am?2 Amn bm
11 Q12 A1n S1 by
A21  A22 A2n, S2 by
Am1  Am2 Amn Sn bm
S1
59
Sn

Exemple. Le systeme complexe d’équations linéaires

2x
T
2x

2y

z = 1—1
= 141

22z = H+1

0z 0
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est équivalent a 1’équation matricielle

2 0 —1 1—i
X

1 -2 0 ey

2 0 -2 Y17 544
z

0 0 0 0

On vérifie que

. ~.

|

S R ot ol
|

DN ot bolw
-~

~.

est une solution de I’équation matricielle, et donc

3 3. 5 5. .
(—5—52,—1—127—4—2Z>

est une solution du systeme complexe.

Dés maintenant, un systeme de m équations linéaires a n inconnues sur K sera noté

comme une équation matricielle

AX = B,

ou A est une matrice de type m x n et B est une matrice de type m x 1 sur K. Notre but
est d’étudier la résolution d’'un systeme d’équations linéaires. Ceci signifie que:
(1) déterminer si le systeme est compatible ou incompatible;

(2) trouver toutes les solutions s’il est compatible.
On commence par un cas spécial ou la matrice des coefficients d’un systeme est inversible.
3.4. Proposition. Soit un systeme d’équations linéaires

AX =B,

oun A € My(K) et B € M,y1(K). Si A est inversible, alors le systeme admet une seule

solution donnée par
X =A"'B.

Démonstration. Soit S une matrice-colonne de type n x 1. Comme A est inversible,
AS = B si, et seulement si, A71(AS) = A7!B si, et seulement si, S = A7'B. Ceci acheéve la

démonstration de la proposition.
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Exercice. Résoudre le systeme sur Q suivant:

r — y + z = 6
v — y + 2z = 0
r + 4y — z = —6.
Solution. D’apres I'hypothese, on a
1 -1 1
A=|3 -1 1|, B= 0
1 4 -1 —6

Pour vérifier A est inversible et trouver la solution, on doit échelonner A et (A | B). Pour

ce faire, on échelonne (A | B) comme suit:

1 -1 1] 6 10 03
3 -1 1, 0 |=1]1010| 2
1 4 —-1]-6 0 0 1] 11

En particulier, A s’échelonne a

1 -1 1
0 1 -1
0 0 1

D’ou, rg(A) = 3, et donc, A est inversible. D’apres la proposition 3.4, le systéme a une seule

solution donnée par

T -3
=A"'B = 2
z 11

Ensuite, on étudiera la résolution de certains systemes asset simples, c’est-a-dire, les

systemes échelonnés tels que définis ci-dessous.
3.5. Définition. Un systeme d’équations linéaires

AX =8B

est dit échelonné si (A | B) est échelonnée. Dans ce cas, une inconnue du systeme est dite

libre si aucun de ses coefficients n’est un pivot.
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Exemple. (1) Le systeme

21’1 + Xy — T3 + 2$4 - Ty = 0
55(73 + Ty + 51‘5 = —1
71’4 = =8

est échelonné, car la matrice augmentée

21 -1 2 —-1| 0
00 51 5| -1
00 07 08

est échelonnée. On voit que les inconnues libres sont x5 et x5.
(2) Le systeme
Oxy + 329 — 43 — bxs+ x5 =1

est échelonné dont les inconnues libres sont xq, x3, x4 et x5.

(3) Le systeme

r — 2y + =z = 3
oy — oz = —15
-2z = -4

est échelonné n’ayant aucun inconnue libre.

(4) Les systémes suivants ne sont pas échelonnés.

x + y — 2z =0 r + Yy — z
Jy + z =1 dy + z =
y + z = 3 2z + 2z =

3.6. Lemme. Soit un systeme échelonné d’équations linéiares a n inconnues:
AX = B.

Alors les énoncés suivants sont valides.

(1) A est échelonnée, dont les pivots sont des pivots de (A | B).

(2) rg(A) < rg(A | B) et rg(A) < n.

(3) rg(A) < rg(A| B) si, et seulement si, B contient un pivot de (A | B);

(4) Le nombre d’inconnues libres du syteme est égal a n — rg(A).

Démonstration. Posons A = (aij)mxn €t B = (b;)mx1. Solent Ay, ..., A, les lignes de
A. Alors les lignes de (A | B) sont (Ay | b1),...,(Am | bm).
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(1) Supposons que A; # 0, dont le premier terme non nul est a;;, avec j; < n. Alors
(A; | b;) # 0, dont le pivot est aussi @; ;. Comme (A | B) est échelonnée, (A;_ | b;—1) # 0,
dont le pivot se trouve dans la colonne j;,_; avec j;_1 < j;. Comme j;,_1 < n, ce pivot est
a—1j, ,- Ainsi A,y # 0, dont le premier terme non nul est a;_1j , avec j;_1 < j;. Ceci
montre que A est échelonnée, dont les pivots sont des pivots de (A | B).

(2) D’apres I'énoncé (1), rg(A) <rg(A | B). Comme A a n colonnes, rg(A4) < n.

(3) Si B contient un pivot de (A | B), alors (A | B) a un pivot de plus que A. D’ou,
rg(A) < rg(A | B). Supposons réciproquement que rg(A) < rg(A | B). Alors (A | B) a

une ligne non nulle (A, | b,), dont le pivot n’est pas un pivot de A, et donc, ce pivot est b,.
C’est-a-dire, B contient un pivot de (A | B).

(4) Tl est évident que n = s+ t, ol s est le nombre d’inconnues libres et ¢ est le nombre
d’inconnues non libres. Par définition, une inconnue z; avec 1 < j < n est non libre si, et
seulement si, la j-ieme colonne de A contient un pivot. Ainsi ¢t = rg(A), D’ou, s = n—rg(A).

La preuve du lemme s’acheve.
Le résultat suivant donne la condition pour qu'un systeme échelonné n’ait pas de solution.

3.7. Lemme. Soit AX = B un systeme échelonné. Si rg(A) < rg(A | B), alors le
systeme est incompatible.

Démonstration. Supposons que rg(A) < rg(A | B). Posons B = (b;),x1. D’apres le
lemme 3.6(3), B contient un pivot, disons b,, de (A | B). Alors la r-ieme ligne de (A | B)

est de la forme (0---0 | b,), c’est-a-dire, la r-ieme équation du systeme est de la forme
0xy + -+ 0x, = b,.

Comme b, # 0, cette équation n’a aucune solution; et donc, le systeme n’a aucune solution.

Cecl acheve la démonstration du lemme.

Exemple. Considérons le systeme échelonné suivant:

20 — y — 2z =1
2y — 3z = 0
0z = 2
0z 0.
La matrice augmentée est
2 -1 =21
0 2 —=3]|0
(A]B) =
0 0 0]2
0O 0 00
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Comme rg(A) =2 < 3 =rg(A | B), d’apres la proposition 3.7, le systéme est incompatible.

Le résultat suivant donne la condition pour qu'un systeme échelonné ait une et une seule

solution.
3.8. Lemme. Soit un systeme échelonné de m équations linéaires a n inconnues
AX = B.

Sirg(A) =rg(A | B) = n, alors le systeme admet une et une seule solution, ce qui peut étre
trouvée par substitution a partir de la derniere équation non nulle.
Démonstration. Supposons que rg(A) = rg(A | B) = n. En particulier, aucune

inconnue n’est libre. En outre, A est échelonnée de n pivots. D’apres le lemme 2.4.6, les

pivots de A sont ajq, ags, -+ , ay,. Comme B ne contient aucun pivot de (A | B), le systéme
est de la forme
a1 + 12T + - + A1y — b1
anty + -+ + awr, = by
ApnTn = bn
0 =
0 = 0.

Ceci est évidemment équivalent au systeme échelonné suivant:

a;1ry + G2 + -+ AT, = bl
a2y + -+ + QopnT, = b2
QpnTyn = by
Comme ayq, g9, . .., Gy, sont tous non nuls, la matrice des coefficients de ce dernier systeme

inversible. D’apres la proposition 3.4, il admet une seule solution. D’apres la derniere
équation, on trouve x, = a,'b,. En substituant z, par la valeur a_'b, dans la deuxitme
derniere équation, on peut trouver la valeur pour z,,_;. En continuant de cette maniere, on

peut trouver la solution du systeme original. Ceci acheve la démonstration du lemme.
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Exercice. Résoudre le systeme sur Zs suivant:

2r — + oz =
— oz =

3z =
0z =

Y
Y

I RGO

Solution. A partir de la troisiéme équation non nulle, on trouve z =371-2=2.2 = 4.
En substituant z = 4 dans la deuxieme équation, on trouve y = 34+ z = 3+ 4 = 2. Enfin,

on substitue z = 4 et y = 2 dans la premiere équation, on trouve
2r=14+y—2=14+2—-4=1+4+2+4+1=4.
D’ot, x = 2. Donc le systéme admet une seule solution (2,2,4).

On étudiera comment résoudre les systemes échelonnés ayant plusieurs solutions. Etant
donné un ensemble S, on désigne par |S| le nombre d’éléments de S. On considere le produit

cartésien de s copies de K suivant:
KS:{()\l,...,/\s) ‘ )‘j EK}

Si K est fini, alors K* est également fini avec |K*| = |K|®.
Exemple. Comme Z, = {0,1}, on a

Z3 = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}.
Ainsi |Z3] = 8 = |Zo|*.
On acceptera sans preuve le résultat suivant.
3.9. Théoreme. Soit un systeme échelonné d’équations linéaires a n inconnues
AX =B

tel que rg(A) =rg(A|B) <n. Sixzj,...,x;, sont les inconnues libres, alors le systéme admet
plusieurs solutions, qui sont en bijection avec les éléments de K® de la facon suivante:
Etant donné (A1,...,As) € K%, onposex;, =\, [ =1,...,s, et déplace les termes a; j,\;
a droite. Ceci donne un systeme échelonné sans inconnues libres. En résolvant ce dernier par
substitution, on trouve les valeurs pour les inconnues non libres, et ceci donne la solution du

systéme original qui correspond a (A, ..., As).
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Exercice. Résoudre le systeme rationnel suivant:

Or;y + 229 — 23 + x4 = 1

r3 — 2(174
1
1 .

Le systeme est échelonné dont les inconnues libres sont z; et z4. Comme rg(A) =

I
=

Solution. Considérons la matrice augmentée

02 -1 1
(A|B):<o 0 1 -2

rg(A|B) = 2, les solutions sont en bijections avec les éléments de Q2. A titre d’exemple, on
trouvera la solution qui correspond au couple (2,3) € Q?. En posant 71 = 2 et x4 = 3, on
obtient le systeme suivant:
209 — 13 = —2
r3 = 1.

Etant échelonné sans inconnue libre, ce systeme a une seule solution. En résolvant ce systeme,

on obtient x3 = 7 et zy = g Donc, (2,%,7, 3) est la solution du systeme original qui
correspond au couple (2, 3).

En général, étant donné un couple quelconque (A, u) € Q x Q, on pose x1 = et x4 = p
et déplace les termes contenant A, u a droite. Ceci nous donne un systeme échelonné sans

inconnues libres comme suit:

209 — 3 = 1 —
rs = 1 + 2p.

En résolvant ce dernier par substitution, on trouve x3 = 142u et zy = 1+£. Par conséquent,

I’ensemble des solutions du systeéme original est

1
{0 1+ 5 T+ 20 p) [ A pe Q).
La stratégie de résoudre un systeme général consiste a réduire le systeme a un systeme

échelonné sans changer I’ensemble des solutions.

3.10. Définition. Les opérations suivantes sur les équations d’un systeme d’équations
linéaires sur K sont dites élémentaires.
Type 1: Echanger deux équations, notée E; <+ E; ou 1 # j.
Type 2: Additionner a une équation un multiple d'une autre équation, notée E; 4+ aF; ou
a€ Keti#j.
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Type 3: Multiplier une équation par un élément non nul de K, notée aF;.

Remarque. (1) Effectuer une opération élémentaire sur les équations est équivalent a
effectuer une opération élémentaire de méme type sur les lignes de la matrice augmentée.

(2) Comme toute matrice se réduit a une matrice échelonnée, tout systeme d’équations
linéaires se réduit a un systeme échelonné.

Exemple.
r + 2y + 3z =1 By—dB, r + 2y 4+ 3z = 1
dr + 5y + 62 = 9o L 3y — 62 = -2
x + 8y + 92 = 3 —6y — 12z = —4
123 bymiiy 1 2 3] 1
45 6 il 0 -3 —6|-2
7 8 9 0 -6 —12|—-4

On voit que la nouvelle matrice partagée est la matrice augmentée du nouveau systeme.

3.11. Théoreme. Les opérations élémentaires ne changent pas I’ensemble des solutions
d’un systeme d’équations linéaires.

Démonstration. Soit AX = B un systeme a n inconnues, qui se réduit au systeme
A'X = B'. Alors (A|B) se réduit a (A'|B’). D’apres le corollaire 2.3.10, il existe une matrice
inversible P telle que (A'|B’) = P(A|B) = (PA|PB). Ceci donne A’ = PA et B’ = PB.
Soit S une matrice de type n x 1. Comme P est inversible, AS = B si, et seulement si,

P(AS) = PB si, et seulement si, A’S = B’. Ceci acheve la démonstration du théoreme.

Remarque. Pour résoudre un systeme d’équations linéaires général, on le réduit a un
systeme échelonné, et résout ce dernier par substitution. Cette méthode s’appelle élimination

de Gauss.

Exercice. Résoudre, par ’élimination de Gauss, le systeme suivant sur Zs:

To — x3 4+ x4 = 0

201 — To + 3x3 — T4 1
T+ X2 + x4 = 3
3r1 — 3x9 4+ x3 — 314 4.

Solution. On échelonne la matrice augmentée comme suit:
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1 1 0 1|3 1 1 0 1|3
2 -1 3 —1]1 23k 0 -3 3 =3|0
(A| B) = =
0 1 -1 110 0 1 -1 110
3 -3 1 -3|4 0 -1 1 =110
1 1 0 1|3 1 10 1|3
—1L, 0 -1 1 —1]0 i 0 -1 1 —1]0
— —>
0 1 -1 110 0 00 00
0 -1 1 —-11]0 0 00 00

La derniere matrice représente le systeme échelonné suivant:

T + To + x4 = 3
—x9 + 3 — x4 = 0

0 =0

0 = 0.

Remarquons que 3 et x4 sont les inconnues libres. Donc le systéme a 52 solutions. Pour

tout (A, u) € Zs X Zs, posons x3 = A et x4 = . On a un syteme sans inconnues libres:

x| + ) = 3—[1,
—Xy = —A+ L.

En résolvant ce dernier par substitution a partir de la derniere équation, on trouve que
To=A—p, 1 =3+AN—2u, x3=A\, T4 = A, W€ Zs.
Par conséquent, I’ensemble des solutions du systeme original est

{(3—)\,)\—,[L,)\,/L) ‘ AvMEZE)}'

3.12. Théoreme. Soit un systeme d’équations linéaires sur K a n inconnues
AX = B.

Alors le systeme est compatible si, et seulement si, rg(A) = rg(A | B). Plus précisément, on
a les énoncés suivants.

(1) Sirg(A) <rg(A| B), alors le systeme est incompatible.
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(2) Sirg(A) =rg(A | B) = n, alors le systeme admet une seule solution.

(3) Sirg(A) =rg(A | B) < n, alors les solutions du systeme sont en bijection avec les
éléments de K°, ou s = n—rg(A). Par conséquent, le systeme admet au moins deux solutions
distinctes. Plus précisément, le nombre de solutions est égal a |K|® lorsque K est fini; et
I'infinité sinon.

Démonstration. Soit (C' | D) une forme échelonnée de (A | B). D’apres le théoreme
3.11, le systeme original est équivalent au systeme échelonné C X = D; et d’apres le lemme
2.3.7(3), rg(A | B) =rg(C | D) et rg(A) = rg(C). Or, le résultat suit des lemmes 3.7, 3.8 et

3.9. Ceci acheve la démonstration du théoreme.
Exercice. Selon les valeurs de a, discuter le systeme sur Z; suivant:

r + y - z
r + 2y + azx =
2 + ay + 2z =

Solution. On échelonne la matrice augmentée comme suit:

11 —-1]1 11 —1 1
12 al2| = |o1 a+1 1 = (A'| B).
2 a 3 00 B3—a)a+2)|3—a

Pour toute valeur de a, on voit que (A’ | B’) est échelonnée, et donc
2 <rg(A) <rg(A|B) <3.

(1) Le systeme n’a aucune solution si, et seulement si, rg(A) < rg(A | B) si, et seulement
si, 1g(A) = 2 et rg(A | B) = 3 si, et seulement si, (3 —a)(a+2) =0et 3 —a # 0si, et
seulement si, a = —2 = 5.

(2) Le systéme n’a qu'une solution si, et seulement si, rg(A) = 3 si, et seulement si,
(3—a)(a+2) # 0 si, et seulement si, a € {0,1,2,4,6}.

(3) Le systeme a au moins deux solutions si, et seulement si, rg(A) = rg(A | B) < 3 si,
et seulement si, rg(A) = rg(A | B) = 2 si, et seulement si, (3 —a)(a+2)=0et3—a=0
si, et seulement si, a = 3. Dans ce cas, le systéme échelonné A’X = B’ a une seule inconnue
libre. Comme |Z7| = 7, le systéme original admet 7 solutions.

Pour résumer, le systeme original admet

(a) aucune solution si a = 5;

(b) une seule solution si a € {0,1,2,4,6};

94



(c) 7 solutions si a = 3.

On conclut cette section par un genre spécial de systemes d’équations linéaires tel que
défini si-dessous, qui sert a déterminer si des vecteurs d’un espace vectoriel sont linéairement

dépendants ou linéairement indépendants.

3.13. Définition. Un systeme d’équations linéaires
AX =B

est dit homogene si B = 0, c’est-a-dire, les termes constants sont tous nuls. Dans ce cas,

X = 0,x1 est toujours une solution, appelée la solution nulle, de ce systeme.

Il s’agit d’un probleme tres important de savoir quand un systeme homogene a des solu-

tions non nulles.

3.14. Théoreme. Soit un systeme homogene de m équations linéaires a n inconnues
AX =0.

(1) Le systeme n’a que la solution nulle si, et seulement si, rg(A) = n.

(2) Le systeme a des solutions non nulles si, et seulement si, rg(A4) < n.

(3) Si m < n, alors le syseme admet toujours des solutions non nulles.

Démonstration. On a rg(A) =1rg(A | 0). Sirg(A) = n, d’apres le théoreme 3.12(2), le
systeme a une seule solution, ce qui doit étre la solution nulle.

Sirg(A) < n, d’apres le théoréeme 3.12(3), le systeme a plusieurs solutions dont au moins
une est non nulle.

Sim < n, alors rg(A) < m < n. D’apres I'énoncé (1), le systeme a des solutions non

nulles. Ceci achéve la démonstration du théoreme.

Exemple. Le systeme

V2r — (I+i)y — 2 = 0
(1—i)z + V3y + 2 =0

a des solutions non nulles.

Exercice. Pour quelle valeur de a, le systeme homogene

- 2y + 2z =0

+ vy + 32 =0
3r + Sy + 5z = 0
2 + 4y + az 0,



a-t-1l des solutions non nulles?

Solution. On échelonne la matrice des coéflicents comme suit:

1 21 1 2 1

11 3 0 —1 2
=

3 95 5 0 0 a—2

2 4 a 0 0 0

Donc le systeme a des solutions non nulles si, et seulement si, la matrice des coéfficients

est de rang inférieur que 3 si, et seulement si, a = 2.
3.15. Corollaire. Si A € M, (K), alors le systeme homogene
AX =0

n’a que la solution nulle si, et seulement si, A est inversible.
Démonstration. D’apres le théoreme 3.14(1), le systéme homogene AX = 0 n’a que la
solution nulle si, et seulement si, rg(A) = n si, et seulement si, A est inversible d’apres le

théoreme 2.4.8. Ceci acheve la démonstration du corollaire.

Exercice. Considérer le systeme complexe homogene

(V2 —V3i)z + 2-iy = 0
2+iz + (V2+V3i)y = 0.

A-t-1l des solutions non nulles?

Solution. Comme

Ao [ V2B 2 _ 5 (2V2+V3) + (23 — V2)i
B 240 V2+V3i 5 (2vV2+V3) +(2V3—V2)i |’

on voit que rg(A) = 1. Ainsi A est non inversible. D’apres le corollaire 3.15, le systeme a

des solutions nulles.
3.16. Exercices

1. Résoudre, en trouvant l'inverse de la matrice de coefficients, le systeme d’équations

linéaires sur C suivant:
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r — y = 1+
r + Yy + 3z = 1
y + z = 2—u1.

2. Résoudre, par I’élimination de Gauss, les systemes sur C suivants:

(1) xrT — ro + T3
T + To + 21‘3 = 8
233'1 — 3$2 — r3 = 1,
(2) T - 3z, + x3 = 6
23[71 + Ty — 3[[‘3 = 2

T + (1+Z)ZL‘2 — 41‘3 = 0.

3. Résoudre, par I’élimination de Gauss, le systeme sur Zs suivant:

r1 + 229 — a3 + 2x4 = 0
207 + 4x9 — x3 4+ 3xy4 = 1

Ty + 219 — 223 4+ 314 4

T1 + 219 + x4 1.

4. Résoudre, par I’élimination de Gauss, le systeme sur Zs suivant:

T, + 219 + x4 = 0
2I1 + 233‘2 + 3 =1
T + ZT3 + 21’4 = 1.

5. Soient Py, Py, et Pj les plans affines définis par les équations catésiennes x + 2y + z = 1,
et 2+ by +az =1, et x4+ ay + 2z = 2, respectivement. Trouver les valeurs réelles de a

pour que les trois plans se coupent, c’est-a-dire, leur intersection est non vide.

6. Dans chacun des cas suivants, trouver la condition pour que le systeme rationnelle soit

compatible.

(1) r — 2y + z =6
3r + y — =z
- + y + az = 6
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10.

11.

(2) r + 2y — 3z
2 + 6y — 1llz = b
r — 2y + Tz = c

. Donner, selon les valeurs réelles de a, le nombre de soultions du systeme réel suivant:

r + y + (1-2a)z = 2(1+a)
(It — (+ay + (@+a)z = 0
20 — 2ay + 3z = 2(1+a).

. Donner, selon les valeurs de a, b, le nombre de soultions du systeme rationnel suivant:

r + Yy = 2
xr + ay = 2b+1

Considérer le systeme d’équations linéaires sur Z,; suivant:

r + 2y + 2z =1
2 + by + az =1
3r + ay + 6z = 5.

Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le systeme
(1) n’ait pas de solution;
(2) ait une seule solution.

(3) ait plusieurs de solutions; et dans ce cas, donner le nombre de solutions.

Déterminer si le systeme homogene suivant admet ou non des solutions non nulles.

r1 — 312 + 6xs — 314 0
Ty — T3 + T4 0

201 — x9 + 3x3 — 14 0
4y + 4xs + x4 0.

Pour quelle valeur complexe de a, le systeme homogene complexe

r — y + 2z =0
3r + y + azx = 0
- — 2y — =z = 0,

a-t-il des solutions non nulles? Dans ce cas, trouver les solutions.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Déterminer si le systeme homogene sur C a des solutions non nulles ou non:

3r — y + 2z = 0
y + (I+id)z =
3z + B+i)z =
Considérer le systeme homogene suivant:
T + 2I3 - Ty = 0
I — T3 + Ty = 0
— Ty + (I+a)zy = 0
a Ty = 0.

Donner les valeurs réelles de a pour ce systeme homogene ait des solutions non nulles.

Soit A € M,,»n(K). Montrer que le systeme homogene AX = 0 a des solutions non nulles
dans chacun des cas suivants:
(1) A a une colonne nulle.

(2) A a deux colonnes identiques.

Soit A € My« (K). Montrer les énoncés suivants:

(1) Sim < n, alors il existe une matrice non nulle B telle que AB = 0.
(2) S’il existe C' € M,um(K) telle que CA = I, alors m > n. Indice: Appliquer la

premicre partie.

Soient A, B, C' des matrices sur K. Si le systeme homogene AX = 0 n’a pas de solutions

non nulles, montrer que AB = AC si, et seulement si, B = C.

Soit A € M,,(K). Montrer que A est inversible si, et seulement si, tout systeme d’équations

linéaires ayant A pour la matrice des coefficients est compatible.

Indice: Pour la suffisance, appliquer le numéro 51 des Exercices 2.5 en considérant les

systemes AX = e;, ol ¢, est la j-iéme colonne de I,,.
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Chapitre IV: Espaces vectoriels

Beaucoup de quantités dans les applications, comme la chaleur et la température, peuvent
étre décrites par un seul scalaire. Mais certains d’autres quantités, comme la force et la
vitesse, exigent plusieurs scalaires pour leur définition. On les appelle quantités vectorielles.
On sait que les quantités vectorielles différentes possedent des propriétes communes. Par
exemple, une quantité vectorielle peut étre multipliée par un scalaire et deux quantités
vectorielles de méme genre peuvent étre additionnées. Afin d’étudier les quantités vectorielles
diverses en méme temps, on introduit la notion abstraire d’espace vectoriel et on étudie celle-
ci en général. Et ensuite, on peut utiliser les résultats sur les espaces vectoriels généraux

dans des applications particulieres.

Partout dans ce chapitre, on se fixe K un corps.

4.1. Définition et exemples

Avant introduire la notion abstraire d’un espace vectoriel, nous rappelons deux exemples
d’espaces vectoriels réels. D’abord, le plan R? se compose des vecteurs représentées par les
couples (a, b), ou a,b € R, illustré par le diagramme suivant:

Il y a deux opérations pour les vecteurs du plan: premierement étant donnés un vecteur
u € R? et un nombre a € R, en multipliant « par «, on obtient un autre vecteur au; et
deuxierement étant données deux vecteurs u, v, en les additionnant, on obtient un nouveau

vecteur u + v, illustrés par les diagrammes suivants.
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2u u /

De méme, on a l'espace usuel R? = {(a,b,¢), | a,b,c € R}. Il y a aussi deux opérations
pour les vecteurs de R? suivantes:

(1) a-(a,b,c) = (aa,adb,ac), a € R;

(2) (a1,b1,c1) + (az, by, c2) = (a1 + az, by + by, c1 + c2).

Les opérations dans R? et celles dans R? satisfont aux axiomes communs. En généralisant

ces axiomes, on obtient la notion abstraire d’espace vectoriel.

4.1.1. Définition. Soit K un corps, ses éléments appelés scalaires. Un ensemble non
vide E, ses éléments appelés vecteurs, s’appelle espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel)

s’il est muni d’une multiplication par un scalaire

-t KX E—FE:(u)—a-u

et d'une addition
+: EXE—FE:(u,v)—u+tv

qui satisfont, pour tous u,v,w € F et o, f € K, aux huit axiomes suivants:
(1) (commutativité) u+v = v+ u.
2) (associativité) u+ (v +w) = (u+v) + w.
3) Il existe un vecteur nul, noté Og, tel que u + 0 = u, pour tout u € F.

5
6
7
(8) (distributivité par rapport a ’addition de scalaires) («+ 8) -u =« -u+ S - u.

En outre, F est dit nulsi E = {0g}. Dans le cas ou K = Q, R ou C, on dit brievement que

E est un espace vectoriel rationnel, réel ou complex, respectivement.

(2)
(3)
(4) Tout w € E admet un opposé, noté —u, tel que u + (—u) = Op.
(5) (associativité) a - (- u) = (af) - u.

(6)

(7)

(
(neutralité) 1y - u = u.
(

distributivité par rapport a ’addition de vecteurs) o+ (u +v) = a - u+ « - v.

Remarque. (1) Pour tout u € E, on a
O +u=u; (—u)+u=0g.

101



(2) Pour u,v € E, on définit la différence entre u et v par
u—v:=u+(—v).
(3) Pour u,v,w € E, on définit
ut+v+w:=(u+v)+w.
(4) En général, pour uy, us, ..., u, € E avec n > 2, on définit

u1+u2++'u/n = (((Ul+U2)+U3)++Un,1)+Un

Exemple. (1) £ = {0x} est un K-espace vectoriel nul, pour les opérations suivantes:
O +0x =0, a-0x =0k, pour tout a € K.

Essentiellement, c’est le seul K-espace vectoriel nul.

(2) Etant donnés des entiers m,n > 1, on voit que
M (K) = {(@ij)mxn | aij € K}

est un K-espace vectoriel pour ’addition et la multiplication par un scalaire sur les matrices.
Dans ce cas, le vecteur nul est la matrice nulle 0,,x,,.
(3) En particulier, K™ = {(ay,...,a,)|a; € K} et

a1
KM = C | e €K
G,
sont des K-espaces vectoriels, pour tout n > 1.
(4) Sin =1, alors K = K' est un K-espace vectoriel. En particulier, C est un C-espace
vectoriel, noté ¢C.

(5) De l'autre coté, C = {a + bi | a,b € R} est aussi un R-espace vectoriel, noté g C, pour

les opérations habituelles:
ala+bi) = (aa) + (ab)i;  (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i.

Remarquons que ¢C et gC sont essentiellement différents. En effet, ils n’ont pas le méme

ensemble des scalaires.
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(6) Soit I un intervalle de I’axe réel R. L’ensemble C(I) des fonctions continues

f:I—=R:t— f(t)

est un espace vectoriel réel pour les opérations usuelles telles, pour tous f,g € C(I) et a € R,

que
frg:I=Rite (f+9)(1):=f(t)+g(t)
et
a-f:I—(a- f)t):=af(t).

Dans ce cas, le vecteur nul est la fonction nulle
0: 1 —>R:t—0.

C’est-a-dire, 0(t) = 0, pour tout t € I.
(7) L’ensemble de polynomes sur K de degré < n

K[zl = {ao+mz + -+ a,12" " |a; € K}

est un K-espace vectoriel pour les opérations usuelles suivantes:

(ag+ar x4 - -+ an_12" ) F(botbizt- -+ 12" ) = (ag+bo)+(a1+b1)z+- - A (an_1+bu_1)z" L.

et

a-(ag+ar+ -+ a, 12" ") = (aag) + (aa))z + - + (Qa,_ )™

Dans ce cas, le vecteur nul est le polynéome nul 0 + Oz + - - - 4 0z L.

(8) L’ensemble de tous les polynoémes sur K
Klz] ={ap+ a1z + -+ apx™|m >0,a; € K}
est un K-espace vectoriel pour les opérations telles que définies ci-dessus.

Voici des propriétés élémentaires d’espaces vectoriels.

4.1.2. Proposition. Soit E un K-espace vectoriel. Les énoncés suivants sont valides

pour tous u,v,w € Fet a,f € K.
(1) E admet un seul vecteur nul.
(2) Siu+v=u+ w, alors v = w.
(3) Tout vecteur a un seul opposé.
(4)

4) au = 0 si, et seulement si, a = 0 ou u = Og.
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() (=1x) - u=—u

(6) —(—u) =u

(7) —(u+v)=—u—w.

(8) u+ v = w si, et seulement si, u = w — v.

émonstration. (1) Si 0 et 0’ sont des vecteurs nuls de F, alors 0/ =040 = 0"+0 = 0.
(2) Supposons u+v = u+w. Alors (—u)+(u+v) = (—u)+(u+w). D’apres associativité,
((—u) +u) +v = ((—u) + u) + v. Donc Og + v = 0 + w. Ainsi v = w. Par conséquent, (2)
est valide.

(3) Si u+u = 0g, alors u + v = u+ (—u). D’apres 'énoncé (2), on a v’ = —u.
(4) Oxu+ 0gu = (0g + 0g)u = Ogu = Ogu+ 0p. Donc Ogu = 0g. De méme, a0p = Op.
Supposons maintenant que au = 0g. Si o # O, alors a~ ! existe. Or

u=1lg-u=(ata)u=a(au) =a 05 = 0p.

()
(—1k)u
(6) Comme ( u) +u = Op, d’apres 'énoncé (3), on a u = —(—u).
(7) D’apres I'énoncé (5), on a —(u+v) = (—1g)(u+v) = (—1g)u+ (—1g)v = (—u) +
(—v) = —u—w.

8) Siu+v =w, alorsw—v = (u+v)+(—v) =u+ v+ (—v)) = u+0g = u
Réciproquement, si u = w—v, alors u+v = (w+ (—v))+v =w+ ((—v)+v) =w+0g = w

On a ( Ix)u+u = (—lg) - u+1g-u = ((—1g) + 1g)u = Ogu = Op. Ainsi

La preuve de la proposition s’acheve.

4.2. Bases

Partout dans cette section, on se fixe F/ un K-espace vectoriel.

4.2.1. Définition. Soient wuq,...,u, € E. Un vecteur u € E s’appelle combinaison

linéaire de uq,...,u, s’il existe aq, ..., a, € K, tels que
U= 0qUy + -+ QpUp.
Dans ce cas, on apelle aq, ..., a, coefficients de u dans uq, ..., u,.
Remarque. (1) Le vecteur nul Og est toujours combinaison linéaire de wuy, ..., u,, car
OEIOK'U1+"‘+OK'Un, ou O € K.
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(2) Si n = 1, alors u est une combinaison linéaire de u; si u = auy, pour un certain

a € K. Dans ce cas, u s’appelle aussi multiple de u;.

(3) Tout vecteur u est une combinaison linéaire de lui-méme, car = 1k - u.

Exemple. (1) Dans l'espace vectoriel réel gC, le vecteur i n’est pas une combinaison
linéaire du vecteur 1. En effet, i # a - 1, pour tout scalaire a € R.

(2) Dans l'espace vectoriel complexe ¢C, le nombre complexe ¢ est une combinaison
linéaire du nombre 1. En effet, i =i -1, ou ¢ € C est un scalaire.

(4) Considérons des matrices rationelles

1 2 3
3 45 ;
A= u=| —2
2 3 4
1
010
Remarquons que les colonnes de A sont des vecteurs
1 2 3
3 4 5
A = ’A = ’A fry E (4)
1 9 2 3 3 4 Q
0 1 0

D’apres le lemme 2.2.4(2), on a
Au=3 A1+ (-2) - Ay +1- A,
ce qui est une combinaison linéaire des colonnes de A.
On a une autre interprétation de combinaisons linéaires. Considérons 1’'équation
iUy + -+ TpUuy = U,

ol U, ...,Uy;u € E. Alors u est une combinaison linéaire de uq, ..., u, si, et seulement si,

cette équation admet une solution.

Exercice. Considérer l'espace vectoriel réel My(R). Montrer que tout vecteur est une

combinaison linéaire de vecteurs suivants:

10 01 0 0 00
e = 76 = ’e = ,e = .
Ploo) " Noo ) Lo ) Lo
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Preuve. Soit un vecteur quelconque

A:(CC‘ 2) € My(R).

T11 €11 + T12 - €12 + To1 - €21 + Tag - €99 = A.

Considérons 1'équation

En calculant le membre de gauche, on trouve que

T11  T12 . a b
o1 T92 c d '
On obtient facilement une solution x1; = a, 12 = b, 91 = ¢ et x99 = d. C’est-a-dire,
A:a'€11+b'612+0'621+d'622.

Ainsi, A est une combinaison linéaire de e, €19, €21, €99.

Exercice. Soit C|0, 27| I’espace réel des fonctions continues définies sur [0, 27]. Vérifier
que la fonction f = t? n’est pas une combinaison linéaire des fonctions g = sint et h = cost.

Démonstration. Supposons au contraire que f est une combinaison linéaire de g, h.
Alors il existe a, 8 € R tels que f =« - g+ - h. Ainsi, pour tout ¢ € [0, 27], on obtient

f@) =(a-g+p-h)(t) = (a-g)t) + (B-h)(t) = a-g(t) + 5 h(t).

C’est-a-dire, t? = asint + S cost, pour tout ¢ € [0,27]. En prennant ¢ = 0 et t = 7, on

obtient
O + 6 = 0

0O — B = 7%
Ceci nous donne 72 = 0, une contradiction. Donc la fonction #? n’est pas une combinaison

linéaire des fonctions sint et cost.

On introduira une notation pour les combinaisons linéaires. Soit u une combinaison

linéaire de uq,...,u, € F, disons
Uu=aq-u+- -+ a,- U, ouay,...,ua, € K.
Considérons (ug, ..., u,) comme une matrice-ligne formelle et mettons les coefficients en une
colonne
ai
)
an
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appelée colonne des coefficients de u dans {uy,...,u,}. En vue de la définition du produit

de matrices, on obtient un produit formel

aq
u=(up,...,up)

Qnp
Exercice. Considérons l'espace vectoriel réel Rs[z| et ses vecteurs

fi=l—o+22% fo=2+z—2°% f3=3—22+2°

Donner la combinaison linéaire f de fi, fa, f3 aux coefficients {3, 5, —1}.

Solution. Par définition,

3
f:(f1f2f3) 5! =3-fi+5-fo— f3 =10+ 4x.
-1
En général, considérons plusieurs combinaisons linéaires de uy, us, . . ., u, suivantes:
v = anup + QU2 + 0+ Qpily
Uy = QU+ Uz o+ QpUp
Unm = QuuUi + QoplUs + -+ Quply,
ou aj; € K. Les colonnes des coefficients de vy, vs, ..., vy, dans {ug,us, ..., u,} forment une
matrice de type n X m comme suit:
11 G2 o Oy
Qo1 Qigg -+ Qg
?
Qp1 Qp2 - Qpm
appelée matrice des coefficients de {vy, ..., v, } dans {uy, ..., u,}. Considérant les matrices-
ligne formelles (uqy,ug, - ,u,) et (v1,v2, -+ ,vy), en vue de la définition du produit de

matrices, on obtient un produit formel

Q11 Q12 - A1y

Qg1 Qg -+ Qg
(U1, V9, .o, U) = (Ur, U, . .., Uy)

Q11 Q12 - A1y
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Exercice. Considérons 'espace vectoriel rationnel Qs[z] et ses vecteurs
fl = 1+£L‘,f2 = 1+I2,f3 :ZL'Q.

Trouver les combinaisons linéaires g1, go de fi, fo, f3 aux coefficients {2,1,3} et {—1,1,0}
respectivement.

Solution. D’apres 'hypothese, on a

2 —1
(91,92) = (fi,forf3) | 1 1 | = - fitl-fot3-f3, (=1)-fi+ 1 -fo+0-f3)
30

= 214+2)+ 1 +2%) +32%, —(1+2z)+ (1 +2?))
= (34 2z +4a?, z+2?).

C’est-a-dire, g1 = 3 + 2z + 422 et g = = + 2°.
Le résultat suivant dit que cette multiplication formelle est aussi associativite.

4.2.2. Proposition. Soient uy,...,u, € E.

(1) Si A € Mypym(K) et B € Mpyp(K), alors ((uq,...,u,)A) B = (uq,...,u,)(AB).

(2) Siv=av;+ -+ anpvm, ou a; € K et v; est une combinaison linéaire de uy, .. ., Uy,
pour tout 1 <4 < m, alors v est aussi une combinaison linéaire de uq, ..., u,.

Démonstration. La preuve de 1’énoncé (1) est semblable a celle-ci de la proposition
2.1.5(2). Par I’hypothese, v = (vy,...,v,)B avec B = (@;)mx1 €t (V1 ... Um) = (U1, ..., u,)A
avec A € M,y (K). D’apres I'énoncé (1), on a

v=(v1,...,0n)B=((u1,...,u,)A)B = ((uq,...,u,)(AB).

C’est-a-dire, v est une combinaison linéaire de uq,...,u,. La preuve de la proposition

s’acheve.

Exercice. Considérons 'espace vectoriel rationnel Qs[z] et ses vecteurs
fi=1+a; fo=1+2"f3 =2

Posons g1 = 2f1 + foa +3f3;9o = —f1 + fo et h = 391 — g2. Exprimer h comme combinaison

linéaire de f1, fa, f3.
Solution. D’apres 'hypothese, on a

2 -1
(91792):(f17f27f3) 1
3 0
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Ainsi

3 2 -1 3 7
h = (g17g2> ( 1 ) = (f17f27f3) 1 1 ( 1 ) = (f1>f27f3> 2
3 0 9

C'est-a~dire, h=7- f1 +2- fo+9 - fs.

En général, les coefficients d’une combinaison linéaire ne sont pas uniques. Par exemple,

dans I’espace vectoriel réel R?, on a

(1,5,1) =1-(2,3,2) + (=1) - (1,0,1) + 2(0,1,0) = 0- (2,3,2) + 1- (1,0,1) + 5 - (0, 1, 0).

On étudiera quand les coefficients d’une combinaison linéaire sont uniques.

4.2.3. Définition. Soient uq,...,u, € E. On dit que uq,...,u, sont linéairement

dépendants s’il existe aq,...,a, € K, non tous nuls, tels que
aiuy + -+ apuy, = 0g;
et linéairement indépendants sinon, c’est-a-dire, si toute égalité

aquy + -+ o, = 0g, o € K,

entraine que a; = --- = a,, = Og.
Remarque. En bref, une famille {uy, ..., u,} de vecteurs de E est dite
(1) liée si uy, ..., u, sont linéairement dépendants;
(2) libre si uy, . .., u, sont linéairement indépendants.

Exemple. (1) Dans 'espace vectoriel complexe ¢C, la famille {1,:} est liée.

En effet, 1,7 € C sont deux scalaires non nuls tels que
1-1+4-2=0.

(2) Dans 'espace vectoriel réel gC, la famille {1,:} est libre.

En effet, supposons que a,b € R sont tels que
a-1+b-1=0.

En calculant le membre de gauche, on obtient a4+ bi = 0. D’apres la définition de complexes,

a = b= 0. Ceci montre que 1,7 sont linéairement indépendants dans gC.

109



(3) Dans le K-espace vectoriel K,,[z], la famille {1,z,..., 2" '} est libre.

En effet, si ag, aq, ..., a,_1 € K sont tels que
a0-1+a1-x+---+an—1'$n_l =0,

alors ag + ajx + -+ + ap_12" ' = 0. D’apres la définition, ay = a1 = - -+ = a,_1 = 0. Ceci

n—1

montre que les monomes 1,z,...,x sont linéairement indépendants.

On a une autre interprétation de l'indépendance linéaire. Considérons 1’équation ho-

mogene
iU + -+ Tply = 0E7
ou uy,...,u, € E. Cette équation homogene admet toujours la soultion nulle
$1:OK,...,.I'n:0K.
Maintenant, la famille {u,...,u,} est

(1) libre s’il n’y a que la solution nulle.

(2) liée s’il y a des solutions non nulles.

Exercice. Considérons l'espace réel C|0,27] des fonctions continues f : [0,27] — R.

Montrer que {f =sint, g = cost} est une famille libre.

Démonstration. Rappelons que le vecteur nul de C10, 27| est la fonction nulle
0:[0,2r] = R:t~—0.
Supposons que 1’équation homogene
xf+yg=0
admet une solution x = a et y = b, ou a,b € R. C’est-a-dire,
a-f+b-g=0.
On veut montrer que a = 0 et b = 0. En effet, pour tout ¢ € [0,27], on a
(a-f+b-g)(t) =0().

C’est-a-dire,
a-f(t)+b-g(t) =0.
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Donc,
asint +bcost = 0, pour tout t € R.

En posant ¢t = £ et ¢ = 7, respectivement, on obtient

a—i—%gb:()
a—l—‘/Tib:O.

ofS
N N[

En résolvant ce systeme homogene, on trouve a = b = 0. Ceci montre que sint,cost sont

linéairement indépendantes.

4.2.4. Proposition. Une famille {uy, ..., u,} de vecteurs de E est libre si, et seulement
si, toute combinaison linéaire u de uq, ..., u, s’écrit d'une facon unique
U= QU+ -+ Qply, 01,...,0, € K

si, et seulement si, toute équation compatible
Tiur + -+ Uy = U

admet une seule solution.

Démonstration. Supposons que {uq, ..., u,} est libre. Soit v une combinaison linéaire
de uy, ..., up, disons u = ayuy + - - - + QuUy, g, ..., 0, € K. Si f1,...,08, € K sont tels que
u = fiuy + -+ Bpuy,, alors

(oq — Br)ug + -+ (a, — Bp)uyn, = 0.

Comme {uy,...,u,} est libre, a; — §; = 0, c’est-a-dire, a; = f3;, pour i = 1,...,n.
Réciproquement, supposons que {uq,...,u,} satisfait a la condition énoncée dans la

proposition. Supposons que
auy + -+ agu, =0, ou ag, ..., q, € K.

Comme
OEZOK'U1+"'+OK~Um

d’apres 1'unicité de I'expression pour le vecteur Og, on a oy = 0, pour ¢ = 1,...,n. Ainsi

{uy, ..., u,} est libre. Ceci acheve la démonstration de la proposition.
Exemple. Considérons le R-espace vectoriel R3. Comme
(1,5,1) =1-(2,3,2) + (—1) - (1,0,1) +2(0,1,0) =0- (2,3,2) + 1 - (1,0,1) +5- (0,1, 0),
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d’apres la proposition 4.2.5, la famille {(2,3,2),(1,0,1),(0,1,0)} est liée.
Le résultat suivant caractériser la dépendance linéaire.

4.2.5. Proposition. Considérons une famille {us, ..., u,} de vecteurs de E. Les énoncés
suivants sont valides.

(1) La famille {uy,...,u,} est liée si, et seulement si, un des u; est une combinaison
linéaire des autres.

(2) La famille {uy, ..., u,} est libre si, et seulement si, aucun des u; n’est une combinaison
linéaire des autres.

Démonstration. Comme ces deux énoncés sont équivalents, il suffit de montrer le
premier. Supposons que {uy,...,u,} est liée. Alors, il existe ay,...,a, € K, non tous nuls,

tels que ayuy + - - - + ayu, = 0g. Supposons que o # Ox. Alors
Us = (—04;1041)1“ + -+ (_@gloésfl)usfl + (_&g1053+1)us+1 + o+ (_agloén)un-

C’est-a-dire, u, est une combinaison linéaire de uy, ..., Us 1, Usi1,- - - Up-

Réciproquement, on suppose que
Uy = 00Uy + -+ 0 1Ui—1 + QU1 + -+ Qg ou Q; € K.

Cecl donne

aguy + - F ooy + (1) - u + QUi + o+ Qpl,

ou —1g # 0. Ainsi, {uy,...,u,} est liée. Cela acheve la démonstration de la proposition.
Exemple. Considérons I’espace vectirel réel R®. On voit que
2.(1,0,1)—3-(=1,2,1) = (5,—6,—1).
D’apres la proposition 4.2.5, la famille {(1,0,1), (5, —6,—1),(—1,2,1)} est liée.

Le résultat suivant nous dit comment déterminer une petite famille de vecteurs est liée
ou libre.

4.2.6. Lemme. Soient deux vecteurs u,v € E.
(1) La famille {u} est liée si, et seulement si, u = Op.
(2) La famille {u, v} est liée si, et seulement si, I'un de u, v est un multiple de l'autre.

Démonstration. D’abord, I’énoncé (2) est un cas particulier de la proposition 4.2.5.
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Si uw = Op, alors 1 - u = Op avec 1 # Og. Ainsi, {u} est liée. Réciproquement,
supposons que u # 0g. Si au = 0g, alors a = 0. D’ou, {u} est libre. Ceci montre 1’énoncé

(1). La preuve du lemme s’acheve.

Exemple. Considérons l'espace vectoriel réel R?. La famille

()= ()

est libre. En effet, pour tout a € R, on voit que

()2 ()= ()2 (2)

Le résulat suivant nous dit comment agrandir des familles libres.

4.2.7. Proposition. Soient {us,...,u,} une famille libre de vecteurs de E. Siu € E,
alors {uy,...,u,,u} est libre si, et seulement si, u n’est pas une combinaison linéaire de
Ulye ooy Up.

Démonstration. La nécessité est une conséquence immédiate de la proposition 4.2.5.
Supposons maintenant que u n’est pas une combinaison linéaire de uq, ..., u,. Supposons

que aq, ..., a,, & € K sont tels que
a g + - + ayu, +au = 0g.

Si o # Ok, alors
-1 -1
u=(—oqa )up + -+ (—oa up,
c’est-a-dire, u est une combinaison linéaire de uq, ..., u,, une contradiction. Ainsi a = O.
D’ou,
auy + -+ apyu, = 0g.
Comme {uy,...,u,} est libre, oy = -+ - = a,, = 0. Ceci montre que {uy,...,u,,u} est libre.

La preuve du lemme s’acheve.

Exercice. Considérons l'espace vectoriel réel R3. Augmenter la famille {(1,0,0)} & une
famille libre de 3 vecteurs.

Solution. D’apres le lemme 4.2.6(1), {(1,0,0)} est libre. Comme (1,1,0) n’est pas
un multiple de (1,0,0), d’apres la proposition 4.2.7, {(1,0,0),(1,1,0)} est libre. Comme
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(1,1,1) n’est pas une combinaison linéaire de (1,0,0) et (1,1,0), d’apres la proposition
4.2.7, {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)} est libre.

4.2.8. Proposition. Soit 4 = {uy,...,u,} une famille libre de vecteurs de E. Alors
toutes les sous-familles de U sont libres; et en particulier,

(1) u; # Og, pour tout 1 <i < n;

(2) w; # uj, pour tous 1 <4,j <n avec i # j.

Démonstration. Soit V une sous-famille non vide de ¢/. Sans perte de généralité, on
peut supposer que V = {uy,...,u.} avec 1 < r < n. Si ay,...,q, € K sont tels que

a1uy + - - - + apu, = Op, alors
al.ul_|_...+ar.ur_|_0K.ur+1_|_..._|_OK.un:OE.

Comme U est libre, les coefficients dans le membre de gauche sont tous nuls. En particulier,

a; =0, pour i =1,...,r. Ceci montre que V est libre. La preuve de la proposition s’acheve.
Exemple. Considérons le Q-espace vectoriel

Q] = {ap + a1 + asx® + asx® + aya® + as2® + aga® + aza” + agx® | a; € QY.

3 5 ,.6

On a vu que {1, z, 2% 23, 2% 2° 2% 27, 28} est une famille libre. D’apres la proposition 4.2.8,

{1, 2% 2%, 25 28} est aussi libre.

Jusqu’a maintenant, on ne considere que la dépendance linéaire et I'indépendance linéaire
pour un nombre fini de vecteurs. La proposition 4.2.8 nous amene a définir ces notions pour

un nombre infini de vecteurs comme suit.

4.2.9. Définition. Soit U une famille (finie ou infinie) non vide de vecteurs de E. On

dit que U est libre si toutes ses sous-familles finies sont libres; et liée sinon.
Remarque. Par convention, la famille vide est libre.

Exemple. (1) Considérons le K-espace vectoriel K[z] des polynomes sur K. La famille
infinie X = {1,x,22,...,2%,..., } est libre.

En effet, soit U une sous-famille finie de X'. Si U est vide, alors U est libre. Sinon, il
existe un entier maximal n > 0 tel que 2" € Y. On voit maintenant que U C {1,z,--- ,z"}.
Comme {1,z,---,2"} est une famille finie libre, d’apres la proposition 4.2.7, U est libre.
Par définition, X est libre.
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(2) Considérons la famille infinie {sint,sin2t,... sinnt,...,} de vecteurs de l'espace

vectoriel réel C0,27]. De la méme fagon que ci-dessus, on peut vérifier qu’elle est libre.

4.2.10. Définition. Soit F un K-espace vectoriel. Une famille B (finie ou infinie) de
vecteurs de E s’appelle base de E si les deux conditions suivantes sont vérifiées:
(1) B est libre;

(2) tout vecteur non nul de E est une combinaison linéaire de vecteurs de B.

Remarque. (1) Si E = {0z}, alors la famille vide ) est la seule base de E.
(2) Si E est non nul dont B est une base, alors
(a) B £ 0
(b) Op & B;
(c) les vecteurs de B sont deux a deux distincts;
(

d) tout vecteur de E est une combinaison linéaire de vecteurs de B.

Exemple. (1) L’espace vectoriel réel gC a pour base {1,i}, appelée base canonique. En
effet, on a vu que {1,4} est libre. Or, tout z =a+bi € C s’écrit z=a-14+b-i, ot a,b € R.

Par conséquent, {1,i} est une base de gC.

(2) Par contre, {1,7} n’est une base de l'espace vectoriel complexe ¢C. En effet, on a vu

que {1,7} est une famille liée de veceturs de ¢C. On verra que {1} est une base ¢C.

(3) Le K-espace vectoriel K,[z] = {ag+ a1z + -+ a,_12" ' | a; € K} a pour base
{1,z,...,2" 1}, appelée base canonique. En effet, on a vu que {1,z,...,2" '} est libre.
En outre, tout f = ag + a;z + -+ + a,_12" ' € K, [x] s’écrit comme

f:a0.1+a1.l'+...+an_l.:l';n_l‘

Ainsi, {1,z,...,2"7'} est une base de K, |x].

4.2.11. Proposition. Le K-espace vectoriel M,,«,(K) avec m,n > 1 a pour base,

appelée base canonique, la famille suivante:
5m,n:{eij |z:1,,m,j:1,,n},

ol €;; € My,xn(K) dont le (7, j)-terme est 1x et tous les autres sont nuls.

Démonstration. Toute matrice A = (aij)mxn € Mpmxn(K) s’écrit
m n
A = Zi:lzjzl aija ou az‘j - K
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C’est-a-dire, A est une combinaison linéaire de vecteurs de &,,,,. En outre, supposons que

a; €K, i=1,...,met j=1,...,n,sont tels que

m n
Zi:lzjzl Qi+ €ij = Omocn-

Remarquons que le membre de gauche est égal a la matrice (0 )mxn. D’0U, (4)mxn = Omxn-
Par définition, a;; = 0, pour ¢ =1,...,m;j = 1,...,n. Ainsi, la famille &,,,, est libre. Ceci

montre que &, , est une base de M,y (K).
Exemple. (1) La base canonique du K-espace vectoriel K™ est
{61 = (1}(,0,"' ,0), €y = (0,1[(,...,0), ey, Ep = (0,...,0,1[()}.

(2) La base canonique du K-espace vectoriel K™ est

1 0 0
€1 = . , €2 = . y ceey Ep =

: : 0

0 0 1g

(3) La base canonique du K-espace vectoriel K est {1x}.

(4) La base canonique du plan R? est {e; = (1,0), ex = (0,1)}, illustrée d'une fagon

géométrique comme suit:

€9

€1

(5) La base canonique de I'espace usuel R? est {e; = (1,0,0), ex = (0,1,0), e3 = (0,0,1,)},

illustrée d’'une fagon géométrique comme suit:

z

€3

€2 -y
€1
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On énonce maintenant le résultat fondamental suivant, dont la démonstration est trop

avancé pour ce cours.
4.2.12. Théoreme. Tout espace vectoriel admet une base.

Il est a noter que, dans la plupart des cas, il est impossible de trouver une base explicite
d’un espace vectoriel. Par exemple, on est incapable de trouver une base de ’espace vectoriel
réel C10, 27].

4.3. Matrices des coordonnées

Le but de cette section est d’appliquer la théorie des matrices pour étudier les espaces
vectoriels. Partout dans cette section, on se fixe ' un K-espace vectoriel non nul ayant une
base finie. Pour ce faire, toute base de E sera considérée comme une famille ordonnée. Par
exemple, le plan R? a deux bases distinctes {e, es} et {es, €1}, dont la preimiere est la base

canongiue et la deuxieme est non canonique.

4.3.1. Définition. Soit {ui,...,u,} une base de E. D’apres la proposition 4.2.5, tout

vecteur u de F s’écrit d’une fagon unique comme
U= QU + -+ Qply, a1,...,0, € K.

Dans ce cas, les coefficients ay, . .., a, s’appelle coordonnées de u dans la base {uy, ..., u,};

et la colonne des coefficients

aq
Qp
s’appelle colonne des coordonnées de u dans {uy, ..., up,}.
Remarque. Par définition, on a
oy
w=(ug,...,up)
Qn
Ceci est illustrée par le diagramme suivant:
831
Qn
{ug, ..., up} ————u.
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Exemple. Comme O = Og - u1 + - - - + Ok - uy,, la colonne des coordonnées de Or dans
toute base {uy,...,u,} de E est
Ok

= On><1-

Ok
Exercice. Considérons 'espace vectoriel réel M, 3(R) et le vecteur

A:253.
1 0 2

Donner sa colonne des coordonnées
(1) dans la base canonique {ej1, €19, €13, €21, €22, €23 };
(2) dans la base {611, €21, €12, €29, €13, 623}.

Solution. On voit que
A:2'611+5'€12+3'€13—|—1'621+0'€22+2'623.

Ainsi, la colonne des coordonnées de A dans {ej1, €12, €13, €21, €22, €23} est

N O = W Ot N

et donc,

A= (6117 €12, €13, €21, €22, 623)

N W O Ot =N

Par contre, comme

A=2-e1+1-en+5-e12+0-e+3 e13+2:eo3,
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la colonne des coordonnées de A dans {eq1, €a1, €12, €22, €13, €23} est

N W O Ot =

et donc,

A= (611, €21, €12, €22, €13, 623)

N W O Ot =N

Exercice. Considérer la base {1 + z,2 + x,3 + 2%} de I'espace vectoriel réel R3[x]. Trou-
ver f € Rs[z], dont les coordonnées dans cette base sont 4, —2, 3.

Solution. Par hypothese, on a

4
f=0+z2+z3+2)-2 | =4-(1+2)+(-2)2+2)+3 - (3+2?) =9+ 2z + 32°.
3
En général, trouver les coordonnées d'un vecteur v dans une base {uy, . .., u, } est équaivalent

a trouver la soultion de 1’équation
UL + -+ TpUy = U.
Exercice. En sachant que {1 4 i,1 — ¢} est une base de gC, trouver la colonne des

coordonnées de 2 + ¢ dans cette base.

Solution. Considérons I’équation
x(14+4)+y(l—i)=2+1.

Ceci est équivalent au systeme
r + y = 2
r — y = 1
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En résolvant-le, on trouve z = 2 et y =

5 . C’est-a-dire,

[

24i= (1+i)+%(1—z‘).

DO o

Par conséquent, la colonne des coordonnées de 2 + i dans {1 +¢,1 — i} est

()

Si E est I'un des exemples d’espaces vectoriels ayant une base canonique, alors il est

N N

facile de trouver les coordonnées d'un vecteur dans la base canonique, appelés coordonnées
canoniques. On étudiera plus tard comment trouver les coordonnées d’'un vecteur dans une

base non canonique. L’observation suivante sera pratique.

4.3.2. Lemme. (1) Siu € K™ alors sa colonne des coordonnées canoniques est w.
(2) Si v € K™, alors sa colonne des coordonnées canoniques est v

Démonstration. (1) Soit

aq
u = : c KM,
Qn
Comme u = aje; + - - - + aye,, la colonne des coordonnées de u dans {ey,...,e,} est
aq
= u.
Qn
(2) Soit v = (by,--- ,b,) € K™. Comme v = bye; + - - - + b,e,,, la colonne des coordonnées
de v dans {ej,...,e,} est
b
: =T,
bn
Ceci acheve la démonstration du lemme.
Exemple. (1) Considérons
3
u=|1|erR®
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Comme u =3 -e;+ 1-e9+ 7- ez, la colonne des coordonnées de u dans {eg, ez, e3} est

(2) Considérons v = (2,3,5) € R3. Comme v =2-¢; +3-e3+5-e3, la colonne de v dans

{e1,eq,e3} est

Le résultat suivant dit qu’'un vecteur est uniquement déterminé par sa colonne des coor-

données dans une base.

4.3.3. Lemme. Soit {uy,...,u,} une base de E. Soient u,v € E dont les colonnes de
coordonnées dans {uy,...,u,} sont A, B, respectivement.

(1) u = v si, et seulement si, A = B.

(2) u = 0 si, et seulement si, A = 0,,%1.

Démonstration. Posons

ai by
A= : , B= : , ol a;,b; € K.

Qn bn

D’apres la définition, u = ajuy + - - - + a,u, et v = byuy + - - - + bpuy,.

(1) En vue de 'unicité des coordonnées, u = v si, et seulement si, a; = b;, pour i =
1,...,n, si et seulement si, A = B.

(2) La colonne des coordonnées de Op dans la base {uq,...,u,} est 0,x;. D’apreés la

partie (1), u = Og si, et seulement si, A = 0,,x;1. Ceci acheve la démonstration du lemme.
Plus généralement, on a la notion suivante.

4.3.4. Définition. Soit {uq,...,u,} une base de E. Soient vq,...,v, € E dont les
colonnes des coordonnées dans {uy,...,u,} sont A;, ..., A, respectivement. On appelle la
matrice des coefficients

(Al T Am) € Mnxm(K>

{v1,ey0m }

matrice des coordonnées de {v1, ..., v} dans {ui, ..., u,}, notée Py " l-
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Remarque. (1) Par définition, on a

(Ul, c. ,Um) = (ula R 7un)P{{11)11:.'....:ZT:§’

ceci est illustré par le diagramme

{Ul 77777 ”m}
{ug,..., un }

{UIJ e ,Un}ﬁ{vh' T 7Um}'
(2) Si m =1, alors P{{;jl}m up} €5t la colonne des coordonnées de v dans {uy, ..., u,}.
Exercice. Soit {uy, u, us} une base de R*. Donner P{{Sf;;i?)}

Solution. Comme
Uz = O'Ul -+ O'UQ -+ 1"LL3

up = 0-up + 1-uy + 0-ug,

on a
0 0
{us,uz} i
{uiu;,ug}_ 0 1
10
C’est-a-dire,
00
(u3,ug) = (ur,ug,u3) | 0 1
10

Exercice. Considérons la base non canonique {ej1, €99, €91, €12} de l'espace réel My(R).
Trouver les matrices Ay, Ay, A3 € My(R) telles que

1 57

{A17A27A3} _ 4 ]_ 3

{e11,e22,e21,e12} 3 92 0

2 01

Solution. Par hypothese, on a
1 57
4 1 3
Aq, As, A3) = (eq1, €99, €01, €

(A1, Az, As) (11222112)320
2 01

Ceci nous donne
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w =
=~ N

A1:1'611+4'€22+3'621+2'612=(

)
)

7 1
Ag:7'611+3'€22+O'621+1'612:<0 3)

b}
2

= O

AQ:5'611+1'622+2'621+0'612:(

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du lemme 4.3.2.

4.3.5. Lemme. (1) Sivy,...,v, € K™, alors la matrice des coordonnées canoniques
de {v1,..., v} est (v1--vp).

(2) Si wy,...,w, € K", alors la matrice des coordonnées canoniques de {wy, ..., w,}
est (wl -+ wl).

Exemple. (1) Considérons

1 —2 1
V1 = 0 , Vg = 2 , V3 = 3 , Vg = 0 ER(?)).
1 —2 —4 3

La matrice de la famille {v;,vs, v3,v4} dans la base canonique de R® est

2 1 =21
0 2 30
1 -2 —4 2

(2) Considérons
wy = (1,2,0),wy = (2,1,3),ws = (5,3,4),wy = (1,1,0) € Q°.

La matrice des coordonnées de {wy, ws, w3, w,} dans la base canonique de Q3 est

1 251
(wi wiwiwf)=121 3 1
03 40

Le résultat suivant dit comment utiliser la matrice des coordonnées pour déterminer si

I'un vecteur est une combinaison linéaire ou non d’une famille de vecteurs donnée.
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4.3.6. Théoréme. Soit {u;,...,u,} une base de E. Considérons vy,...,v,;v € E. Et
posons A = Pf;llz:l}} et B = P{{;jl},..‘,un}' Alors
(1) v =1v1 + -+ + QpUy, avee aq, -+, oy, € K si, et seulement si,
aq
Qm
est une solution du systeme AX = B.
(2) v est une combinaison linéaire de vy, ... vy, si, et seulement si, rg(A) = rg(A|B).
Démonstration. (1) Par définition, (vy,...,v,) = (uq,...,u,)A. Pouraq,...,ap, € K,
d’apres la proposition 4.2.2, on voit que
aq 051
a1vy + - F Ay = (V1,2 Un) : = (Uug,...,up)A
(07 7%
D’ou,
a
{alvl‘i’""i’amvm} .
P{u17~~7un} — A
am

D’apres le lemme 4.3.3(1), v = ayv; + -+ + Uy, si, et seulement si,

P{a1v1+~--+amvm} _ piv}
{ula---7un} o {uly---vun}
si, et seulement si,
aq
A =B
Qm
si, et seulement si,
Qaq
Qm

est une solution du systeme AX = B.

(2) D’apres ’énoncé (1), v est une combinaison linéaire de vy, ... v, si, et seulement si,

AX = B est compatible. D’apres le théoreme 3.12, cette derniere condition est équivalente

arg(A) =rg(A|B). Ceci acheve la démonstration du théoreme.
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Exercice. Considérer I'espace vectoriel rationnel Qs[z] et ses vecteurs
fi=2—a+2* fo=1+2—-22% f=3+z+ar’

Trouver la valeur de a pour que f s’exprime comme une combinaison linéaire de fi, fo; et
dans ce cas, donner une expression explicite.

Solution. Considérons la base canonique {1,z, 2%} de Qs[z]. On a

2 1 3
pivd = -1 1 | =4 P =|1|=8B
1 -2 a

Considérons le systeme AX = B. Comme la matrice augmentée (A | B) s’échelonne a la

matrice
-1 1 1
0 1| a+1
0 0[3a+38
D’apres le théoreme 4.3.6(2), f est une combinaison linéaire de fi, fo si, et seulement si,
3a + 8 = 0 si, et seulement si, a = —%. Dans ce cas, on voit que (%, g) est une solution du

systeme AX = B. En vertu du théoreme 4.3.6(1), on obtient

2
V= —Ui + —Us.

3 3

Le résultat suivant nous dit comment utiliser la matrice des coordonnées pour déterminer

si une famille de vecteurs est libre ou liée.

4.3.7. Théoreéme. Soit {ui,...,u,} une base de E. Considérons vy,...,v,, € E, et
_ pi{vi,vm}
posons A = P{m’m’un} )

(1) Les trois conditions suivantes sont équivalentes.
(a) {v1,..., v} est libre.

(b) Le systeme homgogene suivant n’a que la solution nulle
AX =0.

(c) rg(A) = m, le nombre de colonnes de A.
(2) Sim > n, alors {vy,...,v,} est toujours liée. C’est-a-dire, si {vy,...,v,} est libre,
alors m < n.
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Démonstration. La famille {vq, ..., v, } est liée si, et seulement si, il existe aq, ..., a, €
K, non tous nuls, tels que

auy + -+ oy, = Op.

Comme P{{SIE'}“ wn) = Onxt, d’apres le théoreme 4.3.6(1), cela est équivalent a

a1

On

est une solution non nulle du systeme homogene AX = 0,«1. Ceci montre 1’équivalence des
énoncés (a) et (b). D’apres le théoreme 3.14(1), les énoncés (b) et (c) sont équivalents.
(2) Supposons que m > n. Alors rg(A) < min{m,n} = n < m. Comme les énoncés (1)

et (3) sont équivalents, {vy,...,v,} est liée. Ceci acheve la démonstration du théoreme.

Exemple. Comme {1,i} est une base de g C. Tous les trois complexes sont linéairement

dépendants sur R.

Exercice. Soient fi = 1 +4x + 722, fo = 2+ 5x + 822, f3 = 3 + 6z + 922 € Qsx].
Déterminer si { f1, fa2, f3} est libre ou liée.

Solution. Considérant la base canonique {1, z,2?} de Q4[z], on a

1 2 3
P = | 4 5 6 | =4,
789
qui s’échelonne a
1 23
01 2
000

Donc, rg(A) = 2 < 3. D’apres le théoreme 4.3.7, {f1, fa, f3} est liée.

Le résultat suivant est un cas particulier des théoremes 4.3.6 et 4.3.7, qui donne une autre

preuve de la premiere partie du théoreme 3.12.

4.3.8. Théoréme. Soit A € M,,,,(K) de colonnes A,,..., A, € K™,
(1) La famille {Ay, ..., A,} est liée si, et seulement si, rg(A) = n.

(2) Pour tout B € K (m) les conditions suivantes sont équivalentés:

(a) B est une combinaison linéaire de Ay, ..., A,.
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(b) Le systeme AX = B est compatible.
(c) rg(A) =rg(A | B).

Démonstration. Posons A = (A;---A,,), ot Ay,..., A, € K™ D’apres le lemme
4.3.5(1), A= P{{éi’;";ﬁ}, ot {e1,...,en} est la base canonique de K (™).

(1) D’apres le théoreme 4.3.7(3), {A1,..., A, } est libre si, et seulement si, rg(A) = n.

(2) D’apres le lemme 4.3.2(1), P{{ji_ﬁm} = B. D’apres le théoreme 4.3.7(2), B est une
combinaison linéaire de Ay, ..., A, si, et seulement si, le systeme AX = B est compatible

si, et seulement si, rg(A) = rg(A|B). Ceci acheve la preuve du théoreme.

Exercice. Considérons la matrice réelle

2 1 -2
2
- 0 3
1 -2 a
2 3 1

Donner les valeurs de a pour que les colonnes de A soient linéairement indépendantes.

Solution. On voit que A s’échelonne a

1 -2 a
0 1 —2a-28
0 0 4a+19
0 O 0

D’apres le théoreme 4.3.8(1), les colonnes de A sont linéairement indépendantes si, et seule-

ment si, rg(A) = 3 si, et seulement si, a € R\{—2}.
4.4. Dimension

Partout dans cette section, on se fixe E un K-espace vectoriel. D’apres le théoreme 4.2.12,
E admet toujours des bases. Bien que les bases de E ne soient pas uniques en général, on a

le résultat suivant.

4.4.1. Théoréme. Toutes les bases de F ont le méme nombre (peut-étre 'infini) de
vecteurs. Ce nombre commun s’appelle dimension de E, noté dim(FE).
Démonstration. Si F = {0g}, alors la famille vide est la seule base de E. Supposons

maintenant que E est non nul. Soient U et B deux bases de E, qui sont toutes non vides. Si
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U et B sont toutes infinies, alors le résultat est valide. Supposons que I ou B est fini, disons
U ={uy,...,u,} avec n > 0. Comme B est libre, d’apres le théoréme 4.3.7(2), |B| < n. En
particulier, B est fini. De méme, |U| < |B|. D’ou, |B| = |[U|. Ceci acheve la démonstration

du théoreme.

Remarque. On dit que F est de dimension infinie s’il admet une base infinie; et de
dimension finie s’il admet une base finie.

Exemple. (1) dimgC = 2. En effet, gC a pour base {1,}.
(2) Par contre, dim ¢C = 1. En effet, ¢C a pour base {1}.
(3) Pour m,n > 1, dimM,,«,(K) = mn. En effet, M,,.,(K) a pour base

{e;jli=1,...,myj=1,...,n}

(4) En particulier, dim K™ = dim K™ = n, pour tout n > 1.
(5) Pour tout n > 1, dimK,,[x] = n. En effet, K,[z] a pour base {1,z,...,2""1}.

Exercice. Considérons le K-espace vectoriel
Klz] = {ap + a1z + - - + apx™|m > 0;a9,a4,...,a, € K}.

Vérifier que K[x] est dimension infinie.

Preuve. D’abord, on a vu que X = {1,z,...,2" ..., } est une famille libre infinie de
K|[x]. Maintenant, tout f(z) € K[x] s’écrit

flx)=ap+ax+- - +apx" =ap-1+ay -+ +ay, 2"

ol ag,...,a, € Kt 1,z,...,2™ € X. Ainsi, X est une base infinie de K|[z]. Par définition,

K|[x] est de dimension infinie.

Exercice. Montrer que dim(F) = 0 si, et seulement si, £ = {0g}.
Démonstration. Si £ = {0g}, alors I'emsemble vide () est la base de E, et donc
dim(E) = |@| = 0. Si E est non nul, alors il a une base non vide B. D’ou, dim(FE) = |B| > 0.

Le résultat suivant dit que la dimension d'un espace vectoriel de dimension finie est le

plus grand nombre de vecteurs linéairement indépendants.

4.4.2. Lemme. Si F est de dimension n(> 0), alors
(1) toute famille de plus que n vecteurs de E est liée;

(2) toute famille libre de n vecteurs de E est une base.
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Démonstration. Soit dim(E) = n. D’abord, supposons que n = 0. Alors £ = {0g}.
Une famille de 0 vecteur est la famille vide, qui est la base de E. En outre, toute famille
d’au moins un vecteur contient Og, qui est liée. Donc, le lemme est valide dans ce cas.

Supposons maintenant que E admet une base B = {us,...,u,}, ou n > 0. D’apres le
théoreme 4.3.8, I’énoncé (1) est valide. Enfin, supposons que V = {vy,...,v,} est une famille
libre. Si V n’est pas une base de E, alors il existe un vecteur v, ; € E, qui n’est pas une
combinaison linéaire de vy,...,v,. D’aprés la proposition 4.2.7, {vy,...,v,,v41} est une
famille libre de n + 1 vecteurs, une contradiction a ’énoncé (1). Ceci acheve la preuve de

I'énoncé (2) et celle de du lemme.

Exemple. (1) Le K-espace K,[z] est de dimension n. Ainsi, toute famille de n + 1
polynomes de degré < n est liée.

(2) Le K-espace M,,x,(K) est de dimension mn. Ainsi, toute famille de mn + 1 matrices
de type m X n est liée.

(3) Considérons lespace réel R®. On a vu que

t=() == ()}

est libre. Comme dim(R®) = 2, il s’agit d’une base de R®.

Une base d’un espace vectoriel satisfait a deux conditions énoncées dans la définition
4.2.10. Maintenant, on étudiera les familles de vecteurs qui ne satisfait qu’a une de ces deux

conditions.

4.4.3. Proposition. Si E est de dimension finie, alors toute famille libre de vecteurs de
E est contenue dans une base de E.

Démonstration. Supposons que dim(E) = n. Soit U = {vy,...,v,,} une famille libre.
D’apres le lemme 4.4.2(1), m < n. On procede par récurrence sur 7 = n —m > 0.

Sir =0, alors m = n, et d’apres le lemme 4.4.2(2), U est une base de E.

Supposons que r > 0 et le résultat est vrai pour r — 1. D’apres le théoreme 4.4.1, U
n’est pas une base de E. Donc, E a au moins un vecteur v, qui n’est pas une combinaison
linéaire de vy, ...,v,. D’apres la proposition 4.2.7, V = {vq,...,v,,v} est libre. Comme
n — |V| = r — 1, d’apres 'hypotheése de récurrence, V est contenue dans une base de E,
et donc, U est contenue dans cette méme base de E. Ceci acheve la démonstration de la

proposition.
Exercice. Considérons l'espace vectoriel réel C. Donner une base de gC contenant 2+ 3.
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Solution. D’apres le lemme 4.2.6(1), {2+ 3} est libre. On voit aisément que 2 —3i n’est
pas un multiple de 2 4 3i. D’apres la proposition 4.2.7, {2 + 3i,2 — 3i} est libre. Comme
dimgC = 2, d’apres le lemme 4.4.2(2), {2 + 3i,2 — 3i} est une base de gC.

4.4.4. Proposition. Soit & une famille finie de vecteurs de E telle que tout vecteur de
E est une combinaison linéaire de vecteurs de /. Alors U contient une base de F.

Démonstration. Si £ = {0g}, alors la famille vide est une base de E contenue dans U.

Supposons que E est non nul. Alors U contient au moins un vecteur non nul u. D’apres
le lemme 4.2.6(1), {u} est une sous-famille libre de U. Soit n le plus grand nombre tel que
U a une sous-famille libre de n vecteurs, notée {uy,...,u,}. Si U contient un vecteur v qui
n’est pas une combinaison linéaire de uy, ..., u,, d’apres la proposition 4.2.7, {uy, ..., u,, v}

est une sous-famille libre de n + 1 vecteurs de U. Ceci contredit la maximalité de n. Donc,

tout vecteur de U est une combinaison linéaire de uq, ..., u,.

Soit u € E. Par ’hypothese, u = ayv; +- - -+ a v, ou vy, ..., v, € U. Comme chaque v;
est une combinaison linéaire de uq, . . ., u,, d’apres la proposition 4.2.2, u est une combinaison
linéaire de wuy,...,u,. Dou, {uy,...,u,} est une base de F contenue dans U. Ceci acheve

la démonstration de la proposition.

Le résultat suivant est tres pratique pour déterminer si une famille de vecteurs est une

base ou non.

4.4.5. Théoréme. Soit E de dimension n > 0, dont {ui,...,u,} est une base. Si
vy, ...,0, € E, alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) {v1,...,v,} est une base.

(2) {v1,...,v,} est libre.

(3) Tout vecteur de E est une combinaison linéaire de vy, ..., vy,.

(4) {{511’ Z:% est inversible.

Démonstration. D’abord, par définition, I’énoncé (1) implique les énoncés (2) et (3).
Supposons que 1’énoncé (2) ou (3) est valide. D’apres les propositions 4.4.3 et 4.4.4, il existe
une base B de E telle que {vy,...,v,} C B, ou bien, B C {vy,...,v,}. Comme dim(E) = n,
on a |B| =n. Ainsi {vq,...,v,} = B, ce qui est une base de E. Ceci montre 1'équivalence
des trois premiers énonceés.

Enfin, {v1,...,v,} est une base si, et seulement si, {v,...,v,} est libre si, et seulement

P{{;IIZ"% est de rang n si, et seulement si, P{{;’i Z”i est inversible. Ceci acheve la

demonstratlon du théoréme.

Exercice. Vérifier laquelle des familles suivantes est une base de I’espace vectoriel donné.
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(1) {v1 = (1,2,1),v5 = (2,1,3),v3 = (3,3,4)} C R®.
) {fi=1+4a,fo=2+z, fs =3+z+22} C Ryfz].

Solution. (1) Considérons la bse canonique {ey, 5, e3} de R®. D’aprés le lemme 4.3.5(2),

123 123
{{;1,;22,;1;3}} =@lvloly= 213 |=1]011
1 3 4 000
Ainsi P {{:11;1;2;23}} n’est pas inversible. D’apres le théoreme 4.4.5(4), {v1,vs,v3} n’est pas une
base de R3.

(2) Considérons la base canonique {1, x, 2%} de R3[z]. On voit que

12 3 1 2 3
P~ 111 | =|0 -1 -2
001 0 0 1

D’apres le théoreme 4.4.5(4), {f1, f2, f3} est une base de Rs[x].

Exercice. Augmenter la famille {u; = (1,2,1),us = (2,1,1)} & une base de R®.
Solution. On veut trouver un vecteur uz = (a,b,c), qui n’est pas une combinaison

linéaire de up, up. D’apres le lemme 4.3.6(2), on a

1 2
() _. {us}  _ _.
{e1,e2,e3} 2 1 = Aet P{el,eg,eg} = b =: B.
11 c
Or (A | B) s’échelonne a
1 2 a
01 a—c

0 O0la+b—3c
E particulier, rg(A) = 2, et donc {uy,us} est libre.

En outre, si 'on prend par exemple a = 0,b =1 et ¢ = 0, alors a + b — 3¢ # 0, et donc,
rg(A) < rg(A | B). D’apres le théoreme 4.3.7(2), us n’est pas une combinaison linéaire de
u1,uy. En vertu de la proposition 4.2.7, {uy, ug, us} est libre. Comme dim(R?) = 3, d’apres
le théoréme 4.4.5(2), {u1, uz, us} est une base de R®.

4.5. Matrice de passage
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Partout dans cette section, on se fixe ' un K-espace vectoriel de dimension finie positive.

4.5.1. Définition. Soient {ui,...,u,} et {vy,...,v,} deux bases de E. La matrice des

coordonnées de la deuxieme base dans la premiere base

{'Uly---ﬂ)n}
{u1,eytin }
s’appelle matrice de passage de {uy, ..., u,} vers {vy,...,v,}, illustré par
Zhe!
{ur, - un} ————=A{v1,- -, vn}
Remarque. D’apres le théoréeme 4.4.6(4), la matrice de passage P{‘{;l;):% est toujours
inversible.
Exemple. (1) La matrice de passage d'une base {ui, ..., u,} vers {uy,...,u,} est I,.

(2) L’espace vectoriel réel gC a pour bases {1,i} et {2 4 34,1 — 5i}. La matrice de passage

de {1,i} vers {2+ 3i,1 — 5i} est, par définition, la matrice des coordonnées

A 2 1
P{2—.~_3171_5Z} _ '
L) 3 -5

(5 )

Si E est 'un des espaces vectoriels de dimension finie ayant une base canonique, alors il

C’est-a-dire,

{1,4}

{2+ 3i,1 - 5i}.

est trivial de trouver les coodonnées d’un vecteur dans la base canonique. Le résultat suivant
nous dit comment trouver les coordonnées d'un vecteur dans une base non canonique a l’aide

de la matrice de passage.

4.5.2. Proposition. Soient {uy,...,u,} et {v1,...,v,} deux bases de E. Soit P

la matrice de passage de {ui,...,u,} vers {vy,...,v,}. Si {wy,...,wy,} est une famille
ordonnée de vecteurs de E avec P{{xlf::‘;sz?} = A, alors

P{wl,...,wm} o P_IA.

{vi,.on} T
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Ceci est illustrée par le diagramme commutatif

{ug, ..., u,} P {Ul,....,vn}
A %PilA
y
{wla 7wm}
Démonstration. Par hypothese, (vy,...,v,) = (uq,...,u,)P. D’ou

(V1,0 P = (U, un)PYP™E = (ug, .. ) (PP7Y) = (ug, . un) Ly = (U, ).

{wi,..,owm}
Comme P{u1 77777 I A, on a

(Wi, ..., wp) = (ug, ..., un)A = ((v1,...,0,) P A= (vy,...,0,) (P LA).
Do, P 7:’”} = P71 A. Ceci acheve la démonstration de la proposition.

Remarque. Lorsque m = 1, le résultat ci-dessus donne le changement des coordonnées

d’un vecteur dans deux bases.

Exercice. Considérons 'espace rationnel Qs[z|. Trouver les coordonnées du polynéme
f =4+ 5z + 322 dans la base {1 + z,2 + z,3 + x + 2?}.

Solution. La matrice de passage de {1,z, 2%} vers {1+ x,2 + z,3 + x + 2°} est

1 2 3
P=111
0 01

Or la colonne de f dans {1, z,z?} est

Ainsi la colonne de f dans la base {1 +z,2 + x,3 + = + 2%} est

-1 2 1 4 9
P'B = 1 -1 -2 5 1= -7
0 0 1 3 3
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Ceci signifie que

f=9014+2)—72+2)+303+x+2%) =4+ 51 — 42,

Etant un cas particulier de la proposition 4.5.2, le résultat suivant nous permettra de

trouver la matrice de passage d’'une base quelconque vers une autre base quelconque.

4.5.3. Corollaire. Soient {us,...,u,}, {v1,...,v,} et {wy,..., w,} trois bases de E.
Si P et @ sont les matrices de passage de {uy, ..., u,} vers {vy,...,v,} et vers {wy,...,w,}
respectivement, alors la matrice de passage

(1) de {vy,...,v,} vers {uy,...,u,} est P71

(2) de {vy,...,v,} vers {wy, ..., w,} est P71Q, ceci est illustrée par le diagram
{ug, ..., uy} P {vl,....,vn}
Q e
v
{’wl, . ,U}n}.

Exercice. Considérons les bases de I'espace réel R? suivantes:

{u; = (1,1,0), ug = (2,1,0),u3 = (3,1,1)}; {v1 = (0,1,1), vp = (1,0,1),v3 = (1,1,0)} .
Trouver la matrice de passage
(1) de {uy,uz,uz} vers la base canonique {eq, es, e3};
(2) de {uy,us, us} vers {vy, vy, v3}.

Solution. On voit que les matrices de passage de la base canonique {ej,es, €3} vers
{uy,ug,us} et vers {vy,ve,v3} sont respectivement

12 3 01 1
P=(111], Q=101
00 1 110

(1) D’apres le corollaire 4.5.3(1), on voit la matrice de passage de la base {u;, ug, us} vers
la base {ej, eq, €3} est

-1 2 1
Pl = 1 -1 -2
0o 0 1
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Ceci signifie que

er. = (=1)-uy + 1-us 4+ 0-us
€y = 2'U1 -+ (—1) cUy  + O'U3
€3 = 1- U + (—2) “ Uy + 1- us.

(2) D’apres le corolaire 4.5.3(2), on voit que la matrice de passage de la base {uy, us, us}

vers la base {vy, vo,v3} est

-1

1 2 3 011 -1 2 1 011 3 01
1 11 1 01 |= 1 -1 =2 101 |=| -3 —-120
0 01 1 10 0 0 1 1 10 1 10

Ceci signifie que
v = 3-u; + (=3)-uy + 1-ug

V3 —= 1'U1

4.6. Sous-espaces vectoriels

Partout dans cette section, on se fixe un espace vectoriel F sur K.

4.6.1. Définition. Un sous-ensemble non vide F' de E s’appelle sous-espace vectoriel
ou simplement, sous-espace) si, pour tous u,v € F et a € K, les deux conditions suivantes
impl t i t Fet K, lesd diti i t

sont vérifiées:
(1) au € F;
(2) u+veF.

Remarque. Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors
(2) F est un K-espace vectoriel pour les opérations induites de celles de E' comme suit:

KX F— F:(a,u)— au

+ FXF—F:(uv)—u+o.
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En particulier, O = 0.

Exemple. (1) Il est évident que FE est aussi un sous espace de E. En outre, {0z} est un
sous-espace vectoriel de E, appelé sous-espace nul de E. Les sous-espaces {Og} et E sont
dits triviauz.

(2) F ={(z,9,0) | z,y € R} est un sous-espace de R3.

En effet, F' est non vide car (0,0,0) € F. Si (z,y,0), (2/,¢,0) € F, a € R, alors

(x,y,0) + (2',4,0) = (z + 2",y +¥,0), a- (z,y,0) = (e, ay,0) € F.
Par définition, F' est un sous-espace de R3.

Exercice. Vérifier si les ensembles suivants sont des sous-espaces de R? ou non.

(1) F={(z,y) e R? | 22 +y*> = —1}.

(2) G={(n,n) eR?* | neZ}.

(3) H={(x,y) e R* |z =0 o0uy=0}

Solution. (1) Comme F est vide, il n’est pas un sous-espace de R.

(2) On voit que (1,1) € G et 5(1,1) = (3,3) € G. Clest-a-dire, G n’est pas stable la
multiplication par un scalaire, et donc, G n’est pas pas un sous-espace de R2.

(3) On voit que (1,0),(0,1) € H et (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ H. Ainsi, H n’est pas stable
pour l'addition, et donc, H n’est pas un sous-espace de R2.

4.6.2. Proposition. Soit I’ un sous-ensemble non vide de E. Les conditions suivantes
sont équivalentes.

(1) F est un sous-espace vectoriel de F.

(2) Siu,v € Feta,pe K, alors au+ fv € F.

(3) Siuy, --u, € Fetay, ---a, € K,our >1, alors aqu; + -+ + ou,. € F.

Démonstration. Supposons que 1’énoncé (1) est valide. Si u,v € E et o, f € K, alors
au, fv € F, et donc, au + Bv € F. Donc, I'énoncé (2) est valide.

Supposons que ’énoncé (2) est valide. Soient uq,---u, € F et ay,--- . € K avec r > 1.
Sir =1, alors ayu; = aquy +0guy € F. Supposons que 7 > 1 et I'énoncé (3) est valide pour
r — 1. En particulier, ayu; + -+ a,_1u,_1, o,u, € F. D’ou

Qg + - A 0oy F oy = 1 (0quy + - o upy) + uy € F.

Ceci montre que I’énoncé (3) est valide.
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Enfin, supposons que I’énoncé (3) est valide. Si u,v € F et a € K, alors au € F et
u+v=1g-u+1g-v € F. Cest-a-dire, F' est un sous-espace vectoriel de E. Ceci acheve

la démonstration de la proposition.

Exercice. Vérifier que R? admet un sous-espace vectoriel
F ={(r,y) € R* | 2z + 3y = 0}.

Démonstration. Supposons que v = (z,y),v = (/,y') € F et a,f € R. Alors
au + Bv = (ax + ', ay + By') € R? est tel que

2(ax + B2') + 3(ay + ByY') = a2z + 3y) + B(22" + 3y') = a0 + S0 = 0.
Ainsi, cu + fv € F. D’apres la proposition 4.6.2, F est un sous-espace vectoriel de R?.

4.6.3. Proposition. Soit F' un sous-espace de E.

(1) dim(F) < dim(FE).

(2) Si E est de dimension finie, alors dim(F) = dim(FE) si, et seulement si, F' = F.

Démonstration. Si E est de dimension infinie, il est évident que dim(F) < dim(E).
Supposons maintenant que dim(E) = n. On prend une base U de F. Alors, U est une famille
libre de vecteurs de E. D’apres le lemme 4.4.2(1), |U| < n. D’ou, dim(F) = r < dim(E).

Supposons que dim(F) = dim(£) = n. Alors F' admet une base 4 = {uy,...,u,}. En
particulier, U est une famille libre de n vecteurs de E. D’apres le lemme 4.4.2(2), U est une
base de E. Ainsi tout u € E s’écrit u = ajuy + - - - + ayu,, ; € K. Comme u; € F', d’apres
la proposition 4.6.2(3), u € F. Ceci montre que F C F, et donc, F = E. La preuve de la

proposition s’acheve.

Remarque. La proposition 4.6.3(2) n’est pas vraie si F est de dimension infinie. Par

exemple, le K-espace vectoriel de dimension infinie K[z] a un sous-espace vectoriel
F={aiz+ - +apz™ |m>1lay,...,a, € K}.

On voit que Y = {z, 2% --- 2™, -} est une base de F. Ainsi, dim(F') = oo = dim(K|z]).
Mais, il est claire que F' # K|x].

Un sous-espace vectoriel F' de R™ avec n > 1 s’appelle droite vectorielle si dim(F') = 1;

et plan vectoriel si dim(F) = 2.

Exemple. (1) Si F est un sous-espace non trivial du plan R?, alors F' est une droite

vectorielle.
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En effet, {(0,0)} ¢ F ¢ R D’apres la proposition 4.6.3(2), dim{(0,0)} < dim(F) <
dim(R?). C’est-a-dire, 0 < dim(F) < 2. D’on, dim(F) = 1.
(2) Si F' est un sous-espace non trivial de R?, alors F' est une droite vectorielle ou un

plan vectoriel.
En effet, {(0,0,0)} ¢ F C R*. D’apres la proposition 4.6.3(2), dim{(0,0,0)} < dim(F) <
dim(R?). C’est-a-dire, 0 < dim(F) < 3. D’ott, dim(F) = 1 ou 2.

4.6.4. Proposition. Soit I/ une famille non-vide de vecteurs de E. L’ensemble
<U>={ag+ - au. |r>1u,...,u. €EUsaq,...,00 € K}

est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant U, appelé sous-espace engendré par U.

Démonstration. Siu € U, alors u =1 -u €< U > . D’ou, U C< U > . Considérons
u,v E< U > et o, € K. Comme u,v sont deux combinaisons linéaires de vecteurs de
U, d’apres le lemme 4.4.4, au + fv est aussi. C’est-a-dire, au + v €< U > . D’apres la
proposition 4.6.2(2), < U > est un sous-espace de E contenant U.

Supposons que F' est un sous-espace de E contenant U. Pour tout u e< U >, on a
U=ao1+- -l Q,...,0, € Kuy, ... u, €U.

Comme uy,...,u, € F, d’apres la proposition 4.6.2(3), v € F. Donc, < U >C F. Clest-
a-dire, < U > est le plus petit sous-espace de E contenant . La preuve de la proposition

s’acheve.

Remarque. (1) Le sous-espace nul {0z} est le plus petit sous-espace de E contenant la

famille vide (). On pose, par convention, < () >= {0g}.

(2) SiU = {uy,...,u,}, alors

<U>={oqus + -+ agu, |ag,...,0n € K} =< up, ... u, > .

(3) Une famille B de vecteurs de E est une base si, et seulement si, B est libre et E est

engendré par B.

(4) Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors < F' >= F.

Exercice. Considérons I'espace vectoriel réel C|0, 27]. Vérifier, pour tout entier n > 1,

que sint €< 1,¢,...,t" 1 >,
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Solution. Supposons au contraire que sint €< 1,¢,....t" 1 > Alors, il existe o, oy,
oo 0,1 € R tels que

sint = ag + gt + -+ - 4+ a,_1t""!, pour tout t € [0, 27].

En dérivant les deux cotés 2n fois, on obtient (sint)?” = 0. C’est-a-dire, (—1)"sint = 0, et

donc, sint = 0, une contradiction. Ceci montre que sint €< 1,¢,...,t"" 1 >.

Le résultat suivant sera pratique pour le calcul de sous-espaces d’un espace vectoriel

engendrés par des familles finies de vecteurs.

4.6.5. Corollaire. Soient U/ et V des familles de vecteurs de E. Si tout vecteur de V
est combinaison linéaire de vecteurs de U, alors <V >C< U >.

Démonstration. Supposons que tout vecteur de V est une combinaison linéaire de
vecteurs de U. Alors, V C< U >. Donc, < U > est un sous-espace de E contenant V.
Comme < V > est le plus petit sous-espace de E contenant ) par la propsotion 4.6.4, on

voit que < V >C< U >. Ceci acheve la démonstration du corollaire.

On étudiera comment trouver une base d'un sous-espace engendré par une famille finie
de vecteurs. On commence par un cas particulier, qui découle facilement de la définition

d’une base.

4.6.6. Lemme. Si U est une famille de vecteurs de F, alors U est une base de < U >

si, et seulement si, U/ est libre.
Exemple. (1) Si u € R? est non nul, alors
<u>={au|aeR}
est la droite de R® passant u. En effet, comme u est non nul, d’apres le lemme 4.2.6(1), {u}

est libre. D’apres le lemme 4.6.6, {u} est une base de < u >. D’ou, dim < u >= 1.

(2) Si u,v € R? ne sont pas co-lindaires (c’est-a-dire, ils ne se trouvent dans une méme
droite), alors
<u,v>={ou+pv|a,f R}

est le plan passant par u et v. En effet, comme u,v ne se trouvent dans une méme droite,
aucun de u, v n’est un multiple de 'autre. d’apres le lemme 4.2.6(2), {u, v} est libre. D’apres

le lemme 4.6.6, {u,v} est une base de < u,v >. D’on, dim < u,v >= 2.

139



Exemple. Considérons l'espace vectoriel réel C|0, 27].
(1) Soit F' =< sint,cost >. Comme {sint,cost} est libre, elle est une base de F.

(2) Soit G =< sinnt | n € Z >. Comme {sinnt | n > 1} est libres, elle est une base
infinie de G.

Si F =< vy, ,v, >, dapres la proposition 4.4.5, {vy,...,v,,} contient une base
{vj,,---,v;,} de F,ou 1 < ji < ja < -+ < j, < m. Le résultat suivant nous dit com-
ment trouver ces indices jy, ..., j, dont la preuve est omise.

4.6.7. Théoreme. Soit F' un sous-espace de E engendré par des vecteurs vy, ..., v,,. On
choisit une base {us,...,u,} de E, calcule A = Pf;’;i:]}:, et trouve une forme échelonnée
B de A. Si les pivots de B se trouvent dans les colonnes ji, - -, j., alors {v;,, -+ ,v; } est

une base de F. En particulier, dim(F) = rg(A).
Exercice. Soit
F={(a+2b+2c)+ (a+2b+c)x — (2a + 4b)2® + (a + 2b + 2¢)x* | a,b,c € Q}.

Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de Qu[z], et trouver une base de F.

Solution. On voit que

(a+2b+ 2c) + (a+2b+ c)xr — (2a + 4b)2* + (a + 2b + 2¢)a3
= a(l+xz— 222+ 23) + b(2 + 2x — 42% + 22°%) + (2 + x + 223).

Posant f; =1+ x — 222 + 23, fo = 2+ 22 — 42? + 223, f3 = 2+ 2 + 223, on voit que
F:{af1+bf2+0f3|a,b,C€Q}:< f17f27f3>-

Maintenant, la matrice des coordonnées canoniques de fi, fa, f3 est la matrice

1 2 2
1 2 1
A=
-2 —4 0
1 2 2
Cecl se réduit a la matrice échelonnée
1 2 2
0 01
B—
0 00
0 00
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Les pivots de B se trouvent dans la premiere et la troisieme colonnes. d’apres le théoreme
4.6.7, { f1, f3} forment une base de F'.

4.6.8. Définition. Les opérations suivantes sur une famille ordonnée {vy,...,v,,} de
vecteurs de E s’appelle opérations élémentaires.

Type 1: Permuter deux vecteurs, noté v; <> v;.

Type 2: Additionner a un vecteur un multiple d'un autre vecteur, noté v; + av;.

Type 3: Multiplier un vecteur par un scalaire non nul de K, noté av;.

En outre, on dit qu'une famille ordonnée {vy,...,v,,} se réduit & une autre famille or-
donnée {wy, ..., w,} si cette derniére est obtenue a partir de la premiere par une suite finie

d’opérations élémentaires.

Remarque. (1) Les opérations élémentaires sur les familles ordonnées de vecteurs sont
toutes inversibles.

(2) La notion d’opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice est un cas particulier
de la définition 4.6.8.

Exemple. Dans l'espace vectoriel réel Rs[z], on a
{1+ 22+ 32,2+ 32°} v {1422 2+ 24° 2+ 327}

{142 — 2%z + 227,27} R {142,227} =% {1,0,2°}.

4.6.9. Théoréme. Soient V = {vy,...,v,} et W = {wy,...,w,} deux familles or-
données de vecteurs de E. Si V se réduit a W, alors

(1) <V >=<W >;

(2) V est une base de E si, et seulement si, VW est une base de E.

Démonstration. On peut supposer que V se réduit a VW par une seule opération
élémentaire T

(1) On voit aisément que chacun des w; est une combinaison linéaire de vy, ..., Vp,.
D’apres le corollaire 4.6.5, < W >C< V >. D’autre part, comme W se réduit a ) par
T-' onaaussi<V >C<W>. Dotl, <V >=< W >.

(2) D’apres le théoreme 4.4.6(3), V est une base de FE si, et seulement si, dim(E) = m
et E =< vy,...,v, >. D’apres ’énoncé (1), cette derniere condition est équivalente a
dim(F) =m et E =< wy,...,wy, > si, et seulemt si, {wy,...,w,} est une base de E. Ceci

acheve la démonstration du théoreme.
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Exemple. Considérons 'espace vectoriel réel Rz[z]. Comme {1 + z — 22,2 + 3z, z + 322}

se réduit & la base canonique {1, x, 2%}, d’apres le théoreme 4.6.9, elle est une base de Rs[z].
4.7. Sous-espaces associés a une matrice

L’objet de cette section est d’étudier trois sous-espaces associés a une matrice donnée.
En particulier, on montrera que les formes échelonnées d’'une matrice ont le méme nombre

de pivots, un résultat accepté sans démonstration dans la section 2.3.

4.7.1. Théoréme. Soit un systeme homogene sur K a n inconnues
AX =0.

L’ensemble A(A) des solutions est un sous-espace vectoriel de K™, Afin de trouver une

base de N'(A), on réduit ce systéme & un systeme homogene échelonné
AX =0.

1. Si le systéeme échelonné n’a aucune inconnue libre, alors N'(A) est nul. En particulier,

N (A) a pour base 'ensemble vide.

2. Si le systeme échelonné admet s inconnues libres z;,,z;,, ..., x;, , alors N(A) a une
base {ui,us, -+ ,us} trouvée de la fagon suivante: on choisit s scalaires non nuls

ai,as, -+ ,as € K, et résout successivement le systeme échelonné,
(1) en posant z;, = ay, x;, = --- = x;, = 0, ce qui donne la solution uy;

(2) en posant z;, = 0,x;, = ag,z;; = -+ = x;, = 0, ce qui donne la solution uy;

(s) en posant z;, = --- =ux;,_, = 0,x;, = a5, ce qui donne la solution u.

En tout cas, dim(N(A)) = n —rg(A), le nombre d’inconnues libres du systéme échelonné.

Démonstration. On ne vérifie que la premiére partie du théoréme. Soient u,v € N(A)
et a, f € K. Par définition, Au = Av = 0,,«1. Ceci nous donne

A(au + ﬁv) = Oé(AU) + B(AU) = alpx1 + 60n><1 = Opx1-

D'ott, au + v € N(A). D’apres la proposition 4.6.2(2), N'(A) est un sous-espace de K™,

La preuve du théoreme s’acheve.

142



Remarque. On appelle N(A) espace-solution du systéme homogene AX = 0, ou bien,

noyau de la matrice A.

Exemple. Trouver une base de 1’espace-solution du systeme homogene réel suivant:

201 + X9 — x3 + 24 — x5 + 3xg = O
41’1 + 21’2 — T3 -+ 51’4 + 3.7}5 + 5.%‘6 =
2£L‘1 —f- o — T3 —f- 25(74 —|— 5[[‘6 = 0

Solution. Il suffit d’échelnner la matrice des coefficients

21 -1 2 -1 3
4 2 -1 5 3 51,
21 -1 2 01

ce qui séchelonne a
21 -1 2 -1 3
00 11 5 —1
0o 00 1 2

Cette derniere reprsente le systéme homogene échelonné suivant:

201 + 9 — 23 + 24 — x5 + 3xg = 0
rs + T4 + 5$5 - Tg = 0
T + 2[E6 = O,

dont les inconnues libres sont xo, x4 et xg. Ainsi I'espace-solution a une base composée de

trois solutions wuq, us, us.

(1) En posant xs = 2,24 = 26 = 0, on a un systéme sans inconnues libres:

200 — 13 — x5 = —2
T3 + dxs; =
Ty = 0.
En résolvant par substitution, on a que 1 = —1,23 = 0 et x5 = 0. Ceci donne la premiere
solution de la base
-1
2
B 0
up = 0
0
0
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(2) En posant xo = 0,24 = 2 et 24 = 0, on a un systéme sans inconnues libres:

2ZE1 — X3 — Ty = —4
-2

Ty = 0.

T3 + Dxj

En résolvant par substitution, on a que x; = —3, 23 = —2 et x5 = 0. Ceci donne la deuxieme

solution de la base

U9 =

(3) Enfin en posant 9 = x4 = 0 et g = 1, on a un systéme sans inconnues libres:

200 — x3 — x5 = —3
$3+5$5:1

s = —2.

En résolvant par substitution, on a que x; = 3,23 = 11 et 25 = —2. Ce qui donne la

troisieme solution de la base

Us =

En conclusion, I’espace-solution du systeme original a pour base

([ —1 -3 -3\ )
2 0 0
0 —2 —2
0|’ 2 |’ 2
0 0 0

\ 0 0 0/ )

4.7.2. Définition. Soit A € M,,.,,(K). On définit
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(1) espace-colonne de A, noté C(A), comme étant le sous-espace vectoriel de K (™) en-
gendré par les colonnes de A;
(2) espace-ligne de A, noté L(A), comme étant le sous-espace vectoriel de K™ engendré

par les lignes de A.

Exemple. Considérons la matrice rationnelle suivante:

11 =21
A=14 3 -6 4
00 0O

(1) D’apres le corollaire 4.6.5(2), on a
L(A)=<(1,1,-2,1), (4,3,-6,4),(0,0,0,0) >=< (1,1,-2,1), (4,3,—6,4) > .

Etant libre, d’apres le lemme 4.6.6, {(1,1,-2,1), (4,3,—6,4)} est une base de L(A).
(2) D’apres le corollaire 4.6.5(2), on a

1 1 —2 1 1 1
CA =<4, 3|,] =6 |,] 4 |>=<]|41],]3]>.
0 0 0 0 0

1 1
4 1,1 3
0

Le résultat suivant dit que les opérations élémentarires sur les lignes d’une matrice ne
changent ’espace-ligne.

4.7.3. Lemme. Soient A, B des matrices sur K. Si A se réduit a B, alors £(A) = L(B).

Démonstration. Soient Ay, ..., A,, les lignes de A, et By, ..., B, les lignes de B. Si A
se réduit a B, alors la famille {Ay, ..., A} se réduit a la famille {B, ..., B,,}. D’apres le
théoreme 4.6.9, < Ay, ..., A, >=< By,..., B, >. Clest-a-dire, L(A) = L(B). Ceci acheve
la démonstration du lemme.

Exemple. Considérons les matrices

() - (32)
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Alors A se réduit a B par une opération élémentaires sur les lignes. Donc, L£(A) = L(B).

Par contre, on remarque que C(A) # C(B).

4.7.4. Lemme. Soit A une matrice échelonnée sur K. Les lignes non nulles de A
forment une base de £(A).

Démonstration. On procede par récurrence sur 7, le nombre de pivots de A.

Sir =0, alors A est nulle, et donc, £(A) est nul. Dans ce cas, la famille des lignes non
nulles de A est vide, ce qui est la base de L£(A).

Supposons que r > 1 et le résultat est vrai pour r — 1. Soient A;, As, ..., A, les lignes
non nulles de A. Il est évident que L(A) =< Aj, Ay, ..., A, >. En outre, la matrice
A
B = :
Ay
est échelonnée n’ayant aucune ligne nulle. Par I'hypothese de récurrence, {As, ..., A, } est

une base de £(B). En particulier, {A,,..., A} est libre. Soit a;;, le pivot de la premiere
ligne de A. Alors la ji-ieme composante de A; est non nul, et celle-ci de A; est nulle pour
tout ¢+ = 2,...,r. Ceci implique que A; n’est pas une combinaison linéaire de A,, ..., A,.
D’apres la proposition 4.2.7, {A;, Ag, ..., A, } est libre, et donc, une base de £(A). Ceci

acheve la démonstration du lemme.

Exercice. Donner une base de I'espace-ligne de la matrice

1 3 2 3

. 211 2
-1 3 1 3

2 7 48

Solution. D’abord, A se réduit a la matrice échelonnée

1 32 3
B 010 2
001 =2
000 O

D’apres le lemme 4.7.3, L(A) = L(B); et d’apres le lemme 4.7.4,
{(1,3,2,3),(0,1,0,2), (0,0, 1, —2)}
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est une base de L(B), et donc, une base de L(A).
Maintenant, on est capable de donner la démonstration du théoreme 2.3.6.

4.7.5. Théoreme. Soit A une matrice sur K. Les formes échelonnées de A ont le méme
nombre de pivots, et ce nombre commun est égal a dim L£(A).

Démonstration. Soit B une forme échelonnée de A. D’apres le lemme 4.7.4, on voit
que L(A) = L(B). En particulier, dim£(A) = dim£(B). D’apres le lemme 4.7.5, ce dernier

est égal au nombre de pivots de B. La preuve du théoreme s’acheve.

4.7.6. Théoreme. Si A est une matrice sur K, alors
dimC(A) =rg(A) = dim L(A).

Démonstration. Il suffit de montrer la premiere égalité. Partageons A = (A;--- A,)
en colonnes. Alors C(A) =< Ay,..., A, >. En outre, A est la matrice des coordonnées de
{A4,...,A,} dans la base canonique. D’apres le théoreme 4.6.7, dimC(A) = rg(A). Ceci

acheve la démonstration du théoréme.

4.7.7. Proposition. Si A est une matrice sur K, alors rg(A) = rg(A7T).
Démonstration. Soient Ay,---, Ay, les lignes de A. Alors L(A) =< Ay, , A, >.
D’apres le lemme 4.3.6, on a
A17.‘.,Am
P{{el ..... en} } = (A? e Atrl;z) = AT'

D’apres le théoreme 4.6.7, dim L(A) = rg(A”T); et d’apres le théoreme 4.7.7, dim L(A) =
rg(A). Dou, rg(A) = rg(AT). Ceci acheve la preuve de la proposition.

4.7.8. Proposition. Si A € M,,«,(K) et B € M,,(K), alors
rg(AB) < min {rg(A), rg(B)}.

Démonstration. On partage B = (By, ..., B,) en colonnes. D’apres le lemme 2.2.5(1),
AB = (AB --- AB,), et donc, C(AB) =< ABy,...,AB, >. En vertu de la prposition
4.73(1), AB; € C(A), j =1,---,p. D’apres le corollaire 4.6.5(1), C(AB) C C(A). D’apres
le théoreme 4.7.7 et la proposition 4.6.3(1),

rg(AB) = dimC(AB) < dimC(A) = rg(A).
En outre, d’apres la proposition 4.7.8 et ce qu’on a montré,
rg(AB) = 1g(AB)" = rg(B"A") <1g(B") = rg(B).
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Ceci acheve la démonstration de la proposition.

4.7.9. Théoréeme. Soit A € M, (K). Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) A est inversible.

(2) Les lignes de A sont linéairement indépendantes.

(3) Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

Démonstration. D’aprés le théoremes 4.3.9(1), les colonnes de A sont linéairement
indépendantes si, et seulement si, rg(A) = n si, et seulement si, A est inversible d’apres le
théoreme 2.4.8. Ceci montre I’équivalence de (1) et (3).

Enoutre, L(A) =< Ay,..., A, >, 0ouAy,..., A, sont les lignes de A. Rappelons que L(A)
est un sous-espace de K™ et dimL(A) = rg(A). Maintenant, A est inversible si, et seulement
si, rg(A) = n si, et seulement si, dim £(A) = dim K™ si, et seulement si, < Ay, ..., A, >= K"
si, et seulement si, {A1,..., A,} est libre d’apres le théoreme 4.4.6. La preuve du théoréme

s’acheve.
4.8. Intersections et sommes de sous-espaces vectoriels

Cette section a pour but d’étudier les opérations sur les sous-espaces vectoriels d’un

espace vectoriel. Partout dans cette section, on se fixe E un espace vectoriel sur K.

4.8.1. Proposition. Soient Fi, F3, ..., F, des sous-espaces de F.
(1) L’intersection N]_, F; est un sous-espace de E.

(2) La somme de Fi, ..., F, est définie comme étant
Z-_lFi = {u +us + - +u | u € F},

ce qui est un sous-espace de E.

Démonstration. (1) D’abord, 0 € N;_,F; car Og € F;, pour tout ¢ = 1,...,7. Si
u,v € NI_ F; et o, 8 € K, alors u,v € F;, pour tout « = 1,...,r. Comme F; est un sous-
espace, on a au + fv € F;, pour tout « = 1,...,r. Par conséquent, au + fv € N;_, F;. Ceci
montre que N;_, F; est un sous-espace de E.

(2) Comme O = 0g +0g + -+ 0pg,, ot Og € Fj, on a 0p € >._, F; par définition. Si
u,v € Z:ZlFi et a, 0 € K,alorsu=u; +---+u,,v=uv1 +---+ v, avec u;,v; € F;. Donc,

au + v = (auy + Bur) + -+ - + (auy, + Boy).

Comme Fj est un sous-espace, au; + fv; € F;, pour tout ¢ = 1,...,r. Par définition, on voit

que au + fv € >, F;. Ceci acheve la démonstration de la proposition.
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Remarque. Par contre, I'union de sous-espaces n’est pas nécessairement un sous-espace.

En effet, la somme est le sous-espace engendré par ['union.
Exemple. Le plan réel R? a deux sous-espaces
Ey ={(z,0) |z € R} et B2 ={(0,y) |y € R}.

On voit que
EyUE, ={(z,y) |z =0 ou y=0}.

Or (1,0),(0,1) € E; U E, sont tels que
(1,0) +(0,1) = (1,1) ¢ Ey U Es.
D’ou, E; U E, n’est pas un sous-espace de R2.
Exercice. Considérons les sous-espaces de R3 suivants:
Fy={(z,z,0) |z € R}, F, ={(0,4,0) | y e R}, F3 ={(0,0,2) | z € R}.

Vérifier que

(1) N F3=0;

(2) Fy + Fy = P, le plan des z,y de R?;

(3) Fy + Fy + F3 = R®.

Démonstration. (1) On a {(0,0,0)} C Fy N F3. Soit u = (z,y,2) € F1 N F3. Comme
u € Fy, on voit que z =y et z = 0. Et comme u € F3, x =y = 0. Ainsi, u = (0,0,0). Ceci
montre F; N F3 C {(0,0,0)}. Donc, F; N F3 = {(0,0,0)}.

(2) Pour tous uy = (x,x,0) € Fy et ug = (0,y,0) € Fr, on aug +uy = (x,2+y,0) € P, .
Ainsi, Fy + F, C P, ,. Réciproquement, pour tout w = (z,y,0) € P,,, on a

w=(z,z,0)+ (0,y — z,0) € F} + F>.

D’ou, P,, C Fy + F,. Par conséquent, [} 4+ Fy = P, .
(3) Par définition, I} + F, + F3 C R, Or, pour tout u = (z,y,2) € R*, on a

U= (QZ',ZB,O) + (an_$az) = (QZ,ZE,O) +(an_xa0) + (0,0,Z) € Fl +F2+F3
]:)’Ol\l7 RS g F1 + F2 + P’37 et dOIlC7 Rg = F1 + F2 + F3.
Exercice. Considérons les sous-espaces de I'espace rationnel Qq[x] suivants:

F=<fi=1+4+2z—-2*fo=1—-a+2>—2* fs=2+2—2>+2° >
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et
G=<qp=1—-2%g=2+2—-22> g3 =14 20 — 227 +22° > .

Trouver une base de l'intersection de F' et G.

Solution. Soit f = a + bz + cx? + dz® € Q4[x]. Par défintion, f € F si, et seulement si,
f est une combinaison linéaire de fi, f2, f3. D’apres le théoreme 4.3.7(2), ceci est équivalent
arg(A) =rg(A | B), ou

1 1 2 a
_ plfuffsh 2 -1 11 5 i _|0b
A= P{l,a:,:BQ} - 1 1 — 7B - P{1,$,z2} - c
0 -1 1 d
Or
1 1 2l a 1 1 2l a
2 —1 1156 1 —1|—d
(4] B) = — 1"
-1 1 —-1]¢ 0 0 3la+c+2d
0 —1 1|d 0 0 0lb+2c+d

Par conséquent, f € F si, et seulement si, b+ 2¢c +d = 0.

De méme, considérant les coordonnées canoniques de g1, go, g3, f, on échelonne

1 2 1la 1 2 1la
0 1 21b 01 2|b
—
0 0 —2|c 0 0 1llat+tc+d
-1 =2 21d 0 0 0|2a¢+3c+2d

Ainsi, f € G si, et seulement si, 2a 4+ 3¢+ 2d = 0. En conclusion, f € F NG si, et seulement

si,
2a 4+ 3¢ + 2d = 0
b + 2¢ + d = 0.

Il s’agit d’un systeme échelonné, dont les inconnumes libres sont ¢, d. Posons ¢ = A\ et d = p,
ol A, 1 € Q, on trouve b = —(2X + p) et a = —(3X + p). Clest-a-dire,
FNG = {(=3Xx—p) — @A+ p)z+ \a? + pa® |\, p € Q}

AM=2-2z+2?)+pu(-1—z+2°) |\ peQ}
= <—%—2x—|—x2,—1—x+x3>.
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Comme

-3 -1 10

-3 _op4a? —1—a+a® -2 -1 O 1
P{{1x23522}+ o }: = )

o I 0 00

0 1 00

on voit que {—2 — 2z + 2%, —1 — x + 23} est libre, et donc, une base de F N G.
Le résultat suivant sera pratique pour calculer la somme de sous-espaces.

4.8.2. Lemme. Sil et V sont des familles de vecteurs de E, alors
<U>+ <V >S>=<UUY >.

Démonstration. D’abord, < > C <UUYV >et <V > C <UUV >. Ainsi
<U>+<V> C <UUY > CommeUUY C <U >+ <V >, dapres la proposition
464, <UUYV >C< U >+ <V >. Ceci montre que < UUYV >=<U >+ <V >. La

preuve du lemme s’acheve.

Exercice. Considérons les matrices suivantes:

11 =21 11 11
A=\ 43 -4 4|, B=]|3 2 -2 3
21 0 2 21 -3 2

Trouver une base de L(A) + L(B).

Solution. Les matrices A et B s’échelonnent respectivement aux matrices suivantes:

11 -2 1 1111
01 —4 0 |, 01 50
00 00 0 00O
D’apres les lemmes 4.7.4 et 4.7.5, on voit que {(1,1,—2,1),(0,1,—4,0)} est une base de

L(A), et {(1,1,1,1),(0,1,5,0)} est une base de L(B). D’apres le lemme 4.8.2, on a

L(A)+ L(B) = <(1,1,-2,1),(0,1,—4,0) > + < (1,1,1,1),(0,1,5,0) >
= <(1,1,-2,1),(0,1,-4,0),(1,1,1,1),(0,1,5,0) > .

Ceci est 'espace-ligne de la matrice

11 -2 1 1 1 -2 1
01 —4 0 01 —4 0
—

11 11 0 0 10
0 1 5 0 0 0 00
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Ainsi {(1,1,-2,1),(0,1,—4,0),(0,0,1,0)} est une base de L(A) + L(B).

Le résultat suivant relie la dimension de la somme et celle de l'intersection de deux

sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel.

4.8.3. La formule de Grassmann. Si F' et G sont des sous-espaces de dimension finie
de F, alors F' 4+ (G est de dimension finie et

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Démonstration. Etant un sous-espace de F et de G, d’apres la proposition 4.6.3, FNG

admet une base finie {vy,...,vs}. D’aprés la proposition 4.4.3, {vq,...,vs} est contenue
dans une base {vy,...,vs,Usq1,- -+ ,0,} de F' et dans une base {vy, -+, vs, Wei1, -+ ,w,} de
G. On prétend que {vy,- -+, Vs, V511, , Up, Wes1, -+ , W, } est une base de F'+ G. D’abord,
d’apres le lemme 4.8.2,
F+G = <vp, 0 Usy,Usg1, 00 Uy >+ <UL, v Vg, Weg1, - -0, Wy >
= < {Ulv"' 1y Usy Us1y " ° 7Up}U{Ula"' y Usy Wet 1, 7" ° 7wq} >
= < U, Us, Ustly oo s Upy Wegd,y o 5 Wy > .

Supposons ensuite que

P q .
E ;v; + E w; =0g, ou oy, B € K.
=1 1 Ug j:s+1ﬁ] 7 E, zaﬁ]

Alors
p q
Zi:1a/i’0i = —ijs+1ﬁjIUj c FndG.

Comme {vy,...,vs} est une base de FNG, on a

s P s .
E LU+ E . Q;V; = E _ ivi, ouy; € K.
i=1 i=s+1 =1

Donc
s p
Zz‘:1(ai — )i + Zizsﬂawi = 0p.
Comme {vy,...,vs,...,0,} est libre, on voit que a; =0, i = s+ 1,...,p. Cela donne
s q

ZO&Z'UZ‘ + Z ijj = OE

=1 Jj=s+1
Comme {vq,..., Vs, Wst1,...,W,} est libre, on voit que oy, = 0 et 5; = 0, pour 1 < i < s
et s+1<j<gq Ainsi {vy, -, 05,0551, ,Up, Wss1, -+ ,W,} est libre. Ceci établit notre

énoncé. Par conséquent,
dim(F+G)=p+q—s= dim(F)+ dim(G) — dim(F NG).
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Ceci acheve la démonstration du résultat.

Exemple. Si P, P, sont deux plans vectoriels de I'espace réel R3, alors P, N P, est non
nul. En effet, dim(P; + P,) < dim(R?) = 3, et donc,

dim(P, N Py) = dim(Py) + dim(FP) —dim(P, + P») > 2+2 -3 = 1.
D’ou, P; N P, est non nul.

Exercice. Considérons les matrices suivantes:

11 =21 11 11
A=\ 43 -4 4|, B=]3 2 -2 3
21 0 2 21 -3 2

Trouver la dimension de £(A) N L(B).
Solution. On a vu que dimL(A) = 2 et dimL(B) = 2. Posons

- ( A ) |
B
En vue du lemme 4.8.2, on voit aisément que £(A) + L(B) = L(C). Ainsi
dim(L(A) + £(B)) = dimL(C) = rg(C) = 3.

D’apres la formule de Grassmann, on a

dim(L(A) N L(B)) = dimL(A) + dimL(B) — dim(L(A) + L(B)) = 1.

En général, un vecteur u € y_;_, F; s’écrit de plusieurs fagons comme une somme
u=1u; +---+u, ounu; €F.

Par exemple, considérons F| = {(z,0,z) | 2,z € R} et Fy = {(0,y,2) | y,z € R}, deux
sous-espaces de R3. On voit que (1,2,3) € Fy + F3, car

(1,2,3) = (1,0,3) + (0,2,0), ou (1,0,3) € F; et (0,2,0) € F5.
Mais, il s’écrit d’une autre fagon comme suit:
(1,2,3) = (1,0,0) + (0,2,3), ou (1,0,0) € F; et (0,2,3) € F5.
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On introduit un genre particulier de sommes de sous-espace vectoriesl suivant.

4.8.4. Théoréme. Soit F' = >, | F;, ou Fi,..., F, sont des sous-espaces de E. Les

conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Tout w € F s’écrit d'une fagon unique u = uy +---+u,, ot u; € F;, pouri =1,... 7.
(2) Toute équalité uy + - - - + u, = Op avec u; € F; entaine que u; = -+ = u, = Op.
(3) FinN (Xi<jar jus F5) = {08}, pouri=1,....r.

Dans ce cas, on appelle F' somme directe de Fy, ..., F, et on écrit F' = ®]_, F;.

Démonstartion. Supposons que I’énoncé (1) est valide avec uy +---+u, = 0g, u; € F;.
Comme Ogp =0 +---+ 0g, Og € F;. Par I'unicité, u; = Og pour i = 1,...,r. Ceci montre
que I’énoncé (1) implique 1’énoncé (2).

Supposons que I’énoncé (2) est valide. Soit uw € F;N(F1+---+F,_1+F1+---+F,). Alors
u=uj+- - +u1+u1+-+ue, uj € Fj.Donc ug+- 4w+ (—u)+ w1+ - +u = 0p.
Ainsi, —u = Og, et donc, u = Op. Par conséquent, F;N(Fy+- -+ F; 1+ F; 1+ +F.) = {0g}.
Ceci montre que ’énoncé (2) implique 1'énoncé (3).

Enfin supposons que I’énoncé (3) est valide. Supposons que u € Y _;_, F;, qui s’écrit
T T
u = Zizlui = Zizlvi, ou u;, v; € F;.
Pour tout 1 <i<r,on a
ui—vizzlggmﬂ(vj—uj) ELN(Fi+ - +Fy+Fy 4+ +F) = {0z}
Ainsi, u; = v; pour i = 1,...,7r. Ceci acheve la démonstration du théoreme.

Remarque. (1) Sir = 1, par définition, F' = I} est une somme direct.
(2) Sir =2, alors la somme F; + F est directe si, et seulement si, F; N Fy = 0.
(3) Sir > 2, méme si F;NF; = {0g} pour tous 1 <i,j <raveci # j, lasomme > . F;

n’est pas nécessairement directe. Par exemple, considérons les sous-espaces de R? suivants:
F :{(IL‘,O,()) | IER}? Fy :{(O,y,Z) | y7Z€R}7 F3 :{(1'717,1') | ZEGR}

Pour tous 1 <4,j < 3,ona F;,NF; =0sii#j. Mais F} + F, + F3 n’est pas une somme

directe. En effet, on a
(1,0,0)4+(0,1,1)+(—-1,-1,—1) = (0,0,0), ou (1,0,0) € Fy;(0,1,1) € Fy;(—1,—1,—1) € F3.

Ainsi, la condition énoncée dans le théoreme 4.8.4(3) n’est pas vérifiée.
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Exemple. (1) Considérons les sous-espaces vectoriels de R* suivants
Fi ={(z,0,0)]z e R}, F5 ={(0,4,0) |y € R}, F5 ={(0,0,2) | z € R}.

On voit que R® = Fy @ F, @ F3. En effet, tout u = (2,9,2) € R?® sécrit comme que
u = ujp + ug + uz, ot uy = (x,0,0) € Fy, us = (0,y,0) € Fy, et ug = (0,0,2) € F3. En
outre, si u = vy + v9 + v3 avec v; € F;, alors v; = (a,0,0), vo = (0,0,0) et v3 = (0,0, ¢) avec
a,b,c € R. Ceci donne (x,y,z) = (a,b,c), et donc, z = a, y =bet z =c. Dou, v; = uy,
Uy = U et U3 = uz. Donc, R® = [y + Fy+ Fy = F, & F, & Fs.

(2) Considérons les sous-espaces vectoriels de R? suivants
Ey ={(z,0,2) | z,z e R}, By ={(0,y,2) | y,z € R}.
Alors, R® = E; + Fs, ce qui n’est pas directe. En effet, pour tout u = (x,y, 2) € R3 on a
u=(x,0,2) 4+ (0,9,0), ou (z,0,z) € E1,(0,y,0) € Es.

Ainsi, R? = E} + E». En outre, comme (0,0,1) € E; N Ey, on a E; N Ey est non nul. Ainsi,

la somme F; + E5 n’est pas directe.

Exercice. Considérons 'espace vectoriel réel C[0,2n] = {f | f : [0,27] — R continues}.

Posant FF =< 1,t,--- ,t" > et G =< sint,sin2t,...,sinmt >, ou n,m > 1, montrer que
F+G=Fa&d.
Démonstration. Soit f € FNG. Clest-a-dire,

f = ag+ait+---+at" (
f = bysint+ bysin2t + --- + b, sinmt (2)

—_
~—

ot a;,b; € R. Selon (1), on voit que f?" = 0. Comme (sin kt)?" = (—1)"k>" sin kt, selon
(2), on a fCM =371 k*(—1)"by sin kt, et donc,

m 2n/ _1\n : .
Zk:lk (—=1)"bg sinkt = 0.

Comme {sint,sin2t,...,sinmt} est libre, k*"(—1)"b; = 0, et donc, by = 0, pour tout
k=1,...,m. Dou, f=0. Ceci montre que F'N G = 0. D’apres le théoreme 4.8.4(3), on a
F+G=Fa&d.

4.8.5. Lemme. Une famille {u;,...,u,} de vecteurs non nuls de E est libre si, et
seulement si,

<ULy ey Up >=< U > DD < U >
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Démonstration. D’apres le lemme 4.8.2, on a
Uy Uy S=< U > A < Uy >

Cette somme est directe si, et seulement si, toute égalité vy + --- 4+ v, = 0, ou v; €< u; >,
entraine que les v; sont tous nuls. Cette condition est équivalente a dire que toute égalité
ajuy+- - +azu, = 0 avec oy € K entraine que les «; sont tous nuls, c¢’est-a-dire, {uy, ..., u,}

est libre. Ceci acheve la démonstration.

Le résultat suivant nous donne un critere pour qu’'une somme soit directe, en termes de

dimension de sous-espaces vectoriels.

4.8.6. Théoreme. Soit F' = F} + --- 4+ F,, ou les F; sont des sous-espaces de E. Si les
F; sont tous de dimension finie de E, alors

(1) F est de dimension;

(2) F=F & ---® F, si, et seulement si, dim(F) = dim(Fy) + - - - + dim(F,.); et dans ce
cas, si B; est une base de F;, i =1,--- ,r, alors By U---U B, est une base de F.

Démonstartion. Supposons que F; admet une base finie B;, pour i = 1,...,r. Alors
F=<Bi >+ 4+ <B,><BU---UB, >.

D’apres la proposition 4.4.5, B; U - - - U B,. contient une base B de F. En particulier, F' est
de dimension finie.

Sir =1, alors I"écnoncé (2) est évidemment valide.

Sir =2, alors F' = F; @ F, si, et seulement si, F; N Fy, = {0g} si, et seulement si,
dim(F; N Fy) = 0 si, et seulement si, dim(F) = dim(F;) + dim(F;) d’apres la formule de
Grassmann.

Supposons que r > 2 et ’énoncé est vrai pour » — 1. Supposons premierement que
F=F® ---&®F, Posant G = F; + --- + F,_1, on voit facilement que G = @;“;111«1- et
F = G @& F,. Par 'hypothese de récurrence, dim(G) = 37~} dim(F;). Comme I'énoncé (2)
est vrai pour r = 2, on a dim(F') = dim(G) + dim(F,) = Y _._, dim(F}).

Supposons réciproquement que dim(F) = »""_, dim(F}). Alors

Bl < [BiU---UB,| < [Bi| + -+ 4 |B;| = dim(F) = | B,
et donc, By U---UDB, = B, une base de F'. En appliquant le lemme 4.8.5, on obtient

F=<BU---UB,><B>® - --®d<B.>F & ---®F,.
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La preuve du théoreme s’acheve.

Exercice. Vérifier que R? = F} @© F, @ F3, ol

Fy ={(z,z,0) |z e R}, F5 = {(0,y,9) | y € R}, F3 ={(0,0,2) | z € R}.
Solution. On voit aisément que
Fy =< (1,1,0) >, F, =< (0,1,1) >, F3 =< (0,0,1) > .
Ainsi dim(F}) =1, i = 1,2,3. Pour tout u = (a,b,c) € R*, on a
u=(a,a,0)+ (0,b—a,b—a)+(0,0,c—b+a) € F| + F, + F3.
Ainsi, R3 C Fy + F, + F3, et par conséquent, Fy + 5 + F3 = R3. En outre,
dim(F}) + dim(Fy) + dim(F3) = 3 = dim(R?) = dim(F, + F, + F3).

D’apres le théoréme 4.8.6, la somme Fy + F, + Fy est directe. Ainsi, R? = F} @ F, @ Fj.

Exercice. Considérons les sous-espaces de R? suivants:

Ey ={(z,z,0) |z € R}, By = {(2y,3y,0) | y € R}, E5 = {(2,—2,0) | z € R}.

Vérifier si la somme F; + E5 + E5 est directe ou non.
Solution. On voit que F; =< (1,1,0) >, By =< (2,3,0) > et F3 =< (1,—1,0) > . En

conséquence, dim(F;) = 1, i = 1,2, 3. Considérons le plan des x,y de R3 comme suit:
Poy ={(z,9,0) | 2,y € R}.
Comme (1,1,0),(2,3,0),(1,—1,0) € F, d’apres le lemme 4.8.2, on a
Ey+ Ey+ E3 =< (1,1,0),(2,3,0),(1,-1,0) >C F.
D'ou, dim(E; + Ey + E3) < dim(F') = 2. Cela nous donne
dim(F;) + dim(FEs) + dim(Es) = 3 > dim(E; + By + Ej).

D’apres le théoreme 4.8.8, on voit que la somme E; + E5 + E3 n’est pas directe.

4.9. Exercices
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. Soit K un corps et E un K-espace vectoriel non nul. Montrer premiement que E est
infini lorsque K est infini, et ensuite donner un contre exemple pour illustrer que ce

n’est pas vrai si K est fini.

. Dans chacun des cas suivants, déterminer si R x R = {(x1,22) | 1,22 € R} est un

espace vectoriel sur R ou non pour les opérations données:
(1) (xl,x2)+(y1,y2) - (x1+ylvx2+y2)7 Oé-(l’,y) = (&JZ,O), a€R.
(2) <x1’x2)+(y17y2> = (Il_y17x2+y2)7 a-(x,y) = (OJZE,Oéy), a € R.

. Considérer le K-espace vectoriel K5[x| avec K = Z; et les vecteurs
fo=2+32% —da*; i =3+ 20+ 23 + 2 f3 = 5z + 622 — 223,

Dans chacun des cas suivants, exprimer f comme une combinaison linéaire de fi, fs,

et f3 si possible, et donner une justification si impossible.

(1) f =5~ dz +32° + da* (2) f =24 32> — 2% + 5z,

. Considérer I'espace vectoriel réel C|0, 27| des fonctions continues définies sur [0, 27].

(1) Vérifier, pour tout n > 1, que la famille {cost, ..., cosnt} est libre.

(2) Déterminer si la fonction t est une combinaison linéaire ou non de sint, sin 2¢, et

sin 3t.

. Considérer 'espace vectoriel réel C. Déterminer 2 — 3¢ et 3 + 5z sont linéairement

dépendants ou indépendants.

. Soit E un espace vectoriel réel. Si {uy,us, uz} est une famille libre de vecteurs de E,

montrer que {3uy, 2u; — ug,u; + us} est aussi libre.

. Soit £ un K-espace vectoriel avec {uy,--- ,u,} une famille libre de vecteurs de E. Si
ai,--- ,a, € K sont tous non nuls, montrer que {ajuy, - ,a,u,} est aussi libre.

. Soit C'(R) I'espace vectoriel réel des fonctions continues réelles.

(1) Vérifier que {e, e?, e} est une famille libre de vecteurs de C(R).

2t 3t

(2) Vérifier que si la fonction ¢ + 1 est une combinaison linéaire ou non de e, e*, €.

Indice: Utiliser la dérivation.

. Considérer 'espace vectoriel réel C|0, 1] des fonctions continues définies sur [0, 1].

158



10.

11.

12.

13.

14.

(1) Déterminer les fonctions ¢ 4+ 1, t + 2, et ¢ 4+ 3 sont linéairement dépendantes ou
indépendantes.
(2) Montrer que les fonctions 1,¢,...,t" avec n > 1 sont linéairement indépendantes.

(3) Déduire avec justification que C|0, 1] est de dimension finie ou infinie.

Considérer les vecteurs suivants de I’espace vectoriel rationnel Q®:

1 1 2 3
4 2 18 2
Uy = , Uy = , U= , W=
-5 3 a a
2 1 9 b

(1) Donner la valeur de a pour que uy, us, v soient linéairement dépendants.
(2) Pour quelles valeurs de a et b, peut-on exprimer w comme une combinaison linéaire

de uq,us? Et trouver une telle expression dans les cas possibles.

Dans chacune des parties suivantes, déterminer si la famille de vecteurs de R™ est liée
ou libre; et si elle est liée, écrire un vecteur comme une combinaison linéaire des autres;

et sinon, augmenter la famille a une famille libre de 4 vecteurs.

1 3 2 1 2 3
3 8 9 —2 1 —6

1 ) ) Y 2 ) )
@ -1 -5 4 @) 4 0 1
4 7 23 1 -3 4

Considérer 'espace réel Rs[z] et les vecteurs suivants:

fi=l—a+2® fo=2+3x—2° fs=a+2°
(1) Vérifier, d’apres la définition, que { f1, f2, f3} est une base de R3[z].

(2) Trouver la colonne des coordonnées de 2 — x + 322 dans cette base.

Considérer 'espace réel gC.

(1) Vérifier, d’apres la définition, que {7 + 5¢,3 — 2i} est une base de C.
(2) Trouver la matrices des coordonnées de la famille {14 4,2 — 4,3+ i} dans cette

base ci-haut mentionnée.

Considérer 'espace vectoriel rationnel Qs[z]. Dans chacun des cas suivants, trouver la
matrice des coordonnées de la famille dans la base canonique {1, z, 22}, et en déterminer

si la famille est libre ou liée.
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15.

16.

17.

(1) {1+4+=z2+x}.
(2) {2+2,3+ 2,4+ 5x+ 62°}.
(3) {5+6x—1222—3x+52% 7+ 3z +42°}.

Considérer 'espace vectoriel réel M,(R) des matrices carrées réelles d’ordre 2 et sa

base canonique {e1, €12, €1, €22} .

(1) Trouver la matrice des coordonnées de la famille suivante dans la base canonique:

2 =3 1 -1 3 3

(2) Déterminer si la famille en partie (1) est liée ou libre.
(3) Donner les valeurs de a et b telles que la matrice A est une combinaison linéaire

de Al,AQ7 Ag, ou
A a+3 1 '
5 2+b

(4) Trouver la famille dont la matrice des coordonnées dans la base canonique est

comme ci-dessous:

2 -1 V2 01
2 1 5 7 3
3 5 —1 4 2
1 0 3 07

Considérer 'espace vectoriel rationnel Q4[z]. Dans chacun des cas suivants, trouver la
matrice de la famille dans la base canonique, et en déterminer si la famille est une base

de Qq4[x] ou non.
(1) {342z — 52 + 22°, =2+ 2? — 32°, 2% + 23,4 — v + 32?}.
2) {1+z+22+2% 1+a?+ 231+ 2+ 226 + 4o + 622 + 32°}.

Considérer 'espace vectoriel rationnel Qq[z].
(1) Vérifier que la famille {2 — 2 + 32% — 23, 1+ 2 — 2® + 223} est libre et prolonger
cette famille en une base de Q4[z].

(2) Pour quelles valeurs de a, les vecteurs suivants forme-t-ils une base de Q4[z]?

T+o+2*+ 2% 1+ 20+ 22 + 2% 20 + ar?, 1+ 32 + (a + 2)2°.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Considérer 1'espace vectoriel réel R, ;1[z] des polynomes sur R de degré inférieur ou
égal & n. Soit f € R, 1[z] de degré n. Montrer que f, f, f@ . f0™ on f0) est

la i-ieme dérivée de f, forment une base de R,,1[z].

Soit £/ un espace vectoriel sur K. Montrer qu F est de dimension infinie si, et seulement

si, il existe une famille infinie libre de vecteurs de FE.

Vérifier que {1, 1—=z, (1 —z)?} est une base de I'espace vectoriel R3[z], et trouver

les coordonnées de 6 — 5z + 222 dans cette base.

Considérer les familles de vecteurs de 1’espace vectoriel réel R* suivantes:
Uu=14(1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1), (0,1,1,1)}
et
Y ={(1,1,0,0), (1,0,1,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1)}.
(1) Montrer que U, ainsi que V, est une base de R*.
(2) Trouver la matrice de passage de U vers V.

(3) Trouver la colonne des coordonnées de (2,1, 3,4) dans U et celle dans V.

Dans chacun de cas suivants, déterminer si ’ensemble donné est un sous-espace de R?

(1) Fy = {(a,b) € R | b= 2a} .
(2) Fr = {(a,b) e R?* | b =a?}.
(3) F3={(a,b) e R? | (a — b)* = 2a + b} .

Montrer que F' = {\ 4+ (2XA — 3u)z + (A + p)z? | A\, u € R} est un sous-espace de 'espace

vectoriel réel Rs[z] et donner une base de F.

Soit n > 1 un entier. Déterminer lesquels des ensembles suivants sont sous-espaces de
I'espace vectoriel M, (K) des matrices carrées d’ordre n.

(1) L’ensemble des matrices diagonales d’ordre n.

(2) L’ensemble des matrices d’ordre n ayant nulle trace.

(3) L’ensemble des matrices carrées non inversibles d’ordre n. Indice: Distinguer les

casoun=1etn>1.

Soient S, (K) et A, (K) les sous-ensembles de M, (K) des matrices symétriques et des

matrices anti-symétriques, respectivement.

(1) Montrer que S, (K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(K).
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

(2) Trouver une base de S, (K).
(3) Donner une base de A,(K) en supposant que 1y + 1x # Ok.

Soit E un espace vectoriel sur K avec u,v,w € E. Si u+ v+ w = 0, montrer que
<u,v>=<u,w > .

Considérer 'espace vectoriel réel C'(R) des fonctions réelles continues. Soient Ay, - -+, Ay,

avec n > 1, des nombres réels deux a deux distincts.

At A
g

(1) Vérifier que les fonctions e ., e sont linéairement indépendantes dans C'(R).

(2) Déterminer si la fonction ¢+ 1 appartient ou non au sous-espace vectoriel de C'(R)

engendré par les fonctions eMf, ... eMnt,

Soit F un espace vectoriel. Soient U = {uq,...,u.} et V = {vq,...,vs} deux familles
de vecteurs de E telles que tout vecteur de V est une combinaison linéaire de vecteurs

de U.
(1) Sis =1 etV est libre, montrer que U est libre.
(2) Si s > r, montrer que V est liée.

Indice: Considérer le sous espace < U > .

Considérer I'espace vectoriel réel C(R) des fonctions continues définies sur R. Soit F
le sous-espace engendré par les fonctions sinz,sin 2z et sin3xz. Soient f; = sinx +

sin 2x + sin 3z, fo =sinx — sin2x + 2sin3z et f3 = 2sinx + sin 2x — 3 sin 3.

1) Vérifier que {sinz,sin 2x,sin 3z} est une base de F.

(1)

(2) Montrer que {fi, f2, f3} est également une base de F'.

(3) Donner la matrice de passage de {fi, fa, f3} a {sinz,sin 2z, sin 3z}.
(4)

4) Trouver les coordonnées de f = 3sinx — sin 2z + 4sin 3z dans la base {fi, fo, f3}-

Trouver une base du sous-espace de I’espace vectoriel réel R* engendré par les vecteurs
(1,1,1,2), (2,1,0,1), (3,1,1,2), et (3,2, 1, 3).

Donner une base du sous-espace de l'espace vectoriel réel Rs[x] engendré par les
polynomes 1+x—z?+zt, o+22+2° —2* 14+ 20+23 o+ 2%+ 23 +a4,) et 14+3z+22+223 +24.

Donner une base du sous-espace F' de Pespace vectoriel réel R? suivant:

F={(a+ba—ba—c,b—c)|a,bceR}.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Donner une base du sous-espace F' de 'espace vectoriel réel My(R) suivant:
2b 3b+ 2
Ja a+20+c a+30+2c labceRY.
a+b a+2b+c
Soient U et V deux familles ordonnées finies de vecteurs d’'un espace vectoriel E. Si U

se réduit a V par une suite finie d’opérations élémentaires, montrer que U est libre si,

et seulement si, V lest.

Trouver une base de I’espace-solution du systeme homogene suivant:

3r1 + 3xe + bxs =0

gy + X3 + 3x3 + 224 = 0
201 + 2x9 + 4dz3 + x4 = 0
5¢1 + dr2 + 923 + x4, = 0.

Dans chacun des cas suivants, montrer que 1 < dim N (A) < 2 et trouver les valeurs
de a pour que dim N (A) = 1.

111 1 1 0 -1 0
(1) 2 3 2 4 (2) 2 1 1
34 3 a 3 1 a

Soit AX = B un systeme d’équations linéaires dont ug est une solution. Montrer que

I’ensemble des solutions de ce systeme est donné par

S={ug+ulueN(A)}.

Considérer la matrice réelle suivante:

1 -1 31
3 -1 2 2
A= 2 -1 41
2 1 -1 3
1 1 -2 2

Donner une base pour chacun de C(A), L(A) et N'(A).

Montrer que A € M,,(K) est inversible si, et seulement si, rg(AB) = rg(B) pour toute

matrice B de n lignes.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

Soient A € My, un(K) et B € My ,(K). Si AB = 0, montrer que rg(A) +rg(B) < n.
Indice: Vérifier que C(B) est un sous-espace vectoriel de N'(A).

Soit A € Myxn(K). Montrer que

(1) Si m > n, alors les lignes de A sont linéairement dépendantes.

(2) Si m < n, alors les colonnes de A sont linéairement dépendantes.
(3) Si AAT est inversible, alors rg(A) = m.

Soient A, B des matrices sur K. Si B = PAQ avec P,() inversibles, montrer que
rg(B) =rg(A). Indice: Utiliser la proposition 4.7.10.

Soient A € M,un(K) et B € Mp,«,(K). Montrer qu'il existe C' € M, 4, (K) telle que

AC = B si, et seulement si, rg(A) = rg(A|B).

Considérer deux sous-espaces de 'espace vectoriel réel Ry[z] suivants:
<l4+23x—222—ax+22+22° >

o <l—-a+a?+2322—2%1—a+22°>.

Trouver une base de leur somme, et calculer leur intersection.
Si F' et G sont des sous-espaces d’un espace vecotirel E, montrer que < FUG >= F+G.

Considérer les matrices réelles suivantes:

12 0 1 4 3
-1 -2 -1 -2 -1
2 -1 5 2 0 2
1 0 -1 1 1 -1

Trouver une base pour chacun de C(A) NC(B) et C(A) + C(B), et déterminer si la

somme est directe ou non.

Considérer les systemes homogenes réels suivants:

r + y — z =0 r — y + z =0
r — 3y + z =0 et 3r — 3y + 3z = 0
r — y = 0 or — 5y + Hz = 0.

Trouver une base pour l'intersection ainsi que la somme de leur espaces-solutions, et

déterminer si la somme est directe ou non.
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48.

49.

50.

ol.

52.

93.

o4.

Soit ¥ un K-espace vectoriel ayant pour sous-espaces F, Fy et Fj.

(1) Montrer que Fy N Fy + F1 N F3 C Fy N (Fy + Fy).
(2) A-t-on linclusion contraire?

Soient A et B deux matrices de type m x n sur K. Si le rang de A ainsi que celui de
B est inférieur a 3, montrer qu'’il existe une matrice non nulle C' de type n x 1 sur K
telle que AC' = BC' = 0. Indice: Utiliser la formule de Grassmann.

Soient S, (K) et T,,(K) les sous-espace vectoriels de M, (K) des matrices symétriques

et des matrices triangulaires supérieures.

(1) Trouver la dimension de chacun de S, (K), T,,(K), et S,,(K) NT,(K).
(2) Vérifier que M,,(K) = S,(K) + T,,(K).

(3) Déterminer si la somme M, (K) = S, (K) + T,(K) est directe ou non.

Considérer les matrices réelles suivantes:

N = = O
=
=~ W = =
=~ W = =
N —= = O
N N O =

11
11
2 2
3 3
Vérifier que la somme L£(A) + L£(B) est directe.

Considérer I'espace vectoriel réel R®. Montrer que R® = [}, @ F, @ F3, ol

Fy={(z,z,0) | x e R}, F5, ={(z,0,2) |z € R}, F3={(0,z,2) |z € R}.

Considérer 1'espace vectoriel complex M, (C), avec n > 1, des matrices carrées com-
plexes d’ordre n. Montrer que M,(R) = S,(R) ® A,(R), ou S,(C) est le sous-espace
vectoriel des matrices symétriques, et A, (C) est le sous-espace vectoriel des matrices

antisymétriques.

Soit Ms(R) I'espace vectoriel réel des matrices carrées réelles d’ordre 2. Soient

F = a 2a+b la,be R et G = @ atb la,beR».
-b —a —b b—2a

Vérifier que F' et G sont des sous-espaces de My(R) tels que My(R) = F & G.
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95.

96.

Conisdérer 'espace vectoriel réel Rs[xz]. Soit F' le sous-espace vectoriel de Rs[z] en-

gendré par les vecteurs
f=l4+a—a®—22+2Y fb=2—a+22+32" fs =0+ 2% — 2°,

et
fi=342x+22% — 223 + 42t fs = 5+ o + 32% — 22 + T2t

Trouver un complément de F' dans Rjs[z].

Soit E' un K-espace vectoriel, et soit F; @ --- @ E,. une somme directe de sous-espaces
de E. Soit F; une famille de vecteurs de F;, ¢ = 1,...,r. Montrer que F; U--- U F,

est libre si, et seulement si, F; est libre pour i =1,...,r.
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